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В В ЕД ЕНИ Е  

 

О  пон я т ии от делим ост и подгру пп 
 
С огласно  общ е м у определению  [46] подгруппа H группы  G назы вае т ся 

о т дел и м о й в  к л а ссе групп K, или, короче , K-о т дел и м о й, е сли для в сякого  эле -
м ента g ∈ G \H сущ е с т в уе т  гом ом орфизм  ψ группы  G на некот орую  K-группу 
т акой, чт о  gψ ∉ Hψ. От м е т им , чт о  группа G аппроксим ируе м а в  класс е  K т огда 
и т олько  т огда, когда е е  единичная подгруппа являе т ся K-от делим ой. Таким  
образом , понят ие  от делим о с т и м ожно  расс м ат рив ат ь как обобщ ение  понят ия 
аппроксим ируе м о с т и. 

Е сли класс  K гом ом орфно  зам кнут , т о  им е е т  м е с т о  более  сильное  ут -
в ерждение : K-от делим о с т ь норм альной подгруппы  N группы  G оказы в ае т ся 
рав но сильной K-аппроксим ируе м о с т и факт ор-группы  G/N. Эт о  зам ечание  по -
зв оляе т , в  час т но с т и, с в е с т и описание  K-от делим ых подгрупп абеле в ой группы  
к поиску крит ерия K-аппроксим ируе м о с т и. Однако  в  общ е м  случае  подобное  
с в едение  не  м оже т  бы ть в ы полнено  и, т аким  образом , изучение  с в ойс т в а от де -
лим о с т и подгрупп предс тавляе т  сам о с т оят ельны й инт ере с . 

Понят ие  от делим о с т и в  произв ольном  класс е  групп в пе рв ы е  было  в в е -
дено  А. И . М альце в ы м . В работ е  [46] он указал на о собую  роль, кот орую  игра-
е т  от делим о с т ь в  класс е  F в с ех конечных групп, назы вае м ая по  аналогии с  ап-
проксим ируе м о с т ью  ф и н и т н о й. И м  было  ус тановлено , чт о  финит ная от дели-
м о с т ь данной подгруппы  H конечно  определенной финит но  аппроксим ируе м ой 
группы  G гарант ируе т  сущ е с т в ов ание  алгорит м а, распознаю щ его  принадлеж-
но с т ь произв ольного  элем ента из G подгруппе  H. Эт о  означает , в  част но с т и, 
чт о  лю бая конечно  определенная финит но  аппроксим ируе м ая группа им е е т  
разрешим ую  проблем у т ожде с т в а. Е сли же  в с е  подгруппы  т акой группы  явля-
ю т ся финит но  от делим ы м и, т о  для нее  оказы вае т ся разрешим ой и проблем а 
в хождения. 

В наст оящ ей работ е  расс м ат рив ае т ся более  т онкое  с в ойс т в о  от делим о -
с т и в  класс е  Fπ в с ех конечных π-групп, где  π —  некот орое  непус т о е  м ноже с т в о  
про с т ых чис ел. 

Очев идно , чт о  е сли подгруппа H являе т ся Fπ-от делим ой в  группе  G, т о  
в с е  корни π′-с т епеней, изв лекаю щ ие ся в  G из е е  элем ент о в , должны  снов а при-
надлежать H (зде сь и далее  π′ обозначает  м ноже с т в о  в с ех про с т ых чис ел, не  
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принадлежащ их π). Подгруппу, обладаю щ ую  эт им  с в ойс т в ом , назы ваю т  π′-и зо -
л и ро в а н н о й в  группе  G. 

Таким  образом , е сли π отлично  от  м ноже с т в а в с ех про с т ых чис ел и е сли 
G с одержит  хотя бы  один элем ент , порядок кот орого  не  являе т ся π-числом , т о  
в с е  подгруппы  группы  G уже  зав едом о  не  будут  Fπ-от делим ы м и. Поэт ом у в  
каче с т в е  обобщ ения с в ойс т в а финит ной от делим о с т и в с ех подгрупп данной 
группы  им е е т  с м ы сл расс м ат рив ат ь ут в ерждение  об Fπ-от делим о с т и в с ех 
π′-изолиров анных подгрупп. От м е т им , чт о  эт о  ут в ерждение  не  следуе т , в ообщ е  
гов оря, из с в ойс т в а Fπ-аппроксим ируе м о с т и ни для какого  м ноже с т в а про с т ых 
чис ел π (подробно  эт от  в опро с  обсуждае т ся в  §  1.3 част и 1), и уже  поэт ом у 
изучение  его  предс тавляе т  определенны й инт ере с . 

Однако  для в ы деления понят ия Fπ-от делим ос т и в  каче с т в е  сам о с т оя-
т ельного  объ екта исследов ания сущ е с т в ую т , разум е е т ся, и другие , более  в е ские  
о снов ания. Эт о  понят ие  оказалось в е сьм а полезны м  при изучении аппрокси-
м ационных с в ойс т в  различных с в ободных конс т рукций групп. В каче с т в е  ил-
лю ст рации м ы  прив еде м  дв а срав нит ельно  нов ых результата, полученных в  
данном  направлении.  

С огласно  К . Грю нбергу [15] класс  групп K назы ваю т  ко рнев ым , е сли он 
зам кнут  от носит ельно  в зят ия подгрупп и конечных прям ых произв едений и е сли 
для лю бого  субнорм ального  ряда 1 ≤ C ≤ B ≤ A такого , чт о  A/B ∈ K и B/C ∈ K, в  
группе  A сущ е с т в уе т  норм альная подгруппа D, лежащ ая в  C, фактор-группа по  
кот орой снова принадлежит  K. Л егко  в иде ть, чт о  корнев ы м и являю т ся, в  част но -
с т и, в с е  классы  Fπ незав исим о  от  в ы бора м ноже с т в а π. 

Пуст ь т еперь A и B —  дв е  изом орфны е  копии некот орой группы  и 
α: A → B —  изом орфизм . Пуст ь т акже  H —  подгруппа группы  A, K = Hα и от о -
бражение  ϕ: H → K получае т ся ограничение м  на H изом орфизм а α. Д . Н . Аза-
ров  и Д . Тьеджо  показали [39], чт о  с в ободное  произв едение  G = (A ∗ B; H = K, ϕ) 
групп A и B с  подгруппам и H и K, объ единенны м и от но сит ельно  изом орфизм а 
ϕ (определение  эт ой конс т рукции прив одит ся в  §  2.1 част и 2), аппроксим иру-
е т ся корне в ы м  классом  K т огда и т олько  т огда, когда группа A K-аппроксим и-
руе м а и подгруппа H являе т ся K-от делим ой в  эт ой группе . 

Д ругой прим ер касает ся конс т рукций с в ободного  произв едения дв ух 
групп с  ком м ут ирую щ им и и цент рализов анны м и подгруппам и. 

Н апом ним  (с м . [43, с . 230]), чт о  е сли A и B —  некот оры е  группы , H —  
подгруппа группы  A и K —  подгруппа группы  B, т о  св о бо дн ым  про и зв еден ием  
групп A и  B с к о м мут и рующ и м и  по дгруппа м и  H и  K назы в ае т ся группа  
 G1 = (A ∗ B; [H, K  ] = 1),  
задаваем ая в с е м и образую щ им и и определяю щ им и с оот ношениям и групп A и 
B, а т акже  с оот ношениям и в ида [h, k] = 1, где  элем ент  h пробегает  подгруппу H, 
а элем ент  k —  подгруппу K. 

Аналогичны м  образом  определяе т ся св о бо дн о е про и зв еден ие  
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 G2 = (A ∗ B; [A, K  ] = 1, [H, B] = 1)  
групп A и  B с цен т ра л и зо в а н н ым и  по дгруппа м и  H и  K (т ам  же , с . 231): эта 
группа задает ся образую щ им и и определяю щ им и с оот ношениям и групп A и B 
и в с е м и с оот ношениям и в ида [a, k] = 1, [h, b] = 1, где  a ∈ A, k ∈ K, h ∈ H, b ∈ B. 

Е . Д . Л огинов а в  работах [40] и [41] показала, чт о  е сли м ноже с т в о  π с о -
с т оит  из одного  числа или с ов падает  с  м ноже с т в ом  в с ех про с т ых чис ел и е сли 
группы  A и B Fπ-аппроксим ируе м ы , т о  аппроксим ируе м о ст ь групп G1 и G2 
классом  Fπ рав но сильна Fπ-от делим ос т и в  группах A и B подгрупп H и K, 
с оот в е т с т в енно .  

Таким  образом , в опро с  об Fπ-аппроксим ируе м о с т и указанных конс т рук-
ций с в одит ся к изучению  Fπ-от делим ых подгрупп с в ободных м ножит елей. 

В дейс т в ит ельнос т и, Fπ-от делим о с т ь с в язанных подгрупп очень част о  
в ы с т упает  в  каче с т в е  одного  из до с тат очных (а иногда и необходим ых) услов ий 
Fπ-аппроксим ируе м о с т и обобщ енных с в ободных произв едений групп, HNN-
расширений и других с в ободных конс т рукций (с м ., напр., [5], [6], [48], значи-
т ельное  число  результат ов  т акого  рода получено  и в  данной работ е ). Эт о  об-
с т оят ельст в о  являе т ся, пожалуй, одной из глав ных причин исследов ания с в ой-
с т в а Fπ-от делим ос т и подгрупп в  случае , когда π не  с ов падает  с  м ноже с т в ом  
в с ех про с т ых чис ел. 

 
Крат кий обзор рассм ат риваем ых вопросов 

и получен н ых резу льт ат ов 
 
В первой част и  работ ы  изучает ся Fπ-от делим о с т ь подгрупп разреши-

м ых групп. 
Вопрос  о  т ом , при каких услов иях в с е  подгруппы  разрешим ой группы  

являю т ся финит но  от делим ы м и, был исследов ан А. И . М альце в ы м  в с е  в  т ой же  
с т ат ье  [46]. Он расс м от рел определенны й класс  разрешим ых групп, названных 
им  о гра н и чен н ым и  (определение  и некот оры е  с в ойс т в а эт их групп прив одят ся 
в  §  1.1), и показал, чт о  в с е  они им ею т  финит но  от делим ы е  подгруппы  и при 
эт ом  для разрешим ых групп без кручения с в ойс т в а ограниченно с т и и финит -
ной от делим о с т и в с ех подгрупп рав но сильны . К ласс  ограниченных разреши-
м ых групп м ы  буде м  обозначать сим в олом  S. 

В §  1.2 получено  час т ично е  обобщ е ние  прив еденного  ре зультата: ус т а-
но в лено , чт о  в  группах, аппроксим ируе м ых S-группам и без кручения, в с е  
S-подгруппы  (т . е . подгруппы , принадлежащ ие  классу S), являю т ся финит но  
от делим ы м и. 

Д алее  е с т е с т в енно  в озникае т  в опро с  о  т ом , нельзя ли в с е  эт и результат ы  
распро с т ранить на случай произв ольного  м ноже с т в а π. Оказы в ае т ся, чт о  сде -
лать эт о  в  полном  объ е м е  не в озм ожно . Так, даже  для полицикличе ских групп, 
кот оры м и, как показано  в  §  1.1, исчерпы в аю т ся в с е  конечно  порожденны е  
S-группы , от сут с т в ие  π′-кручения не  гарант ируе т  е щ е  аппроксим ируе м о с т и ко -
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нечны м и π-группам и (с м . прим ер 1.3.8 из §  1.3). 
Однако  для не сколько  более  узкого  класса конечно  порожденных нильпо-

т ент ных групп указанный крит ерий им е е т  м е с т о  [15]. Более  т ого , изв е с т но , чт о  в  
конечно  порожденной нильпот ент ной группе  в с е  π′-изолированны е  подгруппы  
являю т ся Fπ-от делим ы м и при лю бом  в ы боре  м ноже с т в а π [38], [40]. Поэт ом у 
в озникает  идея попы таться распрос т ранить прив еденны е  результат ы  на ограни-
ченны е  разрешим ы е  группы , являю щ ие ся нильпот ент ны м и. 

И  эт о  удает ся проделать. К ласс  в с ех т аких групп м ы  буде м  назы в ат ь 
к л а ссо м  о гра н и чен н ых н и л ьпо т ен т н ых групп и обозначать сим в олом  N. В §  1.4 
доказано , чт о  в с е  π′-изолиров анны е  подгруппы  N-групп являю т ся Fπ-от дели-
м ы м и, а в  §  1.5, —  чт о  в  группах, аппроксим ируе м ых N-группам и без круче -
ния, м ноже с т в о  π′-корней из лю бой N-подгруппы  снов а яв ляе т ся N-подгруп-
пой и при эт ом  Fπ-от делим ой. Последнее  ут в ерждение  обобщ ае т, в  част но с т и, 
изв е с т ны й результат  о  т ом , чт о  в  с в ободной группе  в с е  π′-изолиров анны е  цик-
личе ские  подгруппы  Fπ-от делим ы  [23], [38].  

Во  вт орой част и изучает ся Fπ-от делим о с т ь подгрупп с в ободного  про -
изв едения дв ух групп с  объ единенной подгруппой. И нт ере с  к эт ой конс т рук-
ции объ ясняе т ся в  числе  прочего  следую щ им и дв ум я обс т оят ельст в ам и. 

С  одной с т ороны , даже  обы чное  с в ободное  произв едение  дв ух групп с  
Fπ-от делим ы м и подгруппам и не  обязано  обладать т е м  же  с в ойс т в ом . В каче с т -
в е  прим ера до с тат очно  расс м от ре т ь с в ободную  группу ранга 2. Она предс тав -
ляет  с обой с в ободное  произв едение  дв ух бе сконечных цикличе ских групп, в с е  
подгруппы  кот орых финит но  от делим ы , и в  т о  же  в ре м я с одержит  подгруппу, 
неот делим ую  в  класс е  F (с м . прим ер 1.3.2 из §  1.3). 

С  другой с т ороны , некот оры е  с в ободны е  конс т рукции м огут  бы т ь по -
с т роены  с  использов ание м  одного  лишь обобщ енного  с в ободного  произв еде -
ния дв ух групп. К  их числу от но сят ся уже  упом инав шие ся в ы ше  с в ободны е  
произв едения групп с  ком м ут ирую щ им и и цент рализов анны м и подгруппам и, а 
т акже  т ак назы в ае м о е  полигональное  произв едение  че т ы рех и более  групп с  
т рив иальны м и пере с ечениям и. 

Н апом ним , чт о  е сли Ai, i ∈ Zn, n ≥ 3, —  некот оры е  группы , Hi и Ki —  т а-
кие  т рив иально  пере с екаю щ ие ся подгруппы  группы  Ai, чт о  для каждого  i ∈ Zn 
подгруппа Hi изом орфна Ki+1, и ϕi: Hi → Ki+1 —  фиксиров анны е  изом орфизм ы , 
т о  по л и го н а л ьн ым  про и зв еден ием  групп Ai с т ри в и а л ьным и  пересечен и ям и  на-
зы в ае т ся группа 
 G = (∗ Ai; Hi = Ki+1, ϕi, i ∈ Zn),  
задаваем ая образую щ им и и определяю щ им и с оот ношениям и групп Ai и в с е м и 
с оот ношениям и в ида hi = hiϕi, где  элем ент  hi пробегает  подгруппу Hi и i ∈ Zn. 

К ак показы в аю т  работ ы  [1], [20], [34], [42], до с тат очны е  услов ия финит -
ной от делим о с т и цикличе ских подгрупп обобщ енного  с в ободного  произв еде -
ния дв ух групп играю т  клю че в ую  роль в  доказат ельст в е  аналогичных с в ойс т в  
перечисленных с в ободных конс т рукций. 
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Прив еде м  т еперь краткое  описание  изв е с т ных результат ов , касаю щ ихся 
от делим о с т и подгрупп с в ободного  произв едения дв ух групп с  объ единенной 
подгруппой. 

Прежде  в с его  необходим о  от м е т ит ь, чт о  сис т е м ат иче ском у изучению  
подв ергалось т олько  с в ойс т в о  финит ной от делим о с т и. К ак изв е с т но , в  с в обод-
ной группе  эт им  с в ойс т в ом  зав едом о  обладаю т  лишь конечно  порожденны е  
подгруппы  [16], в  т о  в ре м я как для о с т альных сит уация оказы вае т ся не  одно -
значной. Поэт ом у и для с в ободных конс т рукций им ело  с м ы сл искать до с тат оч-
ны е  услов ия финит ной от делим о с т и в с ех конечно  порожденных подгрупп (для 
обозначения групп с  финит но  от делим ы м и конечно  порожденны м и подгруп-
пам и в  ино с т ранной лит ерат уре  используе т ся т ерм ин Locally Extended Resi-
dually Finite, с окращ енно  LERF, в в еденны й Р. Б ернсом  в  [9]). 

Н екот оры е  наиболее  в ажны е  положит ельны е  результат ы , полученны е  в  
эт ом  направлении, с одержат ся в  работах [3], [4], [8], [12], [14]. Вм е с т е  с  т е м  в  
[13] и [30] по с т роен целый ряд прим еров  обобщ енных с в ободных произв еде -
ний групп, уже  не  обладаю щ их с в ойс т в ом  LERF, в  т о  в ре м я как их с в ободны е  
м ножит ели являю т ся LERF-группам и. В част но с т и, сущ е с т в уе т  прим ер с в о -
бодного  произв едения дв ух конечно  порожденных нильпот ент ных групп с  
цикличе ским  объ единение м , с одержащ его  конечно  порожденную  подгруппу, 
не  являю щ ую ся финит но  от делим ой [2]. 

Весьм а продукт ив ны м  направление м  оказалось т акже  исследов ание  фи-
нит ной от делим о с т и цикличе ских подгрупп. С в язано  эт о  с  т е м , чт о  зде сь м ож-
но  использов ат ь по  сут и т е  же  сам ы е  м е т оды , чт о  и при изучении с в ойс т в а фи-
нит ной аппроксим ируе м о с т и. Основ ополагаю щ ей в  данной област и являе т ся 
работа П. С т иба [32], в  ней же  в в еден т ерм ин «πc-группа » для обозначения 
групп с  финит но  от делим ы м и цикличе ским и подгруппам и. 

Вв иду схоже с т и м е т одов  е с т е с т в енно  было  ожидать, чт о  м ногие  обоб-
щ енны е  с в ободны е  произв едения πc-групп, обладаю щ ие  с в ойс т в ом  финит ной 
аппроксим ируе м о с т и, в  дейс т в ит ельнос т и окажут ся πc-группам и. Значит ель-
ное  число  результат ов  т акого  рода содержит ся в  работах [3] и [21] (с м . т акже  
[34]). Те м  не  м ене е  м ожно  прив е с т и прим ер с в ободного  произв едения дв ух 
πc-групп с  финит но  от делим ы м и объ единяе м ы м и подгруппам и, кот орое  явля-
е т ся финит но  аппроксим ируе м ой, но  не  πc-группой (с м . прим ер 2.2.10 из §  2.2).  

В отличие  от  случая финит ной от делим ос т и в опрос  об Fπ-от делим ост и 
конечно  порожденных подгрупп с в ободной группы  ос тае т ся пока от кры т ы м . Это  
обст оят ельст в о  в ы нуждает  при изучении с в ойс т в а Fπ-от делим ост и в  с в ободных 
конс т рукциях групп ограничиться рассм от рение м  цикличе ских подгрупп. 

Д ля дальнейшего  изложения нам  буде т  удобно  в в е с т и с пециальное  обо -
значение  ∆π(X  ) для с е м ейс т в а в с ех Fπ-от делим ых и, следов ат ельно , π′-изолиро-
в анных цикличе ских подгрупп произв ольной группы  X. Также  через ( )Xπ∆  
м ы  буде м  обозначать с е м ейс т в о  в с ех π′-изолиро в анны х цикличе ских под-
групп группы  X, не  яв ляю щ ихся Fπ-от делим ы м и в  эт ой группе . 
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Пуст ь группа G предс тав ляе т  с обой с в ободное  произв едение  групп A и 
B с  с обс т в енны м и подгруппам и H и K, объ единенны м и от но сит ельно  изом ор-
физм а ϕ. Очев идно , чт о  е сли π′-изолиров анная цикличе ская подгруппа группы  
A не  являе т ся Fπ-от делим ой в  эт ой группе , т . е . принадлежит  с е м ейс т в у ( )Aπ∆ , 
т о  она не  буде т  Fπ-от делим ой и в о  в с ей группе  G. Таким  образом , с е м ейст в о  

( )Gπ∆  зав едом о  с одержит  в с е  подгруппы , с опряженны е  с  подгруппам и из объ -
единения ( )Aπ∆ ∪ ( )Bπ∆ . Однако  с ов падение , означаю щ е е  м аксим альнос т ь 
с е м ейс т в а ∆π(G), не  обязат ельно  им е е т  м е с т о . 

Поскольку форм улиров ки большинс т в а ут в ерждений, полученных в о  
в т орой част и, до с тат очно  гром оздки, м ы  в оздержим ся от  их цит иров ания и 
ограничим ся лишь с сылкам и на ном ера т е оре м  и следс т в ий. 

В §  2.2 найдено  описание  с е м ейс т в а ∆π(G) при некот орых дополнит ель-
ных ограничениях, наклады ваем ых на группу G (т еорем а 2.2.2). Д ля читат елей, 
знаком ых с  м е т одикой Г. Баум слага [6] и ее  расширением  П. С т иба [32], ут очним , 
чт о  эт о  описание  получено  с  использованием  в с е  т ой же  идеи аппроксим ируе м о -
с т и обобщ енны м и с в ободны м и произв едениям и конечных групп, кот орую  уда-
лось распрос т ранить на случай произв ольного  класса Fπ, а упом янут ое  ограни-
чение  представляе т  собой ни чт о  иное , как обобщ ение  хорошо  изв е с т ного  
«фильт рационного  услов ия» Г. Баум слага. Зде сь же  указан прим ер с в ободного  
произв едения с  объ единенной подгруппой, с е м ейс т в о  Fπ-от делим ых цикличе -
ских подгрупп кот орого  не  являет ся м аксим альны м  (прим ер 2.2.10). 

С ледую щ ий параграф с одержит  не сколько  до с тат очно  общ их услов ий 
м аксим альнос т и с е м ейс т в а ∆π(G). В форм улиров ках эт их услов ий фигурируе т  
понят ие  регул ярн о ст и  группы по  по дгруппе, прим еняв шее ся рядом  ав т оров  при 
изучении аппроксим ационных с в ойс т в  обобщ енных с в ободных произв едений 
и HNN-расширений (обзор в в еденных им и т ерм инов  прив одит ся сразу по сле  
нашего  определения). И спользов ание  эт ого  понят ия пом им о  прочего  спо собс т -
в уе т  поним анию  т ого , каким  образом  полученны е  ут в ерждения м огут  бы т ь 
адапт иров аны  к другим  классам  групп и с в ободны м  конс т рукциям . 

Д альнейшее  рассуждение  (§ §  2.4– 2.6) осущ е с т вляе т ся т радиционны м  пу-
т е м : на группы  A и B, подгруппы  H и K и изом орфизм  ϕ наклады ваю т ся раз-
нообразны е  ограничения, позв оляю щ ие  прим енить т о  или иное  услов ие  из §  2.3. 
Н аиболее  же ст ким и эт и ограничения оказы ваю т ся для объ единяем ых подгрупп. 
Рассм ат риваю т ся т ри основ ны е  сит уации: когда подгруппы  H и K являю т ся ко-
нечны м и, цикличе ским и (в озм ожно , локально) и норм альны м и в  группах A и B, 
соот в е т с т в енно . В каче ст в е  конкрет ных прим еров  реализации в озникаю щ их ус -
лов ий м аксим альнос т и с е м ейс т в а ∆π(G), как прав ило , в ы с т упаю т  обобщ енны е  
с в ободны е  произв едения ограниченных разрешим ых или нильпот ент ных групп, 
а также  групп, аппроксим ируем ых S-группам и и N-группам и без кручения (с м . 
следст в ия 2.4.8, 2.5.5 и 2.6.5). 

От м е т им , чт о  бó льшая час т ь ут в ерждений из § §  2.4– 2.6 касает ся случа-
е в , когда π с ов падает  с  м ноже с т в ом  в с ех про с т ых чис ел или являе т ся одноэле -
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м ент ны м . Однако  результат ы , полученны е  для обобщ енных с в ободных произ-
в едений N-групп и групп, аппроксим ируе м ых N-группам и без кручения, уда-
е т ся практ иче ски в  полном  объ е м е  распро с т ранить на случай произв ольного  
м ноже с т в а π (т е оре м ы  2.5.8 и 2.6.7). 

Зам е т им  е щ е , чт о  почт и в с е  ут в ерждения из § §  2.5 и 2.6 до с тавляю т  в  
т ом  числе  и нов ы е  услов ия Fπ-аппроксим ируе м о с т и группы  G.  

Н аконец, дополн ен ие с одержит  с в о его  рода иллю с т рацию  прим енения 
полученных результат ов  к некот оры м  конечно  определенны м  группам . Рассу-
ждения, используе м ы е  зде сь, до с тат очно  специфичны , и эт о  по служило  о сно -
в ание м  для в ы деления данной част и работ ы  в  от дельный раздел. 

В §  Д .1 расс м ат рив аю т ся группы  в ида  
 Gk = 〈a, c; c−1ac = ak〉, |k|>1, (∗)  
предс тавляю щ ие  с обой час т ны й случай т ак назы вае м ых групп Баум слага-С о-
лит эра [7]. Н апом ним , чт о  по следние  им ею т  предс тавление   
 Gk, l = 〈a, c; c−1alc = ak〉,  
где  без пот ери общ но с т и м ожно  считать, чт о  |k| ≥ l > 0, т . е . являю т ся в с е в оз-
м ожны м и HNN-расширениям и бе сконечной цикличе ской группы . 

Ограничение  l = 1, принят ое  в  данной работ е , являе т ся до с тат очны м  (но  
не  необходим ы м ) услов ие м  финит ной аппроксим ируе м о с т и группы  Gk, l [7], 
[26]. К ром е  т ого , чт о  более  в ажно , оно  позв оляе т  в в е с т и до с тат очно  про с т ую  
канониче скую  форм у записи элем ента группы  Gk, используя кот орую  удает ся 
подробно  исследов ат ь с т роение  подгрупп эт ой группы .  

В §  Д .1 найдено  описание  финит но  от делим ых подгрупп группы  Gk (т е о-
ре м а Д .1.8). Зде сь же  доказано , чт о  е сли π = {p} и е сли группа Gk Fπ-аппрокси-
м ируем а, т о  в с е  е е  π′-изолиров анны е  подгруппы  Fπ-от делим ы  (крит ерий ап-
проксим ируе м о с т и группы  Gk конечны м и p-группам и получен в  работ е  [48]). 

Д алее  предполагае т ся, чт о  π с ов падае т  с  м ноже с т в ом  в с ех про с т ых чи-
с ел или яв ляе т ся одноэлем ент ны м . При эт их ограничениях в  §  Д .2 ус тановле -
но , чт о  обобщ енное  с в ободное  произв едение  G дв ух Fπ-аппроксим ируе м ых 
групп в ида (∗) в  с в ою  очередь являе т ся Fπ-аппроксим ируе м ой группой т огда и 
т олько  т огда, когда объ единяе м ы е  подгруппы  Fπ-от делим ы  в  с в ободных м но-
жит елях. При эт ом  Fπ-аппроксим ируе м о с т ь группы  G в лече т  за с обой м акси-
м альнос т ь с е м ейс т в а ∆π(G). В част но с т и, е сли π = {p}, т о  в с е  π′-изолиров анны е  
цикличе ские  подгруппы  группы  G оказы ваю т ся Fπ-от делим ы м и.  

Д ля удобс т в а читат еля в  конце  работ ы  прив одит ся указат ель используе -
м ых обозначений, как с т андарт ных, т ак и в в еденных ав т ором . 

  



 
Ч А С ТЬ  1. О ТД ЕЛ И М О С ТЬ  П О Д ГРУ П П  РА ЗРЕШ И М Ы Х  ГРУ П П   

В  Н ЕКО ТО РЫ Х  КЛ А С С А Х  КО Н ЕЧ Н Ы Х  ГРУ П П  

§ 1.1. Классы ограниченных разрешимых 
и ограниченных нильпотентных групп 

 
О тправ н ой  точ к ой  д ля первой  части работы  послуж ила статья А . И . Маль-

цева [46]. Помимо проч его в  н ей  бы ла рассмотрен а зад ача описан ия разрешимы х  
групп, облад ающих  свой ством фин итн ой  отд елимости всех  под групп, в  ход е 
решен ия к оторой  возн ик  к ласс S огран ич ен н ы х  разрешимы х  групп. 

А . И . Мальцев  пок азал, ч то в се под группы  произвольн ой  S-группы  яв -
ляются фин итн о отд елимы ми и ч то д ля разрешимы х  групп без к руч ен ия усло-
в ия огран ич ен н ости и фин итн ой  отд елимости в сех  под групп эк в ивален тн ы  (в  
общем случае это н е так ). Н иж е (§ 1.4) мы  получ им обобщен ие д ан н ы х  резуль-
татов , к асающееся отд елимости под групп в  произвольн ом к лассе Fπ, н о д ля 
н еск ольк о более узк ого к ласса N огран ич ен н ы х  н ильпотен тн ы х  групп. Сей час 
ж е привед ем опред елен ия к лассов  S и N и н ек оторы е их  свой ства, ч асть из 
к оторы х  бы ла отмеч ен а в  [46]. 

Преж д е в сего д оговоримся о н ек оторы х  обозн ач ен иях , к оторы е буд ут 
д ей ствовать н а протяж ен ии в сей  работы . 

Символом π мы  в сегд а обозн ачаем н епустое мн ож ество просты х  ч исел, 
символом Π —  мн ож ество в сех  просты х  ч исел и символом π′, к ак  и в ы ше, —  
мн ож ество в сех  просты х  ч исел, н е прин ад леж ащих  π. Так  к ак  д овольн о ч асто 
в стречается ситуация, к огд а π = {p}, мы  буд ем опуск ать фигурн ы е ск обк и в  обо-
знач ен иях  и говорить, н апример, о p′-изолирован н ости вместо {p}′-изолиро-
ван н ости. 

Если, д алее, K —  н ек оторы й  к ласс групп, то ч ерез Kπ обозн ачается 
к ласс в сех  K-групп, н е имеющих  π′-к руч ен ия. При этом д ля самого к ласса K у 
н ас возн ик ает в торое обозн ач ен ие: KΠ. Мы  буд ем использовать его лишь к огд а 
K = F, ч тобы  упростить срав н ен ие утв ерж д ен ий , получ ен н ы х  д ля к лассов  FΠ, 
Fπ и Fp (зд есь мы  в оспользовались пред ы д ущ им соглашен ием и н аписали Fp 
вместо F{p}). Во в сех  остальн ы х  случаях  употребляется более простое обозн а-
ч ен ие. К роме того, д ля к ласса K∅ в сех  K-групп без к руч ен ия мы , след уя сло-
ж ившей ся трад иции, буд ем использовать символ K0. 

Нак он ец, если G —  н ильпотен тн ая группа, то ч ерез τπ(G) обозн ачается 
под группа группы  G, составлен н ая из в сех  элемен тов  этой  группы , поряд к и 
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к оторы х  яв ляются π-ч ислами. В ч астн ости, τΠ(G) есть просто период ич еск ая 
ч асть τ(G) группы  G.  

Привед ем теперь ряд  опред елен ий  и результатов , к асающихся абелев ы х  
групп. 

Напомн им, ч то р ангом  аб ел евой  гр у ппы  н азы вается мощ н ость мак сималь-
н ой  лин ей н о н езависимой  системы  ее элемен тов . Поск ольк у период ич еск ие абе-
левы  группы  так их  систем н е сод ерж ат, их  ран г полагается рав н ым н улю. 

Пусть д алее A —  н ек оторая абелева группа. Рассмотрим след ующ ий  н а-
бор услов ий :  
 (1) группа A имеет к он еч н ы й  ран г; 
 (2) в се фак тор-группы  группы  A н е сод ерж ат к вазицик лич еск их  под групп; 
 (3) в  произвольн ой  фак тор-группе B группы  A в се примарн ы е к омпон ен ты  

период ич еск ой  ч асти τ(B) имеют к он еч н ы й  период ; 
 (4) в се примарн ы е к омпон ен ты  период ич еск ой  ч асти группы  A к он еч н ы ; 
 (5) в  произвольн ой  фак тор-группе B группы  A в се примарн ы е к омпон ен ты  

период ич еск ой  ч асти τ(B) к он еч н ы .  
П ред лож ение 1.1.1. И м ею т  м ест о у т вер ж д ения:  

1) (2) ⇒ (1); 
2) (2) ⇔ (3); 
3) (3) ∧ (4) ⇔ (5).  

Доказат ел ьст во. 1) Пусть ран г группы  A беск он еч ен . Тогд а он а сод ер-
ж ит в  к ач естве под группы  свобод н ую абелеву группу беск он еч н ого ран га, сре-
д и гомоморфн ы х  образов  к оторой  есть и к вазицик лич еск ие группы . Э то озн а-
ч ает, ч то д ля группы  A н е в ы полн яется услов ие (2). 

2) Д остаточ н ость утв ерж д ен ия оч ев ид н а, пров ерим н еобход имость. 
Пусть в  н ек оторой  фак тор-группе B группы  A существуют элемен ты  b1, 

b2, b3, …, имеющие поряд к и p, p2, p3, …, соотв етств ен н о. О бозн ач им под группу 
группы  B, порож д ен н ую элемен тами b1, b2, b3, …, ч ерез N. 

Группа N сч етн а и согласн о второй  теореме Прюфера либо раск лад ы вает-
ся в  прямое произвед ен ие цик лич еск их  под групп, поряд к и к оторы х  н е огран ич е-
н ы  в  совок упн ости, либо сод ерж ит элемен т a беск он еч н ой  в ы соты . В первом 
случае ее мож н о гомоморфн о отобразить н а группу pC ∞, и, след овательн о, суще-
ствует фак тор-группа группы  A, сод ерж ащая к вазицик лич еск ую под группу. 

Пред полож им, ч то реализуется в торая возмож н ость. 
К ак  известн о, фак тор-группа группы  N по мак симальн ой  под группе, н е 

сод ерж ащей  элемен та a, является либо к он еч н ой , либо к вазицик лич еск ой  груп-
пой . Н о элемен т a имеет беск он еч н ую в ы соту, поэтому первое н евозмож н о, и 
мы  сн ова получаем фак тор-группу группы  A, облад ающую к вазицик лич еск ой  
под группой . 

Так им образом, группа A н е уд овлетворяет услов ию (2). 
3) К ак  и в ы ше, н ам след ует пров ерить лишь н еобход имость. 
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Пусть B —  произвольн ая под группа группы  A. И з утв ерж д ен ий  1) и 2) 
след ует, ч то он а имеет к он еч н ы й  ран г r. 

Пусть b1, b2, …, br —  н ек оторая мак симальная лин ей н о н езависимая сис-
тема элемен тов  группы  B и N —  под группа, порож д ен н ая этими элемен тами. 
Нам д остаточ н о пок азать, ч то все примарн ы е к омпон ен ты  период ич еск ой  части 
фак тор-группы  A/N к он еч н ы . О тсюд а буд ет след овать, ч то аналогич н ым свой ст-
вом облад ает и группа A/B. 

В самом д еле, поск ольк у фак тор-группа B/N период ич еск ая, группа τ(A/B) 
является гомоморфн ым образом группы  τ(A/N  ). К  тому ж е в в ид у услов ия (3) он а 
раск лад ы вается в  прямое произвед ен ие своих  примарн ы х  к омпон ен т. Поэтому 
к аж д ая ее к омпон ен та τp(A/B) ок азы вается гомоморфн ым образом группы  τ(A/N  ), 
а, след овательн о, и группы  τp(A/N  ). 

И так , пусть T/N = τp(A/N  ) —  н ек оторая примарн ая к омпон ен та фак тор-
группы  A/N. О бозн ач им ч ерез n период  этой  группы , к он еч н ы й  согласн о усло-
в ию (3), и ч ерез ψ —  гомоморфизм группы  T, осуществляющ ий  в озвед ен ие 
к аж д ого ее элемен та в  степен ь n. Тогд а образ группы  T отн осительн о гомомор-
физма ψ леж ит в  N, а яд ро этого гомоморфизма сод ерж ится в  соответствующей  
примарн ой  к омпон ен те τp(A) группы  A. 

Так  к ак  под группа τp(A) в в ид у услов ия (4) к он еч н а, то группа T пред -
ставляет собой  расширен ие к он еч н ой  группы  при помощи к он еч н о порож д ен -
н ой . След овательн о, он а сама к он еч н о порож д ен а и потому фак тор-группа T/N 
к он еч н а. n  

Мы  буд ем обозн ачать символами A1, A2 и A3 к лассы  абелев ы х  групп, 
уд овлетворяющих  условиям (1), (3) и (5), соотв етств ен н о. О тметим, ч то зд есь 
обозн ач ен ие A1 согласован о со статьей  А . И . Мальцева [45], остальн ы е ж е оп-
ред елялись лишь соображ ен иями уд обства и н е имеют н ик ак ого отн ошен ия к  
упомян утой  работе. 

К ласс разрешимы х  групп, облад ающих  хотя бы  од н им к он еч н ы м суб-
н ормальн ы м ряд ом с Ak-фак торами, мы  обозн ач им символом Sk. Точ н о так  ж е 
символом Nk буд ем обозн ачать к ласс н ильпотен тн ы х  групп, облад ающих  хотя 
бы  од н им к он еч н ы м цен тральн ы м ряд ом с Ak-фак торами. 

Л егк о в ид еть, ч то под группы , гомоморфн ы е образы  и к он еч н ы е прямы е 
произвед ен ия A1-групп сн ова являются A1-группами. Пок аж ем, ч то аналогич -
н ое утверж д ен ие справед ливо д ля к лассов  A2 и A3, а так ж е д ля в сех  к лассов  Sk 
и Nk, k = 1, 2, 3. Нам потребуется  

П ред лож ение 1.1.2. Аб ел ева  гр у ппа  пр инад л еж ит  кл ассу  A2 т огд а  и 
т ол ько т огд а , когд а  все ее подгр у ппы  FΠ-от д ел им ы .  

Доказат ел ьст во. О тметим преж д е в сего, ч то FΠ-отд елимость в сех  под -
групп абелевой  группы  рав н осильн а FΠ-аппрок симируемости в сех  ее фак тор-
групп. И з этого замечан ия в в ид у эк в ивален тн ости условий  (2) и (3) сразу ж е 
в ы тек ает, ч то к аж д ая абелева группа с FΠ-отд елимыми под группами д олж н а 
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прин ад леж ать к лассу A2. 
О братн о, пусть A —  н ек оторая A2-группа, B —  произвольн ая фак тор-

группа группы  A и b —  отлич н ы й  от 1 элемен т группы  B. Поск ольк у A ∈ A2, фак -
тор-группа группы  B по мак симальн ой  под группе, н е сод ерж ащей  элемен та b, н е 
мож ет бы ть к вазицик лич еск ой  группой  и, след овательн о, к он еч н а. Так им обра-
зом, в в ид у произвольн ости в ы бора элемен та b группа B FΠ-аппрок симируема. n  

В § 1.4 мы  усилим этот результат (см. пред лож ен ие 1.4.2), а сей ч ас пе-
рей д ем к  д ок азательству сформулирован н ы х  в ыше утверж д ен ий .  

П ред лож ение 1.1.3. Кл ассы  A2 и A3 зам кну т ы  от носит ел ьно взят ия 
подгр у пп, гом ом ор фных об р азов  и пр ям ых пр оизвед ений  конеч ного числ а  со-
м нож ит ел ей .  

Доказат ел ьст во. Первы е д ва утверж д ен ия, к асающ иеся под групп и го-
моморфн ы х  образов , оч ев ид н ы . Д ля пров ерк и третьего н еобход имо воспользо-
ваться тем, ч то прямое произвед ен ие к он еч н ого ч исла групп с FΠ-отд елимыми 
под группами сн ова является группой  с FΠ-отд елимы ми под группами [46]. О т-
сюд а и из пред лож ен ия 1.1.2 след ует, ч то прямое произвед ен ие A произволь-
н ы х  групп A1, A2, …, An ∈ A2 прин ад леж ит к лассу A2. Если ж е сомн ож ители 
являются A3-группами, то в се примарн ы е к омпон ен ты  группы  A, оч евид н о, 
к он еч н ы  и в  силу ч асти 3) пред лож ен ия 1.1.1 A ∈ A3. n  

И з пред лож ен ия 1.1.3 сразу ж е след ует  
П ред лож ение 1.1.4. Кл ассы  Sk и Nk зам кну т ы  от носит ел ьно взят ия 

подгр у пп, гом ом ор фных об р азов  и пр ям ых пр оизвед ений  конеч ного числ а  со-
м нож ит ел ей .  

Доказат ел ьст во. В самом д еле, пусть 1 = G0 ≤ G1 ≤ … ≤ Gn = G —  субн ор-
мальн ы й  ряд  н ек оторой  группы  G. 

Если H —  под группа группы  G, то послед овательн ость пересеч ен ий   
 1 = G0 ∩ H ≤ G1 ∩ H ≤ … ≤ Gn ∩ H = H  
пред ставляет собой  субн ормальн ы й  ряд  группы  H и  
 Gi+1 ∩ H / Gi ∩ H = Gi+1 ∩ H / (Gi+1 ∩ H  ) ∩ Gi ≅ (Gi+1 ∩ H  )Gi/Gi ≤ Gi+1/Gi,  
т. е. в се фак торы  этого ряд а в к лад ы ваются в  соотв етствующ ие фак торы  ряд а 
группы  G. 

Если под группа H яв ляется н ормальн ой  в  группе G, то образы  GiH/H 
ч лен ов  ряд а группы  G отн осительн о естеств ен н ого гомоморфизма ε: G → G/H 
образуют субн ормальн ы й  ряд  фак тор-группы  G/H, прич ем фак торы  этого ряд а 
в в ид у соотн ошен ий   
 Gi+1H/GiH ≅ Gi+1/Gi(Gi+1 ∩ H  ) ≅ (Gi+1/Gi)/(Gi(Gi+1 ∩ H  )/Gi)  
являются гомоморфн ыми образами фак торов  ряд а группы  G. 

Нак он ец, если F —  еще од н а группа с субн ормальн ы м ряд ом  
 1 = F0 ≤ F1 ≤ … ≤ Fm = F,  
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гд е без потери общ н ости мож н о сч итать, ч то m = n, то субн ормальн ы й  ряд  пря-
мого произвед ен ия G × F мож н о состав ить из под групп Gi × Fi и при этом  
 (Gi+1 × Fi+1)/(Gi × Fi) ≅ (Gi+1/Gi) × (Fi+1/Fi).  

Так им образом, под группы , гомоморфн ы е образы  и прямы е произвед е-
н ия Sk-групп облад ают субн ормальн ы ми ряд ами, фак торы  к оторы х  являются, 
соотв етствен н о, под группами, гомоморфн ы ми образами и прямыми произве-
д ен иями Ak-групп и потому сами ок азы ваются Ak-группами. 

Л егк о в ид еть, ч то во в сех  в ышепривед ен н ы х  рассуж д ен иях  мож н о заме-
н ить слова «субн ормальн ы й  ряд »  н а «цен тральн ы й  ряд » . Поэтому д ля к лассов  
Nk утв ерж д ен ие так ж е имеет место. n  

Далее мы  х отим пок азать, ч то произвольн ая н ильпотен тн ая Sk-группа 
является Nk-группой , т. е. к ласс Nk пред ставляет собой  пересеч ен ие к ласса Sk с 
к лассом в сех  н ильпотен тн ы х  групп. Д ля этого н ам потребуется д ва в спомога-
тельн ы х  утверж д ен ия.  

П ред лож ение 1.1.5. П у ст ь π —  конеч ное м нож ест во пр ост ых чисел  и G 
—  пер иод ическая гр у ппа , пор ядки всех эл ем ент ов  кот ор ой  явл яю т ся π-числ а-
м и. Есл и гр у ппа  G пр инад л еж ит  кл ассу  S2 (кл ассу  S3), т о она  им еет  конеч ны й  
пер иод  (соот вет ст венно, конеч на).  

Доказат ел ьст во. Пусть 1 = G0 ≤ G1 ≤ … ≤ Gn = G —  субн ормальн ы й  ряд  
группы  G с Ak-фак торами, k = 2, 3. Поск ольк у в се фак торы  Gi+1/Gi этого ряд а 
являются π-группами и мн ож ество π к он еч н о, группы  Gi+1/Gi имеют лишь к о-
н еч н ое ч исло примарн ы х  к омпон ен т. След овательн о, он и имеют к он еч н ы й  пе-
риод  (к он еч н ы ), а вместе с н ими имеет к он еч н ы й  период  (соответствен н о, к о-
н еч н а) и группа G. n  

П ред лож ение 1.1.6. П р оизвол ьная аб ел ева  Sk-гр у ппа  явл яет ся Ak-гр у ппой .  
Доказат ел ьст во. Пусть G —  абелева Sk-группа и 1 = G0 ≤ G1 ≤ … ≤ Gn = G 

—  ее субн ормальн ы й  ряд  с Ak-фак торами. Л егк о в ид еть, ч то ран г группы  G 
равен  сумме ран гов  фак тор-групп Gi+1/Gi и потому к он еч ен . Тем самым G ∈ A1. 

Пусть д алее k = 2 или 3 и H —  произвольн ая фак тор-группа группы  G. 
Тогд а согласн о пред лож ен ию 1.1.4 к аж д ая ее примарн ая к омпон ен та яв ляется 
Sk-группой  и в  силу пред лож ен ия 1.1.5 имеет к он еч н ы й  период , если k = 2, или 
к он еч н а, если k = 3. Так им образом, группа G прин ад леж ит к лассу Ak. n  

И з пред лож ен ий  1.1.4 и 1.1.6 теперь след ует, ч то фак торы  произвольн о-
го субн ормальн ого ряд а Sk-группы  яв ляются Ak-группами. Поэтому, в  ч астн о-
сти, к аж д ая н ильпотен тн ая Sk-группа прин ад леж ит к лассу Nk. 

О к азы вается, ч то к он еч н о порож д ен н ы е S3-группы  имеют простое опи-
сан ие.  

П ред лож ение 1.1.7. Конеч но пор ож д енная S3-гр у ппа  явл яет ся пол ицик-
л ич еской .  

Доказат ел ьст во. Пусть G —  н ек оторая к он еч н о порож д ен н ая S-группа. 
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Воспользуемся ин д ук цией  по ступен и разрешимости группы  G. 
Если группа G абелева, утв ерж д ен ие оч ев ид н о, поэтому д алее мы  буд ем 

сч итать, ч то эта группа яв ляется расширен ием н ек оторой  абелевой  группы  A 
при помощи группы  C, к оторую в  силу ин д ук тив н ы х  соображ ен ий  мож н о сч и-
тать полицик лич еск ой .  

Л емма 1. П р оизвол ьная полицикл ич еская гр у ппа  C сод ер ж ит  нор м ал ь-
ну ю  подгр у ппу  конечного инд екса , кот ор ая явл яет ся пол и-Z гр у ппой , т . е. об -
л ад ает  су б нор м ал ьны м  р ядом  с б есконеч ны м и цикл ич еским и факт ор ам и.  

Доказат ел ьст во буд ем в ести ин д ук цией  по ступен и разрешимости n 
группы  C. Если n = 0, т. е. C = 1, утверж д ен ие оч евид н о. След овательн о, мож н о 
сч итать, ч то группа C имеет ступен ь разрешимости n ≥ 1 и д ля в сех  разреши-
мы х  групп мен ьшей  ступен и лемма справед лива. 

Пусть D = C (n−1) —  послед н ий  отлич н ы й  от ед ин ицы  к оммутан т группы  C. 
Ввид у хорошо известн ой  фин итн ой  аппрок симируемости [19] группа C облад ает 
н ормальн ой  под группой  N к он еч н ого ин д ек са, тривиальн о пересек ающей ся с 
период ич еск ой  частью τ(D) группы  D. Пересеч ен ие N ∩ D мы  обознач им ч ерез E. 

Ф ак тор-группа N/E имеет ступен ь разрешимости н е в ы ше n − 1 и в  силу 
ин д ук тив н ого пред полож ен ия сод ерж ит н ормальн ую под группу M/E к он еч н ого 
ин д ек са, яв ляющ уюся поли-Z группой . Полож им  
 1

c C
L c Mc−

∈

=∩ . 
 

Поск ольк у под группа M имеет к он еч н ы й  ин д ек с в  группе C, тем ж е 
свой ством облад ает и под группа L. К  тому ж е он а н ормальн а во в сей  группе C 
и сод ерж ит под группу E. Пок аж ем, ч то L является поли-Z группой . 

В самом д еле, пусть  
 1 = M0/E ≤ M1/E ≤ … ≤ Mk/E = M/E  
—  н ек оторы й  субн ормальн ы й  ряд  фак тор-группы  M/E с беск он еч н ы ми цик ли-
ч еск ими фак торами. Пересек ая ч лен ы  этого ряд а с под группой  L/E, мы  полу-
ч аем субн ормальн ы й  ряд  в  группе L/E, фак торы  к оторого в к лад ы ваются в  груп-
пы  (Mi+1/E)/(Mi/E) и, след овательн о, либо трив иальн ы , либо сн ова ок азы ваются 
беск он еч н ы ми цик лич еск ими группами. 

В силу в ы бора под группы  N группа E н е имеет к руч ен ия, т. е. является 
свобод н ой  абелевой  группой  к он еч н ого ран га. Стало бы ть, под группа L пред -
ставляет собой  расширен ие поли-Z группы  при помощи поли-Z группы  и по-
тому сама —  поли-Z группа. n  

И з леммы  1 в ы тек ает, ч то группа G сод ерж ит субн ормальн ы й  ряд   
 1 ≤ A = G0 ≤ G1 ≤ … ≤ Gn ≤ G,  
в се фак торы  Gi+1/Gi к оторого являются беск он еч н ы ми цик лич еск ими, а фак тор 
G/Gn —  к он еч н ой  полицик лич еск ой  группой . Поск ольк у группа G к он еч н о по-
рож д ен а, этим свой ством облад ает и под группа Gn. Если мы  пок аж ем, ч то эта 
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под группа полицик лич еск ая, то отсюд а буд ет след овать, ч то и в ся группа G 
является полицик лич еск ой . Поэтому д алее без потери общ н ости мож н о пред -
полагать, ч то Gn = G. 

Пусть F = {   f1, …, fk} —  н ек оторая система порож д ающ их  группы  G, и 
пусть gi обозн ачает порож д ающий  под группы  Gi по мод улю Gi−1. Мы  мож ем 
сч итать, оч ев ид н о, ч то мн ож ество F сод ерж ит в се элемен ты  gi, а так ж е в се 
к оммутаторы  в ид а [gj, gi] и [gj, gi

−1], гд е j < i. 
Заметим, ч то к аж д ы й  элемен т g ∈ Gi од н озн ач н ы м образом записы вается 

в  в ид е 
 1 1

1 1
i im m m

gi ig g g g a−
−= …   

д ля под ход ящ его элемен та ag ∈ A. Пред став им так им способом в се элемен ты  из 
мн ож ества F. В результате мы  получ им н овую систему порож д ающ их  группы  
G, состоящ ую из элемен тов  g1, g2, …, gn, 1 2, , , kf f fa a a… . Полож им  
 S0 = {g−1af   g | g ∈ 〈g1, g2, …, gn〉, f ∈ F}, Si = S0 ∪ {g1, g2, …, gi}.   

Л емма 2. Д л я л ю бого i = 0, 1, …, n подгр у ппа  Gi пор ож д ает ся м нож ест -
вом  эл ем ент ов  Si.  

Доказат ел ьст во. Д ля i = n утверж д ен ие оч ев ид н о. Пред полож им теперь, 
ч то д ля н ек оторого i Gi = 〈Si〉, и пок аж ем, ч то тогд а Gi−1 = 〈Si−1〉. 

О ч ев ид н о, ч то мн ож ество { m
ig | m ∈ Z} пред ставляет собой  полн ую сис-

тему пред ставителей  смеж н ы х  к лассов  группы  Gi по под группе Gi−1. Поэтому 
послед н яя порож д ается в севозмож н ы ми элемен тами в ид а  
 ( ) 1

,
m m

m h i is g h g h
−

= ,  
гд е элемен т h пробегает мн ож ество Si, m ∈ Z и символ m

ig h  обозн ачает пред -
ставителя смеж н ого к ласса группы  Gi по под группе Gi−1, к оторому прин ад ле-
ж ит элемен т m

ig h  (см., н апр., [43, теорема 2.7]). 
Если h = gi, то 1m m

i ig h g +=  и sm, h = 1. Если ж е h ≠ gi, то h ∈ Si−1 ⊆ Gi−1 и m
ig h = 

m
ig . Так им образом, в  д ей ствительн ости под группа Gi−1 порож д ается элемен тами  

 ,
m m

m h i is g hg−= , гд е h ∈ Si−1, m ∈ Z.  
Если, д алее, элемен т h в ы бирается из мн ож ества S0, то элемен т sm, h так -

ж е прин ад леж ит этому мн ож еству. Стало бы ть, н ам остается пок азать, ч то д ля 
к аж д ого j, мен ьшего i, и д ля к аж д ого н еотрицательн ого ч исла m  
 m m

i j ig g g− , m m
i j ig g g− ∈ 〈Si−1〉.  

О тсюд а сразу ж е буд ет след овать иск омое равен ство Gi−1 = 〈Si−1〉. 
Если m = 0, в к люч ен ия оч ев ид н ы . Пред полож им теперь, ч то сформули-

рован н ое утв ерж д ен ие справед ливо д ля н ек оторого m и пок аж ем, ч то в  этом 
случае он о в ерн о и д ля m + 1. 

Поск ольк у к оммутатор [gj, gi] леж ит в  под группе Gi−1, его мож н о пред -
ставить в  в ид е 
 [gj, gi] = 1 2 1

1 2 1
i im m m

i ig g g a− −
− − …   
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д ля н ек оторого од н озн ач н ы м образом опред елен н ого элемен та a ∈ A. Напом-
н им, ч то этот к оммутатор прин ад леж ит так ж е и системе порож д ающих  F груп-
пы  G. Поэтому a ∈ S0, и в  силу ин д ук тив н ого пред полож ен ия  
 ( 1) 1m m

j iig g g− + + = [ , ]m m m m
i j i i j i ig g g g g g g− − = 

 = 1 1
1 1( ) ( )im m m m m m m m m m

i j i i i i i i i ig g g g g g g g g g ag−− − − −
− … ∈ 〈Si−1〉.  

А н алогич н ы м образом проверяется в к люч ен ие  
 ( 1)1 mm

i j ig g g− ++ = 1[ , ]m m
i j j i ig g g g g− − ∈ 〈Si−1〉. n   

И з леммы  2 в ы тек ает, в  ч астн ости, ч то мн ож ество S0 является порож -
д ающим д ля абелевой  под группы  A. Мы  х отим пок азать теперь, ч то в  д ей ств и-
тельн ости эта под группа к он еч н о порож д ен а. 

Так  к ак  в  силу пред лож ен ий  1.1.4 и 1.1.6 под группа A прин ад леж ит к лас-
су A3, он а имеет к он еч н ы й  ран г r. Если r ≥ 1, в ы берем н ек оторую мак сималь-
н ую лин ей н о н езависимую систему элемен тов  {b1, b2, …, br} ⊆ A и полож им 
B = 〈b1, b2, …, br〉. Если ж е r = 0, полагаем B = 1. В обоих  случаях  в се элемен ты  
группы  A имеют к он еч н ы й  поряд ок  по мод улю под группы  B. 

Рассмотрим мн ож ество  
 Q = { 1 1

j iig b g±∓ | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r} ∪ {af | f ∈ F}  
и обозн ач им ч ерез q произвед ен ие поряд к ов  в сех  его элемен тов  по мод улю 
под группы  B.  

Л емма 3. П ор ядок пр оизвол ьного эл ем ент а м нож ест ва  S0 по м од у л ю  под -
гр у ппы  B явл яет ся q-числ ом .  

Доказат ел ьст во. По опред елен ию мн ож ества S0 к аж д ы й  его элемен т со-
пряж ен  с н ек оторы м элемен том af, f ∈ F, при помощи элемен та g из под группы  
〈g1, g2, …, gn〉. Рассуж д ен ие буд ем в ести ин д ук цией  по мин имальн ой  д лин е l 
элемен та g в  символах  1

ig± . 
Если l = 0, утв ерж д ен ие леммы  след ует просто из опред елен ия ч исла q. 
Пред полож им теперь, ч то элемен т h ∈ S0 сопряж ен  с н ек оторы м элемен -

том h1 ∈ S0 при помощи элемен та ig ε, гд е ε = ±1, и ч то поряд ок  t элемен та h1 по 
мод улю под группы  B является q-ч ислом. Поск ольк у сопряж ен ие элемен том ig ε 
ин д уцирует автоморфизм группы  A, тот ж е поряд ок  t имеет и элемен т h = 

1i ig h g−ε ε по мод улю под группы  i ig Bg−ε ε. Но из опред елен ия ч исла q след ует, ч то 
( )q

i ig Bg B−ε ε ≤ , поэтому поряд ок  элемен та h по мод улю под группы  B так ж е ок а-
зы вается q-ч ислом. n  

Так им образом, поряд к и в сех  элемен тов  фак тор-группы  A/B яв ляются 
q-ч ислами. Согласн о пред лож ен иям 1.1.4 и 1.1.6 эта группа прин ад леж ит к лас-
су A3 и, стало бы ть, в  силу пред лож ен ия 1.1.5 к он еч н а. И з к он еч н ой  порож д ен -
н ости группы  B теперь сразу ж е в ы тек ает, ч то и группа A к он еч н о порож д ен а. 
Тем самым, пред лож ен ие д ок азан о. n  

Заметим, ч то д ля S2-групп ан алог пред лож ен ия 1.1.7 уж е н е буд ет иметь 
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места. Соотв етствующ ий  пример привести совсем н еслож н о. 
Пусть группа A пред ставляет собой  прямое произвед ен ие сч етн ого ч исла 

цик лич еск их  групп поряд к а 2 с порож д ающими ai, i ∈ Z. О пред елим автомор-
физм ψ группы  A по правилу aiψ = ai+1, i ∈ Z, и обознач им ч ерез Ψ цик лич еск ую 
под группу группы  Aut(A), порож д ен н ую элемен том ψ. Тогд а под группа G = ΨA 
голоморфа группы  A порож д ается элемен тами a0 и ψ, н о н е является полицик ли-
ч еск ой . И  при этом фак торы  ее A и G/A прин ад леж ат, оч ев ид н о, к лассу A2. 

Далее, S1-группа н е обязан а бы ть полицик лич еск ой , д аж е если он а к о-
н еч н о опред елен а. В к ач естве примера мож н о рассмотреть группу G, зад авае-
мую пред ставлен ием 〈a, c; c−1ac = a2〉. 

В самом д еле, к ак  пок азан о в  § Д .1, н ормальн ое замы к ан ие N элемен та a 
в  группе G изоморфн о группе 2-ич н ы х  д робей . О тсюд а след ует, в  ч астн ости, 
ч то группа G н е яв ляется полицик лич еск ой . В то ж е в ремя фак тор-группа G/N 
цик лич еск ая, поэтому G —  S1-группа.  

Нач ин ая с этого момен та, мы , след уя А . И . Мальцеву [46], буд ем н азы -
вать A3 и S3 к лассами огр анич енных аб ел евых и огр аниченных р азр ешим ых 
групп, соотв етствен н о. К роме того, н азовем N3 к лассом огр анич енных нил ьпо-
т ент ных групп. Э ти три к ласса буд ут использоваться в  д альн ей шем знач и-
тельн о ч аще остальн ы х , поэтому мы  в в ед ем д ля н их  н ов ы е более просты е обо-
знач ен ия A, S и N. 

Напомн им, ч то в о в в ед ен ии мы  опред еляли к ласс N огран ич ен н ы х  н иль-
потен тн ы х  групп к ак  к ласс н ильпотен тн ы х  S-групп. Вв ид у отмеч ен н ого в ы ше, 
это опред елен ие рав н осильн о прив ед ен н ому в  д ан н ом параграфе. 

  
§ 1.2. FΠ-отд елимость разрешимых под групп 

S0-аппроксимируемых групп 
 
Теперь мы  готовы  перей ти н епосред ствен н о к  изуч ен ию свой ства отд е-

лимости под групп. В этом н ам помож ет ряд  пон ятий  и обозн ач ен ий , описан ию 
к оторы х  посвящ ен а первая полов ин а д ан н ого параграфа. 

Пусть K —  н ек оторы й  к ласс групп, G —  произвольн ая группа. Ч ерез 
ΨK(G) буд ет обозн ачаться семей ство в сех  гомоморфизмов  группы  G н а группы  
из к ласса K. В большин стве случаев , од н ак о, рассуж д ен ия уд обн ее провод ить с 
использован ием семей ства ΩK(G) яд ер этих  гомоморфизмов . Поск ольк у ч аще 
в сего K = Fπ, д ля семей ств  ( )GπΨF  и ( )GπΩF  имеет смы сл в в ести упрощен -
н ы е обозн ач ен ия Ψπ(G) и Ωπ(G), соотв етств ен н о. 

Заметим, ч то Ωπ(G) —  это просто совок упн ость в сех  н ормальн ы х  под -
групп к он еч н ого π-ин д ек са группы  G. О д н ак о запись «N ∈ Ωπ(G)»  знач ительн о 
легч е вы раж ен ия «н ормальн ая под группа N к он еч н ого π-ин д ек са группы  G»  к ак  
в  н аписан ии, так  и при проч тен ии, поэтому мы  всюд у отд аем ей  пред поч тен ие. 

Если 1 ∈ K, то д ля любой  группы  G семей ство ΩK(G) н е пусто: ему при-
н ад леж ит по к рай н ей  мере в ся группа G. Э то в ерн о, в  ч астн ости, д ля в сех  н а-
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след ств ен н ы х  к лассов  групп. Далее в  этом параграфе в сегд а пред полагается, 
ч то к ласс K сод ерж ит ед ин ич н ую группу.  

П ред лож ение 1.2.1. Есл и кл асс K зам кну т  от носит ел ьно взят ия под -
гр у пп и пр ям ых пр оизвед ений  конеч ного числ а  сом нож ит ел ей , т о пер есеч ение 
конеч ного числ а подгр у пп из сем ей ст ва  ΩK(G) снова  пр инад л еж ит  эт ом у  се-
м ей ст в у .  

Доказат ел ьст во. В самом д еле, пусть под группы  N1, N2, …, Nk прин ад ле-
ж ат семей ству ΩK(G). Тогд а по теореме Ремак а фак тор-группа 1/ k

i iG N=∩  в к ла-
д ы вается в  прямое произвед ен ие K-групп G/Ni и в в ид у услов ий , н алож ен н ы х  н а 
к ласс K, сама ок азы вается K-группой . Э то к ак  раз и означает, ч то N1 ∩ N2 ∩ … ∩ 
Nk ∈ ΩK(G). n  

Пусть K —  произвольн ы й  к ласс групп, H —  под группа н ек оторой  груп-
пы  G. Л егк о в ид еть, ч то пересеч ен ие любы х  д вух  K-отд елимы х  под групп груп-
пы  G сн ова является K-отд елимой  под группой . Поэтому существует н аимен ь-
шая K-отд елимая под группа группы  G, сод ерж ащая под группу H. Мы  буд ем 
н азы вать ее K-зам ыканием  под группы  H в  группе G и обозначать K-ClG(H  ).  

П ред лож ение 1.2.2. И м еет  м ест о р авенст во  
 K-ClG(H  ) =

( )N G
HN

∈Ω
∩

K

. 

 
Есл и кл асс K зам кну т  от носит ел ьно взят ия подгр у пп и конеч ных пр я-

м ых пр оизвед ений , т о д л я всякой  подгр у ппы  M ∈ ΩK(G):  
 K-ClG(H  ) =

( ),N G
N M

HN
∈Ω

≤

∩
K

 

 
Доказат ел ьст во. Преж д е в сего заметим, ч то произвольн ая под группа F 

группы  G яв ляется K-отд елимой  в  этой  группе тогд а и тольк о тогд а, к огд а име-
ет место равен ство 
 F =

( )N G
FN

∈Ω
∩

K

. 

 
О тсюд а след ует, ч то если под группа F K-отд елима в  группе G и H ≤ F, то  

 H1 =
( )N G

HN
∈Ω
∩

K

≤ F. 

 
Заметим д алее, ч то д ля любой  под группы  N ∈ ΩK(G)  
 H1N =

( )M G
HM N

∈Ω

 
 
 

∩
K

≤ (HN  )N ≤ HN 

и потому 
 1

( )N G
H N

∈Ω
∩

K

≤
( )N G

HN
∈Ω
∩

K

= H1. 

 
Так им образом, под группа H1 сама яв ляется K-отд елимой  в  группе G и, 



Ч асть 1, § 1.2 21 

след овательн о, сов пад ает с K-ClG(H  ). 
Пусть теперь M —  н ек оторая под группа из семей ства ΩK(G). 
Если g —  произвольн ы й  элемен т мн ож ества G \K-ClG(H  ), то g ∉ HL хотя 

бы  д ля од н ой  под группы  L ∈ ΩK(G) и, в  ч астн ости, g ∉ H(L ∩ M  ). Так  к ак  к ласс 
K пред полагается замк н уты м отн осительн о взятия под групп и прямы х  произ-
в ед ен ий , то в  силу пред лож ен ия 1.2.1 под группа N = L ∩ M прин ад леж ит семей -
ству ΩK(G). Поэтому 
 g ∉

( ),N G
N M

HN
∈Ω

≤

∩
K

. 

Так им образом, 
 K-ClG(H  ) ⊇

( ),N G
N M

HN
∈Ω

≤

∩
K

, 

 
обратн ое ж е в к люч ен ие в в ид у д ок азан н ого в ы ше оч ев ид н о. n  

П ред лож ение 1.2.3. Есл и гр у ппа  G K-аппр оксим ир у ем а и подгр у ппа H 
у д овл ет вор яет  некот ор ом у  нет р ивиал ьном у  т ож д ест ву  w(x1, x2, …, xn) = 1, т о 
K-зам ыкание подгр у ппы  H в  гр у ппе G т акж е у довл ет вор яет  этом у  т ож д ест ву .  

Доказат ел ьст во. В самом д еле, пусть x1, x2, …, xn —  произвольн ы е эле-
мен ты  под группы  K-ClG(H  ) и g = w(x1, x2, …, xn). Тогд а д ля любого гомомор-
физма ψ ∈ ΨK(G) x1ψ, x2ψ, …, xnψ ∈ Hψ и, след овательн о, gψ = 1. О тсюд а в в ид у 
K-аппрок симируемости группы  G в ы тек ает, ч то g = 1. n  

Д ок аж ем теперь д ва утверж д ен ия об отд елимости под групп, справед ли-
в ы е д ля в сех  к лассов  групп, рассматривающ ихся в  д ан н ой  работе.  

П ред лож ение 1.2.4. Есл и гр у ппа  G —  K-аппр оксим ир у ем а , т о цент р а-
л изат ор  CG(M  ) пр оизвол ьного м нож ест ва  M ⊆ G явл яет ся K-от д ел им ой  под -
гр у ппой .  

Доказат ел ьст во. Пусть g ∈ G —  произвольн ы й  элемен т, н е прин ад ле-
ж ащий  цен трализатору CG(M  ) мн ож ества M. Тогд а хотя бы  д ля од н ого элемен та 
h ∈ M к оммутатор [g, h] отлич ен  от ед ин ицы . 

Пользуясь K-аппрок симируемостью группы  G, в ы берем гомоморфизм 
ψ ∈ ΨK(G), перевод ящ ий  этот к оммутатор в  н етрив иальн ы й  элемен т. Тогд а 
[gψ, hψ] ≠ 1 и потому элемен т gψ н е прин ад леж ит цен трализатору мн ож ества 
Mψ в  группе Gψ. О стается лишь заметить, ч то этот цен трализатор сод ерж ит 
под группу CG(M  )ψ, отк уд а след ует, ч то gψ ∉ CG(M  )ψ. n  

П ред лож ение 1.2.5. П у ст ь кл асс K зам кну т  от носит ел ьно взят ия под -
гр у пп и конеч ных пр ям ых пр оизвед ений , G —  K-аппр оксим ир у ем ая гр у ппа, H —  
подгр у ппа  гр у ппы  G. Есл и су щ ест ву ет  подгр у ппа  M ∈ ΩK(G), т р ивиал ьно пер е-
секаю щ аяся с H, т о подгр у ппа  H K-от д ел им а  в  гр у ппе G.  

Доказат ел ьст во. Пусть h —  произвольн ы й  элемен т под группы  K-ClG(H  ). 
Тогд а по мод улю к аж д ой  под группы  N ∈ ΩK(G) он  срав н им с н ек оторы м элемен -
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том hN ∈ H. Выбирая под группу N леж ащей  в  M, мы  получаем, ч то h ≡ hM (mod M  ) 
и h ≡ hN (mod M  ), отк уд а вы тек ает срав н ен ие hM ≡ hN (mod M  ). Но M ∩ H = 1, по-
этому hN = hM. 

Так им образом, элемен т h срав н им с элемен том hM ∈ H по мод улю к аж -
д ой  под группы  N ∈ ΩK(G), леж ащей  в  M. И з K-отд елимости ед ин ич н ой  под -
группы , рав н осильн ой  K-аппрок симируемости группы  G, и в торой  ч асти пред -
лож ен ия 1.2.2 теперь след ует, ч то h = hM ∈ H. n  

Далее ук аж ем н ек оторы е огран ич ен ия, к оторы е д остаточ н о н алож ить н а 
к ласс K и под группу H д ля того, ч тобы  ок азалось в ы полн ен н ы м услов ие пре-
д ы д ущ его пред лож ен ия.  

П ред лож ение 1.2.6. П у ст ь K —  кл асс гр у пп б ез кр у ч ения, зам кну т ы й  
от носит ел ьно взят ия подгр у пп и конеч ных пр ям ых пр оизвед ений , G —  K-ап-
пр оксим ир у ем ая гр у ппа , H —  S1-подгр у ппа  гр у ппы  G. Тогд а  су щ ест ву ет  под -
гр у ппа  N ∈ ΩK(G), т р ивиал ьно пер есекаю щ аяся с H. В ч аст ност и, H явл яет ся 
K-гр у ппой .  

Доказат ел ьст во. Пред полож им сн ачала, ч то H —  A1-группа и восполь-
зуемся ин д ук цией  по ее ран гу r(H  ). 

Если r(H  ) = 0, то под группа H в в ид у отсутств ия к руч ен ия в  группе G 
трив иальн а и иск омое утв ерж д ен ие оч ев ид н о. 

Пусть r(H  ) > 0 и h —  н ек оторы й  элемен т под группы  H, отлич н ы й  от 1. 
Пусть так ж е M ∈ ΩK(G) —  под группа, н е сод ерж ащая h, и H1 = H ∩ M. 

Ф ак тор-группа H/H1 сод ерж ит элемен т беск он еч н ого поряд к а hH1. Сле-
д овательн о, r(H1) < r(H  ) и в  силу ин д ук тив н ого пред полож ен ия н ай д ется под -
группа L ∈ ΩK(G) так ая, ч то H1 ∩ L = 1. Полож им N = M ∩ L. Тогд а по пред лож е-
н ию 1.2.1 N ∈ ΩK(G) и H ∩ N = H1 ∩ L = 1, ч то и требовалось. 

Пусть теперь под группа H является S1-группой , и пусть 1 = H0 ≤ H1 ≤ … ≤ 
Hn = H —  ее субн ормальн ы й  ряд  с A1-фак торами. И з д ок азан н ого след ует, ч то 
существует под группа M ∈ ΩK(G), трив иальн о пересек ающаяся с H1. 

Поск ольк у 
 M ∩ Hi+1/M ∩ Hi ≅ (M ∩ Hi+1)Hi/Hi ≤ Hi+1/Hi,  
под группа M ∩ H так ж е облад ает субн ормальн ы м ряд ом с абелев ы ми фак тора-
ми к он еч н ого ран га, н о уж е д лин ы  n − 1. В силу оч евид н ы х  ин д ук тив н ы х  сооб-
раж ен ий  мож н о сч итать, ч то существует под группа L ∈ ΩK(G), уд овлетворяю-
щая услов ию L ∩ (M ∩ H  ) = 1. Полагая, к ак  и в ы ше, N = M ∩ L, мы  получаем, ч то 
N ∈ ΩK(G) и H ∩ N = 1. n  

Пользуясь д вумя послед н ими пред лож ен иями, мы  мож ем получ ить ч ас-
тич н ое обобщен ие утверж д ен ия А . И . Мальцева об FΠ-отд елимости в сех  под -
групп огран ич ен н ой  разрешимой  группы  —  осн ов н ой  результат д ан н ого пара-
графа.  

Теорема 1.2.7. В S0-аппр оксим ир у ем ой  гр у ппе все S-подгр у ппы  FΠ-от д е-
л им ы . 
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Доказат ел ьст во. Пусть G —  S0-аппрок симируемая группа, H —  S-под -
группа группы  G и g ∈ G —  произвольн ы й  элемен т, н е прин ад леж ащий  H. 

И з пред лож ен ия 1.1.4 след ует, ч то к ласс S0 замк н ут отн осительн о взятия 
под групп и к он еч н ы х  прямы х  произвед ен ий , поэтому мы  мож ем в оспользо-
ваться пред лож ен иями 1.2.6 и 1.2.5 и ук азать так ой  гомоморфизм 0 ( )Gψ∈ΨS , 
ч то gψ ∉ Hψ. Так  к ак  группа Gψ прин ад леж ит к лассу S0, в се ее под группы  
FΠ-отд елимы . Э то озн ачает, ч то гомоморфизм ψ мож ет бы ть прод олж ен  д о 
гомоморфизма н а к он еч н ую группу, при к отором образ элемен та g по-преж н е-
му н е прин ад леж ит образу под группы  H. n 

  
§ 1.3. Fπ-отд елимость и π′-изолированность 

 
Во в в ед ен ии мы  уж е н апомин али, ч то под группа H н азы вается π′-изоли-

рован н ой  в  группе G, если он а сод ерж ит в се к орн и π′-степен ей , извлек ающие-
ся в  этой  группе из ее элемен тов . Б олее формальн о, под группа H π′-изол ир ова-
на  в  группе G, если д ля в сяк ого элемен та g ∈ G и д ля в сяк ого простого ч исла 
q ∉ π из услов ия gq ∈ H след ует, ч то g ∈ H. 

Согласн о этому опред елен ию в  случае, к огд а π сов пад ает с мн ож еством 
в сех  просты х  ч исел Π, произвольн ая под группа группы  G является π′-изолиро-
ван н ой . Так им образом, утв ерж д ен ие об Fπ-отд елимости в сех  π′-изолирован -
н ы х  под групп группы  G прев ращается при π = Π в  обы ч н ое свой ство фин итн ой  
отд елимости в сех  под групп. 

О бсуд им более под робн о в опрос о соотн ошен ии пон ятий  Fπ-отд елимо-
сти и π′-изолирован н ости. К ак  пок азы вает след ующее утв ерж д ен ие, в  од н у сто-
рон у в к люч ен ие в сегд а имеет место.  

П ред лож ение 1.3.1. Каж д ая Fπ-от д ел им ая подгр у ппа явл яет ся π′-изо-
л ир ованной . В ч аст ност и, пр оизвол ьная Fπ-аппр оксим ир у ем ая гр у ппа  не им е-
ет  π′-кр у ч ения.  

Доказат ел ьст во. В самом д еле, пред полож им, ч то под группа H группы  
G н е является π′-изолирован н ой  и g ∈ G —  так ой  элемен т, ч то g ∉ H, н о gq ∈ H 
д ля н ек оторого ч исла q ∈ π′. Пусть так ж е ψ —  произвольн ы й  гомоморфизм из 
семей ства Ψπ(G) и поряд ок  элемен та gψ к он еч н ой  π-группы  Gψ равен  n. 

Поск ольк у n является π-ч ислом, н ай д ется так ое н атуральн ое m, ч то qm ≡ 1 
(mod n) и, след овательн о, gψ = (gψ)qm. Так им образом, gψ ∈ Hψ и, так  к ак  гомо-
морфизм ψ бы л в ы бран  произвольн ы м, под группа H н е является Fπ-отд елимой  
в  группе G. n  

У тв ерж д ен ие, обратн ое пред лож ен ию 1.3.1, вообщ е говоря, н ев ерн о. В 
этом легк о убед иться, если воспользоваться тем фак том, ч то н ормальн ая под -
группа N группы  G является Fπ-отд елимой  в  этой  группе тогд а и тольк о тогд а, 
к огд а фак тор-группа G/N Fπ-аппрок симируема.  

П ример 1.3.2. Пусть G —  н ек оторая группа, н е имеющая к руч ен ия и н е 
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являющаяся FΠ-аппрок симируемой . Пред ставим ее в  в ид е фак тор-группы  F/N 
под х од ящ ей  свобод н ой  группы  F. Тогд а под группа N изолирован а в  группе F (и 
потому π′-изолирован а д ля любого мн ож ества π), н о н е является Fπ-отд елимой  
в  этой  группе н и д ля к ак ого π. 

К он к ретн ы м примером группы  G мож ет служ ить группа Х игмен а  
 G = 〈a, b, c; b−1ab = a2, c−1ac = a2〉.  
Требуемы е ее свой ства устан овлен ы  в  [27], и, к роме того, след уют из результа-
тов , получ ен н ы х  в  д ополн ен ии. n  

Поск ольк у свобод н ы е группы  аппрок симируются к лассом Fp д ля любого 
простого ч исла p [44], привед ен н ы й  пример пок азы вает так ж е, ч то Fπ-аппрок -
симируемость н ек оторой  группы , вообщ е говоря, н е влеч ет за собой  Fπ-отд ели-
мость в сех  ее π′-изолирован н ы х  под групп. 

В отлич ие от случая обы ч н ой  фин итн ой  отд елимости обратн ое утвер-
ж д ен ие так ж е н е в сегд а справед ливо. Группа, в се π′-изолирован н ы е под группы  
к оторой  являются Fπ-отд елимы ми, мож ет иметь π′-к руч ен ие и потому н е бы ть 
Fπ-аппрок симируемой . Под тверж д ен ием этому служ ит, н апример,  

П ред лож ение 1.3.3. В л ю бой  конечной  гр у ппе каж д ая π′-изол ир ованная 
подгр у ппа  Fπ-от д ел им а .  

Доказат ел ьст во. Л егк о в ид еть, ч то под группа H к он еч н ой  группы  G яв -
ляется π′-изолирован н ой  тогд а и тольк о тогд а, к огд а он а сод ерж ит мн ож ество 
M в сех  элемен тов  группы  G, поряд к и к оторы х  являются π′-ч ислами. Так  к ак  
это мн ож ество переход ит в  себя при к аж д ом автоморфизме группы  G, он о со-
д ерж ится и в  под группе 
 1

g G
N g Hg−

∈

= ∩ . 
 
Поэтому фак тор-группа G/N является π-группой . 

Если теперь g ∈ G —  произвольн ы й  элемен т, н е прин ад леж ащий  под -
группе H, то поск ольк у N ≤ H, элемен т gN н е прин ад леж ит под группе H/N груп-
пы  G/N. Так им образом, под группа H Fπ-отд елима в  группе G. n  

И д ея, использован н ая в  примере 1.3.2, оч ен ь проста, од н ак о любая под -
группа свобод н ой  группы , получ ен н ая так им образом и облад ающая н еобхо-
д имы ми свой ствами, н е буд ет к он еч н о порож д ен н ой . Сей ч ас мы  пок аж ем, ч то 
существует группа, к оторая д ля к аж д ого простого ч исла p аппрок симируется 
к лассом Fp и при этом сод ерж ит к он еч н о порож д ен н ую p′-изолирован н ую под -
группу, н е яв ляющ уюся Fp-отд елимой . Д ля этого н ам потребуется од н о в спо-
могательн ое утв ерж д ен ие. 

Х орошо известн о, ч то свобод н ы е группы  и н ильпотен тн ы е группы  без 
к руч ен ия облад ают свой ств ом од н озн ач н ости извлеч ен ия к орн ей . Н ек оторы м 
обобщен ием этого фак та является  

П ред лож ение 1.3.4. Д л я л ю б ых д вух эл ем ент ов  x и y Fπ-аппр оксим ир у е-
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м ой  гр у ппы  G и д л я л ю бого π′-числ а m из соот ношения xm = ym сл ед у ет , ч т о x = y.  
Доказат ел ьст во. В силу пред лож ен ия 1.2.4 цен трализатор CG(x) элемен -

та x в  группе G является Fπ-отд елимой  и, след овательн о, π′-изолирован н ой  под -
группой . Поэтому y ∈ CG(x) и из равен ства xm = ym след ует, ч то (xy−1)m = 1. Но 
группа G Fπ-аппрок симируема и, стало бы ть, н е имеет π′-к руч ен ия. Так им об-
разом, xy−1 = 1. n  

П ример 1.3.5. Пусть F —  свобод н ая группа с мн ож еством свобод н ы х  
порож д ающих  {a1, a2, …, an}, и пусть G = F × F, F1 = {(    f, 1) | f ∈ F}, F2 = {(1, f  ) | 
f ∈ F}. Рассмотрим под группу H группы  G, порож д ен н ую элемен тами xi = (ai, ai), 
1 ≤ i ≤ n, и (w, 1), гд е элемен т w пробегает н ек оторое к он еч н ое мн ож ество слов  
W в  порож д ающих  ai. О бозн ач им так ж е ч ерез N н ормальн ое замы к ан ие мн ож е-
ства W в  группе F и полож им N1 = {(g, 1) | g ∈ N }, N2 = {(1, g) | g ∈ N }.  

Л емма 1. И м ею т  м ест о соот ношения H ∩ F1 = N1 и H ∩ F2 = N2.  
Доказат ел ьст во. Если g ∈ H ∩ F1, то д ля любого f ∈ F  

 (    f, 1)−1g(    f, 1) = (    f, f  )−1g(    f, f  ) ∈ H ∩ F1.  
Поэтому под группа H ∩ F1 н ормальн а в  группе F1 и, след овательн о, N1 ≤ H ∩ F1. 

Поск ольк у под группа N1 н ормальн а в  группе F1, он а является н ормаль-
н ой  и во в сей  группе G. Стало бы ть, мы  мож ем рассмотреть фак тор-группу 
G/N1, изоморфн ую, оч ев ид н о, прямому произвед ен ию групп F/N и F. 

О браз Hε под группы  H отн осительн о естествен н ого гомоморфизма ε: G → 
(F/N  ) × F порож д ается элемен тами xi = (aiN, ai). О тсюд а в в ид у свобод ы  группы  
F в ы тек ает равен ство Hε ∩ F/N = 1. Н о это озн ачает, ч то H ∩ F1 ≤ N1 и с уч етом 
обратн ого в к люч ен ия, получ ен н ого ран ее, H ∩ F1 = N1. 

Л егк о в ид еть, ч то д ля к аж д ого элемен та w ∈ W (1, w) ∈ H и ч то под груп-
па H порож д ается элемен тами (ai, ai) и (1, w), w ∈ W. Рассуж д ая, к ак  и в ы ше, 
получаем в торое соотн ошен ие H ∩ F2 = N2. n  

Л емма 2. Есл и факт ор -гр у ппа  F/N не явл яет ся Fπ-аппр оксим ир у ем ой  и 
об л ад ает  свой ст вом  од нознач ност и извл еч ения π′-кор ней , т о подгр у ппа  H 
π′-изол ир ована , но не Fπ-от д ел им а  в  гр у ппе G.  

Доказат ел ьст во. В самом д еле, образ Hδ под группы  H отн осительн о ес-
теств ен н ого гомоморфизма δ группы  G н а группу G1 = (F/N  ) × (F/N  ), изоморф-
н ую фак тор-группе G/(N × N), порож д ается элемен тами yi = (aiN, aiN  ). И з од н о-
знач н ости извлеч ен ия π′-к орн ей  в  группе F/N легк о след ует, ч то под группа Hδ 
π′-изолирован а в  группе G1. Н о в  силу леммы  1 ker δ ≤ H, поэтому под группа H 
так ж е ок азы вается π′-изолирован н ой  в  группе G. 

Так  к ак  под группа N н е яв ляется Fπ-отд елимой  в  группе F, н ай д ется 
элемен т g ∈ Fπ-ClF  (N  )\N. О бозн ачая ч ерез g1 соотв етствующий  элемен т группы  
F1, мы  получаем, ч то g1 ∉ N1 = H ∩ F1, н о при этом  
 g ∈ 1 1- ( )FCl NπF ≤ Fπ-ClG(H  ).  

Так им образом, под группа H н е является Fπ-отд елимой  в  группе G. n 
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Поск ольк у группа G Fp-аппрок симируема д ля любого простого ч исла p 
[15], н ам остается привести пример группы  F/N, уд овлетворяющей  услов иям 
леммы  2. Пок аж ем, ч то так ой  пример мож н о н ай ти сред и групп в ид а   
 〈a, b; a−1ba = bk〉.  

И звестн о, ч то д ля любого простого p эта группа Fp-аппрок симируема то-
гд а и тольк о тогд а, к огд а p д елит ч исло k − 1 [48]. Поэтому, если p, q и r —  по-
парн о различ н ы е просты е ч исла и k = qr + 1, то соответствующая группа аппрок -
симируется к лассами Fq и Fr, н о н е к лассом Fp. И з пред лож ен ия 1.3.4 теперь 
след ует, ч то извлеч ен ие к орн ей  произвольн ой  степен и в  н ей  од н озн ач н о. n  

Х орошо известн о (см., н апр., [3]), ч то к он еч н ое расширен ие группы  с 
FΠ-отд елимыми под группами само является группой  с FΠ-отд елимы ми под -
группами. В зак люч ен ие этого параграфа мы  прив ед ем обобщен ие д ан н ого ут-
в ерж д ен ия, к оторое позволит н ам слегк а усиливать получаемы е результаты .  

П ред лож ение 1.3.6. П у ст ь K —  кл асс гр у пп, зам кну т ы й  от носит ел ьно 
взят ия подгр у пп конеч ного π-инд екса , F —  некот ор ая гр у ппа , все π′-изол ир о-
ванны е K-подгр у ппы  кот ор ой  Fπ-от д ел им ы . Есл и гр у ппа  G пр ед ст авл яет  со-
бой  р асшир ение гр у ппы  F пр и пом ощи конеч ной  π-гр у ппы , т о все ее π′-изол ир о-
ванны е K-подгр у ппы  т акж е явл яю т ся Fπ-от д ел им ы м и.  

Доказат ел ьст во. Пусть H —  π′-изолирован н ая K-под группа группы  G, 
g ∈ G —  произвольн ы й  элемен т, н е прин ад леж ащ ий  под группе H. Нам д оста-
точ н о ук азать под группу N ∈ Ωπ(G) так ую, ч то g ∉ HN. 

Если g ∉ HF, то под группа F —  иск омая. Поэтому д алее буд ем сч итать, 
ч то g ∈ HF. 

Запишем элемен т g в  в ид е g = hf, гд е h ∈ H, f ∈ F. Заметим, ч то поск ольк у 
g ∉ H, элемен т f н е мож ет прин ад леж ать пересеч ен ию H ∩ F. 

Л егк о в ид еть, ч то под группа H ∩ F π′-изолирован а в  группе F. К  тому ж е 
он а является K-под группой  и, след овательн о, Fπ-отд елима. Поэтому существу-
ет под группа M ∈ Ωπ(F ) так ая, ч то f ∉ (H ∩ F )M. Полож им  
 1

x G
N x Mx−

∈

= ∩ . 
 

Д ля к аж д ого элемен та x ∈ G под группа x−1Mx прин ад леж ит семей ству 
Ωπ(F ) и, в  ч астн ости, н ормальн а в  группе F. Поэтому под группа N по-преж н е-
му имеет к он еч н ы й  π-ин д ек с в  этой  группе и, стало бы ть, прин ад леж ит семей -
ству Ωπ(G). 

Если мы  пред полож им теперь, ч то элемен т g сод ерж ится в  под группе 
HN, то, записав  его в  в ид е g = h1u д ля под ход ящ их  элемен тов  h1 ∈ H и u ∈ N, по-
луч им, ч то h−1h1 = fu−1. Л евая ч асть этого равен ства пред ставляет собой  элемен т 
под группы  H, правая —  элемен т под группы  F, след овательн о, h−1h1 ∈ H ∩ F. Н о 
в  этом случае f = (h−1h1)u ∈ (H ∩ F )N и, так  к ак  N леж ит в  M, то f ∈ (H ∩ F )M, ч то 
противореч ит в ы бору под группы  M. 

Так им образом, под группа N —  иск омая. n 
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Примен яя д ок азан н ое пред лож ен ие к  результату А . И . Мальцева [46] об 
FΠ-отд елимости в сех  под групп огран ич ен н ой  разрешимой  группы  и к  теоре-
ме 1.2.7 из § 1.2, мы  получаем  

С лед ствие 1.3.7. В конечном  р асшир ении S-гр у ппы  все подгр у ппы  FΠ-от -
д ел им ы . В конечном  р асшир ении S0-аппр оксим ир у ем ой  гр у ппы  все S-подгр у ппы  
FΠ-от д ел им ы . n  

Э то утв ерж д ен ие буд ет н еод н ок ратн о использоваться н ами в  ч асти 2 д ля 
построен ия к он к ретн ы х  примеров  обобщен н ы х  свобод н ы х  произвед ен ий , яв -
ляющ ихся πc-группами. Заметим, ч то распростран ить его н а случай  отд елимо-
сти в  произвольн ом к лассе Fπ и, в  ч астн ости, утв ерж д ать, ч то в  S-группе д ля 
к аж д ого мн ож ества π в се π′-изолирован н ы е под группы  Fπ-отд елимы , н ельзя.  

П ример 1.3.8. Рассмотрим расщепляющееся расширен ие G беск он еч н ой  
цик лич еск ой  группы  A = 〈a〉 при помощи беск он еч н ой  ж е цик лич еск ой  группы  
B = 〈b〉 с сопровож д ающим гомоморфизмом, перевод ящ им элемен т b в  ед ин ст-
в ен н ы й  н етож д еств ен н ы й  автоморфизм группы  A. 

Если p —  простое ч исло и N —  произвольн ая под группа из семей ства 
Ωp(G), то д ля н ек оторого p-ч исла n bn ≡ 1 (mod N  ) и, стало бы ть, b−nabn ≡ a 
(mod N  ). С  д ругой  сторон ы , если p ≠ 2, то b−nabn = a−1 и потому a2 ≡ 1 (mod N  ). 
Так  к ак  поряд ок  элемен та a по мод улю под группы  N является p-ч ислом, т. е. 
н еч етен , отсюд а след ует, ч то a ∈ N. 

Так им образом, группа G н е имеет к руч ен ия, н о н е аппрок симируется 
к лассом Fp н и д ля к ак ого н еч етн ого p. n  

Разумеется, прив ед ен н ы й  пример н е иск лючает возмож н ости описан ия 
Fπ-отд елимы х  под групп в  S-группах . Мы , од н ак о, н еск ольк о сузим зад ач у, ог-
ран ич ившись д алее рассмотрен ием N-групп и N0-аппрок симируемы х  групп. 

  
§ 1.4. Fπ-отд елимость под групп в нильпотентных группах 

 
В д ан н ом параграфе мы , след уя сх еме рассуж д ен ий  из статьи А . И . Маль-

цева [46], буд ем иск ать условия, к оторы е д остаточ н о н алож ить н а н ильпотен т-
н ую группу д ля того, ч тобы  в  н ей  в се π′-изолирован н ы е под группы  ок азались 
Fπ-отд елимыми. 

Преж д е в сего заметим, ч то если мы  буд ем рассматривать этот вопрос 
примен ительн о к  н ек оторому фик сирован н ому мн ож еству просты х  ч исел π, то 
в  ч исло групп, облад ающих  ук азан н ы м свой ством, вой д ут, н апример, к вази-
цик лич еск ие p-группы  д ля в сех  p ∉ π. К аж д ая так ая группа сод ерж ит лишь од -
н у π′-изолирован н ую под группу —  саму себя, являющ уюся, оч ев ид н о, Fπ-от-
д елимой . Так им образом, получ ен н ы й  в  результате к ласс групп буд ет д аж е ши-
ре, ч ем к ласс н ильпотен тн ы х  групп, в се под группы  к оторы х  FΠ-отд елимы . 

С  д ругой  сторон ы , исслед ован ие д ан н ого вопроса имен н о в  отн ошен ии 
н ильпотен тн ы х  групп объясн яется н алич ием результата, согласн о к оторому в  
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к он еч н о порож д ен н ы х  н ильпотен тн ы х  группах  π′-изолирован н ость рав н осиль-
н а Fπ-отд елимости д ля к аж д ого мн ож ества π [38], [40]. 

Э ти соображ ен ия под ск азы вают, ч то рассматриваемую зад ач у имеет 
смы сл уточ н ить след ующ им образом. Мы  буд ем иск ать услов ия, при к оторы х  
н ильпотен тн ая группа G облад ает свой ством  
(1.4.1) Fπ-отд елимости π′-изолирован н ы х  под групп при любом в ы боре мн о-

ж ества π.   
П ред лож ение 1.4.2. Аб ел ева  гр у ппа  у д овл ет вор яет  у сл овию  (1.4.1) т о-

гд а  и т ол ько т огд а , когд а  она  пр инад л еж ит  кл ассу  A2.  
Доказат ел ьст во. Н еобход имость этого услов ия устан овлен а в  пред ло-

ж ен ии 1.1.2. Проверим д остаточ н ость. 
Пусть G ∈ A2, π —  н ек оторое мн ож ество просты х  ч исел и H —  π′-изоли-

рован н ая под группа группы  G. Пок аж ем, ч то фак тор-группа A = G/H Fπ-ап-
прок симируема и, след овательн о, под группа H Fπ-отд елима в  G. 

Пусть a —  произвольн ы й  н еед ин ич н ы й  элемен т группы  A. Пред поло-
ж им сн ачала, ч то он  прин ад леж ит н ек оторой  примарн ой  к омпон ен те T = τp(A) 
группы  A. 

Так  к ак  под группа H π′-изолирован а в  группе G, то p ∈ π. О бозн ачая ч е-
рез n период  группы  T, к он еч н ы й  в в ид у в к люч ен ия G ∈ A2, мы  в ид им, ч то 
An ∩ T = 1 и потому элемен т b = aAn фак тор-группы  B = A/An отлич ен  от 1. О ста-
ется лишь заметить, ч то в  соотв етств ии с теоремой  Прюфера период ич еск ая 
p-группа B раск лад ы вается в  прямое произвед ен ие цик лич еск их  под групп и, 
след овательн о, яв ляется Fp-аппрок симируемой . 

Случай , к огд а элемен т a имеет произвольн ы й  к он еч н ы й  поряд ок , оч е-
в ид н ы м образом свод ится к  рассмотрен н ому в ы ше. Пред полож им теперь, ч то 
поряд ок  этого элемен та беск он еч ен . 

Так  к ак  фак тор-группа A/〈a〉 прин ад леж ит в в ид у пред лож ен ия 1.1.3 
к лассу A2, поряд к и элемен тов  к аж д ой  ее примарн ой  к омпон ен ты  огран ич ен ы  
в  совок упн ости. Э то озн ачает, ч то д ля любого простого ч исла p мож н о ук а-
зать так ое n, ч то 

npa A∉ . Д ок азательство теперь завершается так  ж е, к ак  и в  
пред ы д ущ ем случае, н еобход имо лишь в ы брать ч исло p прин ад леж ащ им мн о-
ж еству π. n  

Мы  в ид им, так им образом, ч то абелева группа, уд ов летворяющая усло-
в ию (1.4.1), н е обязан а бы ть огран ич ен н ой . О д н ак о, н ильпотен тн ая группа, со-
ставлен н ая из так их  блок ов , т. е. облад ающая цен тральн ы м ряд ом, д ля в сех  
фак торов  к оторого справед ливо услов ие (1.4.1), мож ет сод ерж ать под группы , 
н е отд елимы е д аж е в  к лассе FΠ.  

П ример 1.4.3. Зафик сируем н ек оторое простое ч исло p и рассмотрим 
след ующ ую х орошо известн ую д вуступен н о н ильпотен тн ую группу  
 F = 〈a, b, c; a  p = b  p = c  p = 1, [a, b] = c, [a, c] = [b, c] = 1〉.  
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Д ля к аж д ого i ∈ N ч ерез Fi мы  обозн ач им изоморфн ую к опию группы  F с по-
рож д ающими ai, bi, ci. 

Пусть G есть обобщен н ое прямое произвед ен ие групп Fi с объед ин яе-
мыми под группами 〈ci〉 ≤ Z(Fi). Тогд а группа G имеет пред ставлен ие  
 〈ai, bi, c; 1p p p

i ia b c= = = , 
 [ai, bi] = c, [ai, bj] = [ai, aj] = [bi, bj] = 1, [ai, c] = [bi, c] = 1, i, j ∈ N, i ≠ j〉  
и облад ает цен тральн ы м ряд ом 1 ≤ 〈c〉 ≤ G, фак торы  к оторого в  силу пред лож е-
н ия 1.4.2 уд овлетворяют условию (1.4.1). 

Пусть теперь L —  произвольн ая н ормальн ая под группа к он еч н ого ин -
д ек са группы  G. Тогд а д ля н ек оторы х  ч исел i, j, x ∈ N н епремен н о имеет место 
в к люч ен ие x

i ja a L∈ , отк уд а 1 x x
i i j i i jb a a b a a c L− = ∈  и c ∈ L. Так им образом, н етри-

в иальн ы й  элемен т c прин ад леж ит к аж д ой  под группе из семей ства ΩΠ(G) и по-
тому ед ин ич н ая под группа группы  G н е является FΠ-отд елимой . n  

Заметим, ч то построен н ая в ы ше группа G пред ставляет собой  пример 
расширен ия к он еч н ой  p-группы  при помощи Fp-аппрок симируемой  группы , 
к оторое уж е н е яв ляется Fp-аппрок симируемы м, и ч то ч исло p зд есь бы ло в ы -
бран о произвольн ы м образом. Ф ак т существован ия д ля к аж д ого простого p 
групп с так ими свой ствами потребуется н ам в  § 2.3 ч асти 2. 

Пок аж ем теперь, ч то д ля огран ич ен н ы х  н ильпотен тн ы х  групп усло-
в ие (1.4.1) справед ливо. Первы м шагом в  этом н аправлен ии служ ит к ритерий  
Fπ-аппрок симируемости N-групп, получ ен н ы й  Д . Н . Азаровы м (н е опублик о-
ван о) и обобщающ ий  теорему К . Грюн берга [15] об услов иях  Fπ-аппрок сими-
руемости к он еч н о порож д ен н ы х  н ильпотен тн ы х  групп.  

П ред лож ение 1.4.4. Огр анич енная нил ьпот ент ная гр у ппа  G Fπ-аппр ок-
сим ир у ем а  т огд а  и т ол ько т огд а , когд а  пер иод ич еская ч аст ь τ(G) гр у ппы  G 
явл яет ся π-гр у ппой .  

Доказат ел ьст во. Н еобход имость этого условия оч евид н а. Проверк у д ос-
таточ н ости мы  буд ем в ести ин д ук цией  по ступен и н ильпотен тн ости группы  G. 

Если G является абелевой  группой , то в в ид у π′-изолирован н ости ее ед и-
н ич н ой  под группы  требуемы й  результат в ы тек ает из пред лож ен ия 1.4.2. По-
этому д алее буд ем пред полагать, ч то группа G имеет ступен ь н ильпотен тн ости 
c > 1 и д ля в сех  N-групп мен ьшей  ступен и утв ерж д ен ие справед ливо. 

Пусть g ∈ G —  произвольн ы й  н етривиальн ы й  элемен т. Мы  хотим пок а-
зать, ч то существует гомоморфизм ψ ∈ Ψπ(G), перевод ящ ий  g в  элемен т, отлич -
н ы й  от 1. 

В силу ин д ук тив н ы х  соображ ен ий  мож н о сч итать, ч то g леж ит в  цен -
тре Z(G) группы  G. Под группа H = Z(G) согласн о пред лож ен иям 1.1.4 и 1.1.6 
является A-группой  и по д ок азан н ому облад ает под группой  N ∈ Ωπ(H  ), н е 
сод ерж ащ ей  элемен та g. Полагая G1 = G/N и g1 = gN, мы  в ид им, ч то элемен т g1 
отлич ен  от ед ин ицы  и имеет в  группе G1 к он еч н ы й  поряд ок , являющ ий ся 
π-ч ислом. 
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Поск ольк у G1 сн ова ок азы вается N-группой , он а FΠ-аппрок симируема 
и, след овательн о, сод ерж ит под группу M ∈ ΩΠ(G1), к оторой  н е прин ад леж ит 
элемен т g1. О бозн ач им ч ерез G2 и g2 фак тор-группу G1/M и элемен т g1M, соот-
в етств ен н о. 

Так  к ак  G2 яв ляется уж е к он еч н ой  н ильпотен тн ой  группой , то фак тор-
группа G2/τπ′(G2) пред ставляет собой  к он еч н ую π-группу. При этом элемен т 
g2τπ′(G2) по-преж н ему отлич ен  от 1, поск ольк у поряд ок  его прообраза в  группе 
G2 является π-ч ислом. 

Так им образом, гомоморфизм группы  G н а группу G2/τπ′(G2) —  иск о-
мы й . n  

Преж д е, ч ем перей ти к  д ок азательству к ритерия Fπ-отд елимости под -
групп в  N-группах , мы  в в ед ем еще од н о пон ятие, ок азы вающееся в есьма по-
лезн ы м при изуч ен ии отд елимости н ильпотен тн ы х  под групп. 

Пусть G —  н ек оторая группа и H —  ее под группа. Л егк о в ид еть, ч то пе-
ресеч ен ие любы х  д вух  π′-изолирован н ы х  под групп группы  G, сод ерж ащих  H, 
сн ова яв ляется π′-изолирован н ой  под группой . Наимен ьшая π′-изолирован н ая 
под группа с так им свой ством н азы вается π′-изол ят ор ом  под группы  H в  группе 
G и обозн ачается π′-IG(H  ). 

Л егк о в ид еть, ч то д ля любой  под группы  H имеют место в к люч ен ия  
 G H′π ⊆ π′-IG(H  ) ≤ Fπ-ClG(H  ),  
гд е ч ерез G H′π  обозн ач ен о мн ож ество в сех  π′-к орн ей , извлек ающихся из 
элемен тов  под группы  H в  группе G. Выше мы  уж е отмеч али, ч то π′-изолиро-
ван н ая под группа н е обязан а бы ть Fπ-отд елимой , поэтому в торое в к люч ен ие 
мож ет ок азаться строгим. Первое в к люч ен ие в  общ ем случ ае так ж е является 
строгим. 

Рассмотрим, н апример, свобод н ую группу G ран га 2 с мн ож еств ом 
св обод н ы х  порож д ающих  {a, b} и в  н ей  под группу H, порож д ен н ую элемен -
тами a2 и b2. Пусть так ж е π = {3}. Тогд а π′-изолятор под группы  H в  группе G 
сод ерж ит элемен ты  a, b и, след овательн о, сов пад ает со в сей  группой  G. С  
д ругой  сторон ы , любая степен ь элемен та ab н е прин ад леж ит, оч ев ид н о, под -
группе H, так  ч то мн ож еств о π′-к орн ей  из H строго сод ерж ится в  π′-изолято-
ре этой  под группы . 

В н ильпотен тн ы х  группах , од н ак о, д ело обстоит горазд о луч ше:  
П ред лож ение 1.4.5 [49, теорема 4.5]. Д л я л ю бой  подгр у ппы  H нил ьпо-

т ент ной  гр у ппы  G и д л я л ю бого м нож ест ва  пр ост ых чисел  π м нож ест во 
G H′π  явл яет ся подгр у ппой , т . е. пр ед ст ав л яет  собой  π′-изол ят ор  подгр у ппы  
H в  гр у ппе G. n  

В след ующем параграфе мы  получ им еще н еск ольк о утв ерж д ен ий , опи-
сы вающих  π′-изоляторы  н ильпотен тн ы х  под групп при опред елен н ы х  огран и-
ч ен иях , н ак лад ы ваемы х  н а в сю группу. Сей час ж е обратимся к  д ок азательству 
Fπ-отд елимости π′-изолирован н ы х  под групп в  N-группах .  
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Теорема 1.4.6. В огр анич енной  нил ьпот ент ной  гр у ппе все π′-изол ир ован-
ны е подгр у ппы  явл яю т ся Fπ-от д ел им ы м и пр и л ю бом  вы бор е м нож ест ва  π.  

Доказат ел ьст во. Пусть G —  огран ич ен н ая н ильпотен тн ая группа и H 
—  ее произвольн ая π′-изолирован н ая под группа. О бозн ач им ч ерез H1 н ормали-
затор NG(H  ) под группы  H в  группе G и по ин д ук ции ч ерез Hi+1 —  под группу 
NG(Hi). И звестн о, ч то д ля н ек оторого n имеет место равен ство Hn = G, и ч то 
вместе с под группой  H в се ч лен ы  послед овательн ости H = H0 ≤ H1 ≤ … π′-изоли-
рован ы  в  группе G (см., н апр., [49, теорема 4.11]). 

Мы  примен им ин д ук цию по д лин е цепоч к и послед овательн ы х  н ормали-
заторов  под группы  H. 

Если H н ормальн а в  группе G, утв ерж д ен ие сразу ж е в ы тек ает из пред -
лож ен ия 1.4.4. Поэтому д алее буд ем пред полагать, ч то H1 = NG(H  ) является 
собствен н ой  Fπ-отд елимой  под группой  группы  G. 

Пусть g ∈ G —  произвольн ы й  элемен т, н е прин ад леж ащ ий  под группе H. 
Нам н еобход имо ук азать гомоморфизм ψ ∈ Ψπ(G), при к отором gψ ∉ Hψ. 

Поск ольк у под группа H1 Fπ-отд елима в  группе G, мы  мож ем сч итать, 
ч то в  д ей ств ительн ости g ∈ H1. И з пред лож ен ия 1.4.4 след ует, ч то н ай д ется 
под группа N ∈ Ωπ(H1), сод ерж ащая H и н е сод ерж ащая элемен та g. При этом 
поряд ок  элемен та g по мод улю под группы  N ок азы вается π-ч ислом. 

Воспользуемся FΠ-отд елимостью в сех  под групп N-группы  G и в ы бе-
рем под группу M ∈ ΩΠ(G) так им образом, ч тобы  g ∉ NM. Полагая G1 = G/M, N1 = 
NM/M и g1 = gM, мы  получаем к он еч н ую н ильпотен тн ую группу G1, под группу 
N1, сод ерж ащ ую образ HM/M под группы  H, и элемен т g1, поряд ок  к оторого по 
мод улю N1 отлич ен  от 1 и является π-ч ислом. 

Заметим теперь, ч то под группы  N1 и τπ′(G1) сод ерж атся в  π′-изоляторе 
под группы  N1 в  группе G1, к оторы й  сов пад ает с мн ож еством π′-к орн ей  из N1 и 
потому н е сод ерж ит элемен та g1. О тсюд а след ует, ч то g1 ∉ N1τπ′(G1) и, стало 
бы ть, образ элемен та g1 отн осительн о естеств ен н ого гомоморфизма группы  G1 
н а к он еч н ую π-группу G1/τπ′(G1) н е прин ад леж ит образу под группы  N1. Теоре-
ма д ок азан а. n  

Пред лож ен ие 1.3.6 позволяет н еск ольк о усилить получ ен н ы й  результат.  
С лед ствие 1.4.7. В р асшир ении N-гр у ппы  пр и пом ощи конеч ной  π-гр у п-

пы  все π′-изол ир ованны е подгр у ппы  Fπ-от д ел им ы . n  
К ак  уж е бы ло отмеч ен о после д ок азательства пред лож ен ия 1.4.2, огра-

н ич ен н ость н ильпотен тн ы х  групп, вообщ е говоря, н е является н еобход имой  
д ля справед ливости услов ия (1.4.1). Вместе с тем, разрешимая группа без к ру-
ч ен ия тогд а и тольк о тогд а облад ает свой ством FΠ-отд елимости в сех  под групп, 
к огд а он а прин ад леж ит к лассу S [46]. О бъед ин яя это утв ерж д ен ие и теоре-
му 1.4.6, мы  получаем, ч то н ильпотен тн ая группа без к руч ен ия уд овлетворяет 
услов ию (1.4.1) в  том и тольк о том случае, к огд а он а огран ич ен н ая. 
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§ 1.5. Fπ-отд елимость нильпотентных под групп 
N0-аппроксимируемых групп 

 
Теперь мы  х отим пок азать, ч то в  N0-аппрок симируемы х  группах  в се 

π′-изолирован н ы е N-под группы  являются Fπ-отд елимыми при любом в ы боре 
мн ож ества π. Сразу отметим, ч то примен ить д ля д ок азательства этого утвер-
ж д ен ия ту ж е ид ею, ч то и в  теореме 1.2.7, ок азы вается затруд н ительн о по сле-
д ующим прич ин ам. 

Д ля к аж д ого элемен та g N0-аппрок симируемой  группы  G и д ля к аж д ой  
π′-изолирован н ой  N-под группы  H мож н о ук азать гомоморфизм н а N0-группу, 
перевод ящ ий  g в  элемен т, н е прин ад леж ащ ий  образу под группы  H. О д н ак о 
послед н ий  н е обязан  бы ть при этом π′-изолирован н ой  и, след овательн о, Fπ-от-
д елимой  под группой . Поэтому прод олж ить это отображ ен ие д о гомоморфизма 
н а Fπ-группу, отд еляющего g от H мож ет ок азаться н евозмож н ы м. 

Привод имое д алее рассуж д ен ие след ует н еск ольк о ин ы м путем, прич ем 
в  д ей ств ительн ости уд ается д ок азать более сильн ое утв ерж д ен ие, н еж ели то, 
ч то бы ло сформулирован о в ы ше. 

Д ля н ачала мы  расширим н аши зн ан ия о π′-изоляторах  н ильпотен тн ы х  
под групп. Получ ен н ы е зд есь результаты  н еод н ок ратн о буд ут примен яться в  
д альн ей шем.  

П ред лож ение 1.5.1. П у ст ь G —  Fπ-аппр оксим ир у ем ая гр у ппа , H —  
нил ьпот ент ная подгр у ппа  гр у ппы  G ст у пени c. Тогд а  π′-изол ят ор  подгр у ппы  H 
в  гр у ппе G явл яет ся нил ьпот ент ной  подгр у ппой  ст у пени c и, сл ед оват ел ьно, 
совпад ает  с м нож ест вом  G H′π .  

Доказат ел ьст во. По услов ию под группа H уд овлетворяет тож д еству  
 [x1, x2, …, xc+1] = 1.  

Согласн о пред лож ен ию 1.2.3 этому тож д еству уд овлетв оряет и Fπ-замы -
к ан ие Fπ-ClG(H  ) под группы  H в  группе G. Поэтому π′-изолятор π′-IG(H  ), ле-
ж ащий  в  под группе Fπ-ClG(H  ), ок азы вается н ильпотен тн ой  группой  ступен и н е 
в ыше c. Так  к ак , с д ругой  сторон ы , он  сод ерж ит под группу H, то его ступен ь 
н ильпотен тн ости в  точ н ости рав н а c. n  

Д ля лок альн о цик лич еск их  под групп д ок азан н ое пред лож ен ие мож н о 
уточ н ить след ующим образом.  

П ред лож ение 1.5.2. В Fπ-аппр оксим ир у ем ой  гр у ппе π′-изол ят ор  пр оиз-
вол ьной  л окал ьно циклической  подгр у ппы  явл яет ся л окал ьно циклической  гр у п-
пой .  

Доказат ел ьст во. Пусть G —  Fπ-аппрок симируемая группа и H —  ее ло-
к альн о цик лич еск ая под группа. Нам д остаточ н о пок азать, ч то любы е д ва эле-
мен та под группы  π′-IG(H  ) порож д ают цик лич еск ую под группу.  

Л емма. П у ст ь g, h ∈ G и hq ∈ 〈g〉 д л я некот ор ого π′-числ а  q. Тогд а  под -
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гр у ппа  〈g, h〉 явл яет ся цикл ич еской .  
Доказат ел ьст во. Пусть hq = gk. Н е огран ич ивая общ н ости, мы  мож ем 

сч итать, ч то ч исло q является просты м. Поэтому возмож н ы  лишь д ва случая: 
q | k и (k, q) = 1. 

Если k = qk′, то в  силу пред лож ен ия 1.3.4 h = gk′ и 〈g, h〉 = 〈g〉. Если ж е 
(k, q) = 1, то ku + qv = 1 д ля н ек оторы х  целы х  ч исел u, v и, так  к ак  в в ид у пред ло-
ж ен ия 1.2.4 h ∈ CG(g),  
 g = gku+qv = hqugqv = (hugv)q, h = hku+qv = hkugkv = (hugv)k.  
Так им образом, 〈g, h〉 = 〈hugv〉. n  

Пусть теперь g и h —  произвольн ы е элемен ты  под группы  π′-IG(H  ). То-
гд а согласн о пред ы д ущ ему пред лож ен ию существуют так ие π′-ч исла q и r, ч то 
gr, hq ∈ H. О бозн ач им ч ерез f порож д ающий  под группы  〈gr, hq〉. 

Примен яя лемму к  элемен там h и f, мы  в ид им, ч то под группа 〈    f, h〉 явля-
ется цик лич еск ой  и порож д ается н ек оторы м элемен том f1. Сн ова примен яя 
лемму, теперь уж е к  элемен там f1 и g, получаем, ч то элемен ты  g и h прин ад ле-
ж ат цик лич еск ой  под группе 〈   f1, g〉. n  

След ующее утверж д ен ие так ж е служ ит уточ н ен ием пред лож ен ия 1.5.1 и 
од н ов ремен н о пред ставляет собой  первую ч асть осн ов н ой  теоремы  н астоящего 
параграфа.  

П ред лож ение 1.5.3. П у ст ь K —  кл асс Fπ-аппр оксим ир у ем ы х гр у пп б ез 
кр у ч ения, зам кну т ы й  от носит ел ьно взят ия подгр у пп и конеч ных пр ям ых пр о-
извед ений . Тогд а  в  л ю бой  K-аппр оксим ир у ем ой  гр у ппе π′-изол ят ор  пр оизвол ь-
ной  N-подгр у ппы  явл яет ся K-гр у ппой .  

Доказат ел ьст во. Пусть G —  K-аппрок симируемая группа и H —  
N-под группа группы  G. Пользуясь пред лож ен ием 1.2.6, в ы берем под группу 
N ∈ ΩK(G), трив иальн о пересек ающуюся с под группой  H. 

Пусть g —  произвольн ы й  элемен т из пересеч ен ия π′-IG(H  ) ∩ N. Ввид у 
Fπ-аппрок симируемости группы  G под группа π′-IG(H  ) совпад ает с мн ож ест-
вом G H′π , поэтому существует ч исло q так ое, ч то gq ∈ H. Заметим, ч то тогд а 
элемен т gq прин ад леж ит пересеч ен ию H ∩ N и, след овательн о, равен  1. Но 
группа G н е имеет к руч ен ия, поэтому g = 1. 

Так им образом, π′-IG(H  ) ∩ N = 1 и под группа π′-IG(H  ) в к лад ы вается в  
K-группу G/N. n  

Вторую полов ин у н ашей  теоремы  сод ерж ит  
П ред лож ение 1.5.4. П у ст ь K —  кл асс Fπ-аппр оксим ир у ем ы х гр у пп б ез 

кр у ч ения, зам кну т ы й  от носит ел ьно взят ия подгр у пп и конеч ных пр ям ых пр о-
извед ений , и пу ст ь в  л ю бой  K-гр у ппе Fπ-зам ыкание пр оизвол ьной  S1-подгр у ппы  
совпад ает  с м нож ест вом  π′-кор ней  из эт ой  подгр у ппы . Есл и гр у ппа  G K-ап-
пр оксим ир у ем а , т о и в  ней  Fπ-зам ыкание пр оизвол ьной  S1-подгр у ппы  совпад а-
ет  с м нож ест вом  π′-кор ней  из этой  подгр у ппы .  
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Доказат ел ьст во. Пусть H —  н ек оторая S1-под группа группы  G и g —  
произвольн ы й  элемен т из под группы  Fπ-ClG(H  ). Тогд а д ля к аж д ой  под груп-
пы  N ∈ ΩK(G) образ элемен та g в  фак тор-группе G/N прин ад леж ит под группе 
Fπ-ClG/N (HN/N  ), к оторая по услов ию сов пад ает с мн ож еством π′-к орн ей  из под -
группы  HN/N. 

Пользуясь пред лож ен ием 1.2.6, в ы берем под группу M∈ΩK(G), трив и-
альн о пересек ающуюся с H. Вв ид у ск азан н ого в ы ше поряд ок  элемен та gM 
фак тор-группы  G/M по мод улю под группы  HM/M к он еч ен  и рав ен  н ек оторо-
му π′-ч ислу q. Мы  х отим пок азать теперь, ч то д ля к аж д ой  под группы  N ∈ 
ΩK(G), леж ащ ей  в  M, поряд ок  элемен та gN по мод улю под группы  HN/N так -
ж е рав ен  q. 

Пусть N ∈ ΩK(G) —  произвольн ая под группа, леж ащая в  M, и пусть 
r = |gN| (mod HN/N  ). Тогд а (gM  )r ∈ HM/M и, след овательн о, q д елит r. 

Поск ольк у естествен н ы й  гомоморфизм группы  G н а G/M д ей ствует ин ъ-
ек тив н о н а под группе H, существует ед ин ствен н ы й  элемен т h ∈ H так ой , ч то 
hM = gqM. Точ н о так  ж е имеется лишь од ин  элемен т f ∈ H, уд овлетворяющий  
услов ию f  N = grN. И з привед ен н ы х  равен ств  в ы тек ает, ч то htM = f  M, гд е t = r/q. 
Н о h−tf ∈ H, а пересеч ен ие под групп H и M трив иальн о. Поэтому f = ht. 

Тем самым, мы  получаем след ующ ие соотн ошен ия, имеющие место в  
фак тор-группе G/N: 
 (gN  )qt = (gN  )r = f  N = (hN  )t.  

Заметим теперь, ч то K-группа G/N Fπ-аппрок симируема и в  силу пред -
лож ен ия 1.3.4 облад ает свой ством од н озн ач н ости извлеч ен ия π′-к орн ей . О тсю-
д а (gN  )q = hN ∈ HN/N и, стало бы ть, поряд ок  r элемен та gN по мод улю под груп-
пы  HN/N сов пад ает с q. 

И так , элемен т gq прин ад леж ит под группе HN д ля к аж д ой  под группы  N ∈ 
ΩK(G), леж ащей  в  M. Напомн им, ч то в  соответствии с пред лож ен ием 1.2.5 под -
группа H является K-отд елимой  в  группе G, т. е. K-ClG(H  ) = H. С  д ругой  сторо-
н ы , по пред лож ен ию 1.2.2 
 K-ClG(H  ) =

( ),N G
N M

HN
∈Ω

≤

∩
K

 

 
Так им образом, gq ∈ H и, след овательн о, Fπ-ClG(H  ) = G H′π , ч то и требо-

валось. n  
Непосред ствен н о из пред лож ен ий  1.5.3 и 1.5.4, а так ж е пред лож ен ия 1.5.1 

вы тек ает иск омая  
Теорема 1.5.5. П у ст ь G —  N0-аппр оксим ир у ем ая гр у ппа , H —  N-под -

гр у ппа  гр у ппы  G ст у пени c, π —  некот ор ое м нож ест во пр ост ых чисел . Тогд а 
м нож ест во π′-кор ней  из подгр у ппы  H явл яет ся Fπ-от д ел им ой  N-подгр у ппой  
ст у пени c. В ч аст ност и, каж д ая π′-изол ир ованная N-подгр у ппа  гр у ппы  G 
Fπ-от д ел им а . 

Есл и гр у ппа  G аппр оксим ир у ет ся конеч но пор ож д енны м и нил ьпот ент -
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ны м и гр у ппам и б ез кр у ч ения, т о м нож ест во π′-кор ней  из подгр у ппы  H т акж е 
явл яет ся конеч но пор ож д енной  подгр у ппой .  

Доказат ел ьст во. В самом д еле, в  силу пред лож ен ия 1.5.4 справед ливы  
равен ства 
 G H′π = π′-IG(H  ) = Fπ-ClG(H  ).  

И з пред лож ен ия 1.5.3 след ует, ч то под группа π′-IG(H  ) является огран и-
ч ен н ой  или к он еч н о порож д ен н ой  н ильпотен тн ой  в  зависимости от того, к ак им 
к лассом аппрок симируется группа G. И , н ак он ец, ступен ь н ильпотен тн ости 
этой  под группы  рав н а c в в ид у пред лож ен ия 1.5.1. n  

Заметим, ч то в  силу пред лож ен ия 1.2.6 произвольн ая S-под группа N0-ап-
прок симируемой  группы  прин ад леж ит к лассу N0. Поэтому теорема 1.5.5 утв ер-
ж д ает, в  ч астн ости, Fπ-отд елимость в сех  π′-изолирован н ы х  S-под групп N0-ап-
прок симируемой  группы . Примен яя к  этому результату пред лож ен ие 1.3.6, мы  
получаем  

С лед ствие 1.5.6. В р асшир ении N0-аппр оксим ир у ем ой  гр у ппы  пр и пом о-
щи конечной  π-гр у ппы  все π′-изол ир ованны е S-подгр у ппы  Fπ-от д ел им ы . n  

При этом н еобход имо отметить, ч то S-под группы  поч ти N0-аппрок сими-
руемы х  групп уж е, разумеется, н е обязан ы  бы ть н ильпотен тн ы ми. 

  



 
Ч А С ТЬ  2. О ТДЕЛ И М О С ТЬ  Ц И К Л И Ч ЕС К И Х  П О Д ГРУ П П   

О Б О Б Щ ЕН Н Ы Х  С ВО Б О Д Н Ы Х  П РО И ЗВЕД ЕН И Й ДВУ Х  ГРУ П П  

§ 2.1. К онструкция свободного произведения групп  
с объ единенной  подгруппой  

 
К ак явствует  и з  н а зва н и я, вторая часть работы  цели ком  п освящ ен а  оп и -

сан и ю  Fπ-отдели м ы х ци кли чески х п одгру п п  обобщ ен н ы х свободн ы х п рои зве-
ден и й гру п п . В этом  п араграфе м ы  н а п ом н и м  оп ределен и е и  н екоторы е хорошо 
и звестн ы е свойства  кон стру кци и  свободн ого п рои зведен и я дву х гру п п  с объ -
еди н ен н ой п одгру п п ой. К ром е того, з десь ока з алось у м естн ы м  п ри вести  одн о 
всп ом огательн ое у тверж ден и е, н еобходи м ое для дока з ательства  теорем ы  2.5.10 
и з  § 2.5 (п редлож ен и е 2.1.9). 

Пусть A и  B —  две гру п п ы , з ада н н ы е следу ю щ и м и  п редставлен и ям и :  
 A = 〈a1, a2, …; u1, u2, …〉, B = 〈b1, b2, …; v1, v2, …〉.  
Пусть т акж е H —  п одгру п п а  гру п п ы  A, K —  п одгру п п а  гру п п ы  B и  ϕ —  и з о-
м орфи з м  гру п п ы  H н а  гру п п у  K. С вободн ы м  пр ои зведен и ем  гр упп A и  B с под-
гр уппам и  H и  K, объ еди н ен н ы м и  в соот вет ст ви и  с и зом ор фи зм ом  ϕ (и ли , ко-
роче, обобщен н ы м  свободн ы м  пр ои зведен и ем  гр упп A и  B), н а з ывается гру п п а  
G = (A ∗ B; H = K, ϕ), з адаваем ая п редставлен и ем  ви да :  
 G = 〈a1, a2, …, b1, b2, …; u1, u2, …, v1, v2, …, h = hϕ (h ∈ H  )〉.  
При  этом  гру п п ы  A и  B н а з ываю т  свободн ы м и  м н ож и т елям и , H и  K —  объ еди -
н яем ы м и  подгр уппам и . 

Введен н ы е обоз н ачен и я м ы  будем  п редп олагать фи кси рован н ы м и  н а  
п ротяж ен и и  всей второй части . Такж е без  доп олн и тельн ы х оговорок будем  счи -
т ать всюду, что обобщ ен н ое свободн ое п рои зведен и е G н етри ви альн о, т. е. H и  
K являю тся собствен н ы м и  п одгру п п а м и  свободн ы х м н ож и телей A и  B. 

Из  оп ределен и я гру п п ы  G следует, что каж ды й ее элем ен т  g оп ределяет -
ся н екоторы м  словом  w от  п орож даю щ и х a1, a2, …, b1, b2, …. Легко ви деть, что 
с и сп ольз ован и ем  оп ределяю щ и х соотн ошен и й h = hϕ слово w м ож ет  бы ть п ри -
веден о к ви ду  w1…wn, где 
 1) каж ды й сом н ож и тель wi является словом  ли бо только от  п орож даю щ и х 

a1, a2, … (A-слогом ), ли бо только от  п орож даю щ и х b1, b2, … (B-слогом ); 
 2) если  n > 1, то соседн и е слоги  wi и  wi+1 н е являю тся одн оврем ен н о A-сло-

гам и  и ли  B-слогам и ; 
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 3) если  n > 1, то ка ж ды й A-слог wi оп ределяет  в гру п п е A элем ен т, н е п ри -
н адлеж ащ и й п одгру п п е H, и  каж ды й B-слог wj оп ределяет  в гру п п е B 
элем ен т, н е п ри н адлеж ащ и й п одгру п п е K. 
Слово w от  п орож даю щ и х a1, a2, …, b1, b2, …, оп ределяю щ ее элем ен т  

g ∈ G и  удовлетворяю щ ее услови ям  1)  – 3), н а з ываю т  н есокр ат и м ой запи сью  
элем ен т а g. Следу ю щ ее у тверж ден и е и грает  ключеву ю  роль в дока з ательстве 
всех осн овн ы х свойств кон стру кци и  обобщ ен н ого свободн ого п рои зведен и я 
дву х гру п п .  

П редл ожение 2.1.1 [43, теорем а  4.4]. Всяки й элем ен т  гр уппы  G, обла-
дающи й н есокр ат и м ой запи сью  с ч и слом  слогов, больш и м  1, от ли ч ен  от  еди -
н и цы . n  

Неп осредствен н о и з  оп ределен и я гру п п ы  G следует, что отображ ен и е, п е-
реводящ ее п орож даю щ и е си м волы  a1, a2, … гру п п ы  A в соответствую щ и е п оро-
ж даю щ и е си м волы  a1, a2, … гру п п ы  G, з адает  гом ом орфи з м  α гру п п ы  A в гру п п у  
G. Ан алоги чн ы м  обра з ом  оп ределяется гом ом орфи з м  β гру п п ы  B в гру п п у  G.  

П редл ожение 2.1.2 [43, теорем а  4.3]. О т обр аж ен и я α и  β являют ся 
влож ен и ям и  гр упп A и  B в гр уппу G. Пр и  эт ом  Aα ∩ Bβ = Hα = Kβ. n  

Сформ ули рован н ое у тверж ден и е п озволяет  н а м  далее счи т ать свобод-
н ы е м н ож и тели  A и  B п одгру п п а м и  гру п п ы  G. При  этом  си м волы  H и  K ока з ы -
ваю тся дву м я ра з ли чн ы м и  обоз н ачен и ям и  одн ой и  той ж е п одгру п п ы  гру п п ы  
G, п оэтом у  п оследн ю ю  часто н а з ываю т  свободн ы м  пр ои зведен и ем  гр упп A и  B с 
объ еди н ен н ой подгр уппой и  з а п и сываю т  в ви де G = (A ∗ B; H  ), п редп олагая и з о-
м орфи з м  ϕ з ада н н ы м . М ы , одн ако, н е будем  и сп ольз овать т акое обоз н ачен и е, 
п оскольку  он о з атрудн яет  п он и м а н и е того, з ави си т  ли  то и ли  и н ое у тверж де-
н и е от  вы бора  и з ом орфи з м а  ϕ. В услови ях з н ачи тельн ого чи сла  рез ульт атов и з  
§§2.4–2.6 т акой з ави си м ости  н ет.  

П редл ожение 2.1.3. Пуст ь α и  β —  гом ом ор фи зм ы  гр упп A и  B в н еко-
т ор ую  гр уппу X, и  пуст ь hα = hϕβ для каж дого элем ен т а h ∈ H. Тогда сущест -
вует  гом ом ор фи зм  ρ гр уппы  G в гр уппу X, дейст ви е кот ор ого н а подгр уппах A 
и  B совпадает  с дейст ви ем  от обр аж ен и й α и  β, соот вет ст вен н о.  

Доказат ельст во. В сам ом  деле, если  гру п п а  G з ада н а  п редставлен и ем   
 G = 〈a1, a2, …, b1, b2, …; u1, u2, …, v1, v2, …, h = hϕ (h ∈ H  )〉,  
то п ри  отображ ен и и  в гру п п у  X п орож даю щ и х си м волов a1, a2, …, b1, b2, …, 
п ереводящ ем  си м вол ai в элем ен т  aiα и  си м вол bj в элем ен т  bjβ, все оп реде-
ляю щ и е соотн ошен и я п ереходят  в равен ства , сп раведли вы е в гру п п е X. n  

П редл ожение 2.1.4. Пуст ь g = g1…gn = f1…fm —  две н есокр ат и м ы е запи -
си  элем ен т а g. Тогда m = n и  для каж дого i, 1 ≤ i ≤ n, сущест вуют  элем ен т ы  hi, 
ki ∈ H т аки е, ч т о fi = higiki.  

Доказат ельст во будем  вести  и н ду кци ей п о n, п редп олагая без  п отери  
общ н ости , что n ≤ m. 
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Пусть сн ачала  n = 1, и  п редп олож и м , что m ≥ 2. Тогда  1
1 1 1mg f f− =… . 

Е сли  элем ен ты  g1 и  f1 н е п ри н адлеж ат  одн ом у  и  том у  ж е свободн ом у  
м н ож и телю , то левая часть этого равен ства  п редставляет  собой н есократи м у ю  
з а п и сь еди н и чн ого элем ен т а  гру п п ы  G дли н ы  m + 1, что п роти воречи т  п редло-
ж ен и ю  2.1.1. Е сли  элем ен ты  g1 и  f1 леж ат  в одн ой и  той ж е п одгру п п е A и ли  B, 
н о 1

1 1g f− ∉ H, м ы  сн ова  п олу чаем  в левой части  н есократи м у ю  з а п и сь еди н и цы  
дли н ы  m и  п роти воречи е с п редлож ен и ем  2.1.1. Након ец, если  1

1 1g f− ∈ H, то 
левая часть ока з ывается н есократи м ой з а п и сью  1 дли н ы  m − 1. Из  п редлож е-
н и я 2.1.1 теп ерь следует, что m = 2 и  1

1 1 2( ) 1g f f− = . Но отсюда  вы текает  включе-
н и е f2 ∈ H, что н евоз м ож н о. 

Таки м  обра з ом , m = 1 и  f1 = g1. 
Пусть теп ерь n ≥ 2 и  1 1

1 1 1n mg g f f− − =… … . 
Поскольку  з а п и сь элем ен т а  в левой части  н е м ож ет  бы ть н есократ и м ой, 

1
1 1g f− ∈ H. Полож и м  k1 = 1

1 1g f−  и  2f ′ = k1   f2. 
Тогда  п рои зведен и я g2…gn и  2f ′…fm п редставляю т  собой н есократи м ы е 

з а п и си  одн ого и  того ж е элем ен т а  дли н ы  n − 1 и  m − 1, соответствен н о. Из  и н -
ду кти вн ого п редп олож ен и я теп ерь следует, что n − 1 = m − 1 и  для каж дого i, 
2 ≤ i ≤ n, сущ ествую т  элем ен ты  hi, ki ∈ H т аки е, что 2f ′ = h2g2k2 и  fi = higiki п ри  i > 2. 

В рез ульт ате, f1 = g1k1, 1
2 1 2 2 2( )f k h g k−=  и  fi = higiki п ри  i > 2. n  

Таки м  обра з ом , лю бые две н есократи м ы е з а п и си  элем ен т а  g ∈ G содерж ат  
одн о и  то ж е число слогов, которое м ы  будем  н а з ывать дли н ой элем ен т а g и  обо-
з н ачать через  l(g). Следует  отм ети ть, что оп ределен н ая здесь дли н а  элем ен та  
отли чается от  дли н ы , вводи м ой в кн и ге [43]. Так, н ап ри м ер, все элем ен ты  и з  
п одгру п п  A и  B и м ею т  согласн о н ашем у  оп ределен и ю  еди н и чн у ю  дли н у, в то 
врем я как дли н а  в см ысле [43] элем ен тов и з  п одгру п п ы  H равн а  н улю . 

Из  п редлож ен и я 2.1.4 следует  т акж е, что в лю бы х дву х н есократ и м ы х 
з а п и сях элем ен т а  g н а  оди н аковы х м естах стоят  сом н ож и тели , леж ащ и е в од-
н ой и  той ж е п одгру п п е A и ли  B, и  это п озволяет  ввести  ещ е одн о п он ят и е. 

Элем ен т  g ∈ G н а з ывается ци кли ч ески  н есокр ат и м ы м , если  в его н есо-
крати м ой з а п и си  g = g1…gn п ри  n > 1 сом н ож и тели  g1 и  gn н е леж ат  одн оврем ен -
н о в A и ли  в B. В частн ости , все элем ен ты  дли н ы  1 ци кли чески  н есократи м ы . 
Ин ы м и  словам и , элем ен т  g н е является ци кли чески  н есократи м ы м  тогда  и  
только тогда , когда  он  и м еет  н ечетн у ю  дли н у, большу ю  1.  

П редл ожение 2.1.5. Пуст ь g —  пр ои звольн ы й элем ен т  гр уппы  G н еч ет -
н ой дли н ы  и  g1…g2n+1 —  его н есокр ат и м ая запи сь. Если  g н е сопр яж ен  н и  с 
каки м  элем ен т ом  и з м н ож ест ва A ∪ B, т о сущест вуют  т акое н ат ур альн ое 
ч и сло m≤n и  т акой элем ен т  f ∈ A\H ∪ B\K, ч т о  
 g = g1…gmgm+1…g(2n+1)−m 1

mfg− … 1
1g− , 

 
пр и ч ем  элем ен т  gm+1…g(2n+1)−m   f ци кли ч ески  н есокр ат и м , а элем ен т  1

mfg−  (ле-
ж ащи й в т ой ж е подгр уппе A и ли  B, где н аходят ся элем ен т ы  f и  gm) н е входи т  
в подгр уппу H.  
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Доказат ельст во. Восп ольз у ем ся и н ду кци ей п о n. 
Е сли  n = 1, то м ож н о п олож и ть m = 1 и  f = g3g1, п оскольку  элем ен т   

 g′ = 1
1g− gg1 = g2g3g1 = g2   f  

п о услови ю  н е п ри н адлеж и т  м н ож еству  A ∪ B. 
Пусть теп ерь n ≥ 2. Е сли  g2n+1g1 ∉ H, то элем ен т  g′ = 1

1g− gg1 ци кли чески  
н есократи м  и  м ы  сн ова  п олагаем  m = 1 и  f = g2n+1g1. 

Пусть g2n+1g1 ∈ H. Тогда  элем ен т  g′ и м еет  дли н у  2n − 1 и  п рои зведен и е 
2 2 1 2n ng g g− ′… , где 2 2 2 1 1n n ng g g g+′ = , п редставляет  собой его н есократи м у ю  з а п и сь. 
В си лу  и н ду кт и вн ого п редп олож ен и я элем ен т  g′ з а п и сывается в ви де  
 g′ = g2…gmgm+1…g(2n+1)−m 1

mfg− … 1
2g−   

для п одходящ и х чи сла  m ≥ 2 и  элем ен т а  f ∈ A\H ∪ B\K. О чеви дн о, что m и  f яв-
ляю тся и ском ы м и . n  

Из  дока з а н н ого у тверж ден и я вы текает   
П редл ожение 2.1.6. Для любы х двух элем ен т ов g, h ∈ G если  оди н  и з 

эт и х элем ен т ов и м еет  ч ет н ую  дли н у и  h = gq для н екот ор ого полож и т ельн ого 
ч и сла q, т о др угой элем ен т  т акж е и м еет  ч ет н ую  дли н у и  l(h) = l(g)q.  

Доказат ельст во. Д ействи тельн о, если  четн у ю  дли н у  и м еет  элем ен т  g, 
то у тверж ден и е очеви дн о. Предп олож и м  теп ерь, что этот  элем ен т  и м еет  н ечет -
н у ю  дли н у. 

Eсли  g н е соп ряж ен  н и  с каки м  элем ен том  и з  м н ож ества  A ∪ B, то в си лу  
п редлож ен и я 2.1.5 его м ож н о з а п и сать в ви де   
 g = g1…gmgm+1…gl(g)−m   1

mfg− … 1
1g− , 

 
для п одходящ и х m ∈ N и  f ∈ A\H ∪ B\K, т аки х что элем ен т  gm+1…gl(g)−m   f ци кли -
чески  н есократи м  и  fgm

−1 ∉ H. Тогда  п рои зведен и е  
 1 1

1 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 1

1

( ) ( )m m l g m m l g m m l g m m

q

g g g g f g g f g g f g g− −
+ − + − + − −

−

′ 
 
 

… … … … … …14444444244444443 , 

 
где f    ′ = 1

mfg− , п редставляет  собой н есократи м у ю  з а п и сь элем ен т а  h и   
 l(h) = q(l(g) − 2m + 1) + (2m − 1) —  
н ечетн ое чи сло. 

Е сли  ж е элем ен т  g соп ряж ен  с н екоторы м  элем ен том  u ∈ A ∪ B п ри  п о-
м ощ и  элем ен т а  w, то, и сп ольз уя и н ду кци ю  п о l(w), легко п ока з ать, что и  в этом  
случае элем ен т  h = w−1uqw и м еет  н ечетн у ю  дли н у. n  

П редл ожение 2.1.7. Гр уппа G обладает  элем ен т ом  пор ядка q т огда и  
т олько т огда, когда т аки м  элем ен т ом  обладает  хот я бы  оди н  и з свободн ы х 
м н ож и т елей A и  B.  

Доказат ельст во. Пусть g —  элем ен т  п орядка  q гру п п ы  G. Из  п редлож е-
н и я 2.1.6 следует, что он  и м еет  н ечет н у ю  дли н у  и  в си лу  п редлож ен и я 2.1.5 
соп ряж ен  с н екоторы м  ци кли чески  н есократ и м ы м  элем ен том  w, п орядок кото-
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рого т акж е равен  q. Э тот  элем ен т  w вви ду  п редлож ен и я 2.1.6 н е м ож ет  и м еть 
четн у ю  дли н у, следовательн о, он  п ри н адлеж и т  одн ом у  и з  свободн ы х м н ож и те-
лей A и  B. n  

При ведем  теп ерь два  рез ульт ат а  о п одгру п п ах обобщ ен н ого свободн ого 
п рои зведен и я. Первый и з  н и х и звестен  как теорем а  Х . Нейм а н  [28].  

П редл ожение 2.1.8. Пуст ь N —  н ор м альн ая подгр уппа гр уппы  G. Если  
N ∩ A = N ∩ B = 1, т о подгр уппа N свободн а. n  

П редл ожение 2.1.9. Пуст ь H и  K —  бескон еч н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  
и  пуст ь гр уппа G K-аппр окси м и р уем а для н екот ор ого класса гр упп K. Если  
подгр уппа K-ClG(H  ) ∩ A от ли ч н а от  H и  н е содер ж и т  элем ен т ов кон еч н ого 
пор ядка, т о пр ои звольн ая н еци кли ч еская абелева подгр уппа гр уппы  G сопр я-
ж ен а с н екот ор ой подгр уппой одн ого и з свободн ы х м н ож и т елей.  

Доказат ельст во. О боз н ачи м  через  h и  k п орож даю щ и е п одгру п п  H и  K, 
соответствен н о.  

Л ем м а  1. Для всякого н ат ур альн ого ч и сла n н айдет ся элем ен т  gn ∈ A\H, 
пр и н адлеж ащи й K-зам ы кан и ю  подгр уппы  H  n в гр уппе G.  

Доказат ельст во. Пусть g ∈ (K-ClG(H  ) ∩ A)\H. 
О чеви дн о, что если  элем ен т  g и м еет  бескон ечн ы й п орядок п о м одулю  

п одгру п п ы  H, то достаточн о п олож и ть gn = gn. Поэтом у  м ы  будем  счи т ать далее, 
что п орядок g п о м одулю  H кон ечен  и  равен  q. 

Вви ду  п редлож ен и я 1.2.4 K-ClG(H  ) ≤ CG(H  ), следовательн о, элем ен ты  g и  
h п ереста н овочн ы . Покаж ем , что элем ен т  gq м ож н о п редп олагать равн ы м  h. 

Д ействи тельн о, п усть gq = hm и  d = (m, q). Пусть т акж е m = dm′, q = dq′. 
Е сли  п редп олож и ть, что d ≠ 1, то и з  равен ств gq = hm и  [g, h] = 1 следует  

(gq′h−m′)d = 1. Но элем ен т  gq′h−m′ п ри н адлеж и т  п одгру п п е K-ClG(H  ) ∩ A, которая 
н е содерж и т  элем ен тов кон ечн ого п орядка , п оэтом у  f    q′ = hm′ и  м ы  п олу чаем  
п роти воречи е с тем , что п орядок элем ен т а  g п о м одулю  п одгру п п ы  H равен  q. 

Таки м  обра з ом , d = 1 и  для н екоторы х целы х чи сел u и  v и м еет  м есто ра -
вен ство mu + qv = 1. Полагая элем ен т  g′ равн ы м  guhv, м ы  п олу чаем , что  
 g′ ∈ K-ClG(H  ) ∩ A  
и  (g′)q = h. Так как к том у  ж е (q, u) = 1, то g′ ∉ H. 

Итак, будем  счи т ать далее, что gq = h. 
З афи кси руем  н екоторое н ат у ра льн ое чи сло n и  п редст ави м  его в ви де 

n = st, где s —  q-чи сло, а  t вз аи м н о п росто с q. 
Поскольку  g ∈ K-ClG(H  ), каж дом у  гом ом орфи з м у  ψ ∈ ΨK(G) соответст -

вует  н екоторое чи сло x т акое, что gψ = hxψ. Так как gq = h, то п орядок r элем ен т а  
hψ кон ечен  и  дели т  чи сло qx − 1. О тсюда  следует, в частн ости , что (q, r) = 1. Но 
тогда  чи сла  s и  r т акж е являю тся вз а и м н о п росты м и , и  п отом у  H  sψ = Hψ. 

Полож и м  gn = gt. Так как (q, t) = 1, то gt ∉ H, н о п ри  каж дом  гом ом орфи з м е 
ψ ∈ ΨK(G) элем ен т  gtψ входи т  в п одгру п п у  H  tψ = H  stψ = H  nψ, что и  требовалось. n  
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Л ем м а  2. Для любого н ееди н и ч н ого элем ен т а f ∈ H CG(   f    ) = CA(   f    ).  
Доказат ельст во. Покаж ем  вн ачале, что п одгру п п а  K а н т и н орм а льн а  в 

гру п п е B, т. е. для лю бого элем ен т а  b ∈ B\K и  для лю бого н ен улевого целого n 
b−1knb ∉ K. 

Пусть, н а п рот и в, для н екоторого элем ен т а  b ∈ B\K и  для н екоторого чи с-
ла  n, которое без  огра н и чен и я общ н ости  м ож н о счи т ать п олож и тельн ы м , и м еет  
м есто включен и е b−1knb ∈ K. Полож и м  f = [b−1gnb, gn], где gn —  элем ен т  и з  лем -
м ы  1. Тогда  элем ен т  f и м еет  н есократи м у ю  з а п и сь дли н ы  8 и  п отом у  н е равен  
еди н и це. О дн ако п ри  лю бом  гом ом орфи з м е ψ ∈ ΨK(G) обра з  элем ен т а  gn ока -
з ывается в обра з е п одгру п п ы  H  n = K  n, п оэтом у   
 (b−1gnb)ψ ∈ (b−1K  nb)ψ ⊆ Kψ  
и  fψ = 1. Тем  сам ы м  м ы  п олу чаем  п рот и воречи е с K-а п п рокси м и руем остью  
гру п п ы  G. 

Из  дока з а н н ого следует, в частн ости , что для лю бого н ееди н и чн ого эле-
м ен т а  f ∈ H CG(   f    ) ∩ B = K. 

Пусть теп ерь f ∈ H, g ∈ G —  п рои звольн ы е элем ен ты  и  g = g1…gn —  н е-
сократи м ая з а п и сь элем ен та  g, п ри чем  n ≥ 2. 

Е сли  g1 является B-слогом , то в си лу  дока з а н н ого 1
1g− fg1 ∉ K. Поэтом у  

элем ен т  
 g−1fg = 1

ng− … 1
2g− ( 1

1g− fg1)g2…gn  
и м еет  н есократи м у ю  з а п и сь дли н ы  2n − 1 и , в частн ости , g−1fg ≠ f. 

Ан а логи чн а я си ту а ци я и м еет  м есто, если  g1 является A-слогом , н о 
1

1g− fg1 ∉ H. Е сли  ж е элем ен т  1
1g− fg1 леж и т  в H, то  

 1
2g− ( 1

1g− fg1)g2 ∈ B\K,  
т ак что в лю бом  слу чае g−1fg ≠ f. n  

Е щ е для дальн ейши х рассу ж ден и й н а м  п отребуется оп и са н и е ком м у т и -
ру ю щ и х элем ен тов обобщ ен н ого свободн ого п рои зведен и я дву х гру п п . М ы  
п ри ведем  его в общ ем  ви де без  у чета  огра н и чен и й, н алож ен н ы х н а  п одгру п п ы  
H и  K в форм ули ровке н астоящ его п редлож ен и я.  

Л ем м а  3 [43, теорем а  4.5]. Пуст ь f и  g —  н екот ор ы е элем ен т ы  гр уппы  
G. Если  [f, g] = 1, т о и м еет  м ест о одн а и  т олько одн а и з следующи х т р ех воз-
м ож н ост ей: 
 1) оди н  и з элем ен т ов f, g сопр яж ен  с н екот ор ы м  элем ен т ом  подгр уппы  H; 
 2) оба элем ен т а f, g леж ат  в н екот ор ой подгр уппе, сопр яж ен н ой с A и ли  с 

B и  н и  оди н  и з н и х н е сопр яж ен  н и  с каки м  элем ен т ом  подгр уппы  H; 
 3) сущест вуют  элем ен т ы  u, w ∈ G, h1, h2 ∈ H и  целы е ч и сла s, t т аки е, ч т о 

f = u−1h1uws, g = u−1h2uwt и  [h1, h2] = [u−1h1u, w] = [u−1h2u, w] = 1, пр и ч ем  н и  f, 
н и  g н е сопр яж ен  н и  с каки м  элем ен т ом  и з м н ож ест ва A ∪ B. n  
Теп ерь м ы  м ож ем  п ерейти  н еп осредствен н о к дока з ательству  у тверж де-

н и я, сформ ули рован н ого в у слови и  п редлож ен и я. 
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Пусть L —  п рои звольн ая абелева  п одгру п п а  гру п п ы  G. Рассм отри м  три  
случая.  

С луч ай 1. Подгру п п а  L содерж и т  элем ен т  g, соп ряж ен н ы й с н екоторы м  
элем ен том  п одгру п п ы  H. 

Не огра н и чи вая общ н ости  рассу ж ден и й, м ы  м ож ем  счи т ать, что g ∈ H. 
Тогда  и з  лем м ы  2 сра з у  ж е следует, что лю бой ком м у ти ру ю щ и й с g элем ен т  
f ∈ L долж ен  п ри н адлеж ать п одгру п п е A.  

С луч ай 2. Подгру п п а  L содерж и т  элем ен т  g, соп ряж ен н ы й с н екоторы м  
элем ен том  м н ож ества  A ∪ B, и  н и  оди н  элем ен т  и з  L н е соп ряж ен  н и  с каки м  
элем ен том  и з  п одгру п п ы  H. 

М ы  сн ова  м ож ем  счи т ать, что g ∈ A ∪ B. Е сли  п ри  этом  g ∈ A, то в си лу  
лем м ы  3 (слу чай 2) п одгру п п а  L цели ком  содерж и тся в гру п п е A. И точн о т ак 
ж е, если  g ∈ B, то L ≤ B.  

С луч ай 3. Ни какой элем ен т  п одгру п п ы  L н е соп ряж ен  н и  с каки м  эле-
м ен том  и з  м н ож ества  A ∪ B. 

Пусть g —  н екоторы й элем ен т  п одгру п п ы  L. Покаж ем , что если  L ≠ 〈g〉, 
то и з  элем ен та  g в п одгру п п е L и звлекается корен ь н етри ви альн ой степ ен и . 

Вы берем  элем ен т  f ∈ L т аки м  обра з ом , чтобы  он  н е п ри н адлеж ал ци кли -
ческой п одгру п п е, п орож ден н ой элем ен том  g. Вви ду  лем м ы  3 (слу чай 3) м ы  
м ож ем  у ка з ать т аки е элем ен ты  u, w ∈ G и  т аки е целы е чи сла  m, n, s, t, что 
f = u−1hmuws, g = u−1hnuwt и  
 [u−1hmu, w] = [u−1hnu, w] = 1.  

Из  п оследн его соотн ошен и я следует, что  
 [hm, uwu−1] = [hn, uwu−1] = 1.  
Поэтом у  в си лу  лем м ы  2 ли бо m = n = 0, ли бо uwu−1 ∈ A. Вторая воз м ож н ость 
сра з у  ж е п ри води т  к п роти воречи ю , п оскольку  элем ен ты   
 f = u−1hm(uwu−1)su и  g = u−1hn(uwu−1)tu  
ока з ываю тся в п одгру п п е, соп ряж ен н ой с A п ри  п ом ощ и  элем ен т а  u. Таки м  
обра з ом , f = ws и  g = wt. 

Пусть d = (s, t) и  чи сла  q и  r т аковы , что sq + tr = d. Поскольку  f ∉ 〈g〉, t н е 
дели т  s и , следовательн о, d ≠ t. В то ж е врем я элем ен т  wd = grf r q п ри н адлеж и т  
п одгру п п е L и , стало бы ть, является и ском ы м  корн ем  и з  элем ен т а  g. 

Пусть теп ерь x —  п рои звольн ы й элем ен т  п одгру п п ы  L. Вви ду  огра н и че-
н и й, н а лож ен н ы х н а  эту  п одгру п п у, элем ен т  x соп ряж ен  с н екоторы м  ци кли че-
ски  н есократ и м ы м  элем ен том  н ееди н и чн ой дли н ы , п оэтом у  в соответстви и  с 
п редлож ен и ем  2.1.6 и з  н его н е м огу т  и звлекаться корн и  сколь угодн о высокой 
степ ен и . О боз н ачи м  через  y н екоторы й корен ь м акси м альн ой степ ен и , и звле-
каю щ и йся и з  элем ен т а  x в п одгру п п е L. Тогда  и з  дока з а н н ого только что н е-
м едлен н о следует, что L = 〈y〉. n 
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§ 2.2. О писание семей ства  ∆π(G) 
 
Настоящ и й п араграф содерж и т  оп и са н и е сем ейства  ∆π(G) всех Fπ-отде-

ли м ы х ци кли чески х п одгру п п  гру п п ы  G п ри  оп ределен н ы х услови ях, н акла -
дываем ы х н а  эту  гру п п у. Д а н н ое оп и са н и е леж и т  в осн ове всех рез ульт атов, 
п олу чен н ы х во второй части  работы . 

Преж де всего з а м ет и м , что если  N —  н екоторая п одгру п п а  и з  сем ейства  
Ωπ(G) и  R = N ∩ A, S = N ∩ B, то R ∈ Ωπ(A), S ∈ Ωπ(B) и  (R ∩ H  )ϕ = S ∩ K. Сем ейст -
во п ар п одгру п п , п олу чаем ы х п ересечен и ем  с гру п п а м и  A и  B всевоз м ож н ы х 
п одгру п п  и з  Ωπ(G), будет  и грать важ н у ю  роль в дальн ейшем  и з лож ен и и , п о-
этом у  м ы  введем  для н его сп еци альн ое обоз н ачен и е: Θπ. К ром е того, си м вола -
м и  Θπ(A) и  Θπ(B) будем  обоз н ачать п роекци и  этого сем ейства  н а  гру п п ы  A и  B. 

Д о си х п ор м ы  и м ели  дело ли шь с отдели м остью  в н екотором  классе 
гру п п . Введем  теп ерь более общ ее п он ят и е отдели м ости  сем ейством  н орм аль-
н ы х п одгру п п . 

Пусть Σ —  сем ейство н орм альн ы х п одгру п п  н екоторой гру п п ы  X. Б удем  
говори ть, что п одгру п п а  Y гру п п ы  X отдели м а  в X сем ейством  п одгру п п  Σ, если   
 

N
YN Y

∈Σ

=∩ . 
 
Таки м  образ ом , оп ределен н ая ра н ее отдели м ость п одгру п п ы  Y в классе K рав-
н оси льн а  отдели м ости  Y сем ейством  ΩK(X   ). 

О боз н ачи м  через  Λπ(A) и  Λπ(B) сем ейства  всех π′-и з оли рован н ы х ци кли -
чески х п одгру п п  свободн ы х м н ож и телей A и  B, отдели м ы х в эти х гру п п а х се-
м ействам и  Θπ(A) и  Θπ(B), соответствен н о. Пусть т акж е ( )AπΛ  и  ( )BπΛ  обо-
з н ачаю т  сем ейства  π′-и з оли рован н ы х ци кли чески х п одгру п п , н е отдели м ы х в 
гру п п ах A и  B сем ействам и  Θπ(A) и  Θπ(B). 

Поскольку  все п одгру п п ы  и з  сем ейства  Θπ(A) н орм альн ы  в гру п п е A и  
и м ею т  в н ей кон ечн ы й π-и н декс, и з  отдели м ости  н екоторой п одгру п п ы  сем ей-
ством  Θπ(A) следует  и  ее отдели м ость сем ейством  Ωπ(A). Таки м  обра з ом , 
Λπ(A) ⊆ ∆π(A) и  ( ) ( )A Aπ πΛ ⊇∆  (н а п ом н и м , что через  ( )Xπ∆  м ы  обоз н ачи ли  
сем ейство всех π′-и з оли рован н ы х ци кли чески х п одгру п п  гру п п ы  X, н е являю -
щ и хся Fπ-отдели м ы м и  в этой гру п п е). Ан алоги чн ы е у тверж ден и я и м ею т  м есто 
и  для п одгру п п  гру п п ы  B, п оэтом у  Λπ(B) ⊆ ∆π(B) и  ( ) ( )B Bπ πΛ ⊇∆ . 

Из  оп ределен и я сем ейств Θπ(A) и  Θπ(B) легко следует, что п рои звольн ая 
п одгру п п а  гру п п ы  A и ли  гру п п ы  B, Fπ-отдели м ая в гру п п е G, ока з ывается от -
дели м ой в A и ли  в B сем ейством  п одгру п п  Θπ(A) и ли  Θπ(B), соответствен н о. 
Неп осредствен н о и з  этого з а м еча н и я вы текает   

П редл ожение 2.2.1. Если  ци кли ч еская подгр уппа гр уппы  G пр и н адле-
ж и т  сем ейст ву ∆π(G), т о он а н е сопр яж ен а н и  с какой подгр уппой и з сем ей-
ст ва ( ) ( )A Bπ πΛ ∪Λ . n  

Д остаточн ое услови е сп раведли вости  обрат н ого у тверж ден и я содерж и т   
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Теорем а  2.2.2. Пуст ь гр уппа G удовлет вор яет  следующи м  двум  усло-
ви ям :  
(2.2.3) 

( ) ( )
1

N A M B
N M

π π∈Θ ∈Θ

= =∩ ∩  и  

(2.2.4) 
( )N A

HN H
π∈Θ

=∩ ,
( )M B

KM K
π∈Θ

=∩  

 
Тогда пр ои звольн ая π′-и золи р ован н ая ци кли ч еская подгр уппа гр уппы  G, н е со-
пр яж ен н ая н и  с какой подгр уппой и з сем ейст ва ( ) ( )A Bπ πΛ ∪Λ , пр и н адлеж и т  
сем ейст ву ∆π(G). В ч аст н ост и , гр уппа G Fπ-аппр окси м и р уем а.  

Доказат ельст во. Следуя Г . Б ау м слагу  [6], п рои звольн ы е п одгру п п ы  R ≤ A 
и  S ≤ B, удовлетворяю щ и е услови ю  (R ∩ H  )ϕ = S ∩ K, м ы  будем  н а з ывать (H, K, ϕ)-
совм ести м ы м и . Е сли  н орм альн ы е п одгру п п ы  R ≤ A и  S ≤ B (H, K, ϕ)-совм ести -
м ы , то отображ ен и е ϕR, S: HR/R → KS/S, ставящ ее в соответстви е элем ен ту  hR, 
h ∈ H, элем ен т  (hϕ)S, корректн о оп ределен о и  является и з ом орфи з м ом  п од-
гру п п . Поэтом у  м ож н о п острои ть гру п п у   
 GR, S = (A/R ∗ B/S; HR/R = KS/S, ϕR, S).  
При  этом  естествен н ы е гом ом орфи з м ы  гру п п ы  A н а  A/R и  гру п п ы  B н а  B/S 
п родолж аем ы  вви ду  п редлож ен и я 2.1.3 до гом ом орфи з м а  ρR, S гру п п ы  G н а  
гру п п у  GR, S.  

П редл ожение 2.2.5. Ядр о гом ом ор фи зм а ρR, S совпадает  с н ор м альн ы м  
зам ы кан и ем  в гр уппе G м н ож ест ва R ∪ S.  

Доказат ельст во. В сам ом  деле, если  гру п п ы  A и  B з ада н ы  п редставле-
н и ям и  A = 〈a1, a2, …; u1, u2, …〉 и  B = 〈b1, b2, …; v1, v2, …〉, то согласн о оп ределе-
н и ю  гру п п а  GR, S и м еет  следу ю щ ее п редставлен и е:  
 GR, S = 〈a1, a2, …, b1, b2, …; 
 u1, u2, …, v1, v2, …, r, s, hr = (hϕ)s (h ∈ H, r ∈ R, s ∈ S )〉.  

О чеви дн о, что с п ом ощ ью  п реобра з ован и й Ти це это п редставлен и е м о-
ж ет  бы ть п ри веден о к ви ду :  
 GR, S = 〈a1, a2, …, b1, b2, …; 
 u1, u2, …, v1, v2, …, h = (hϕ), r, s (h ∈ H, r ∈ R, s ∈ S )〉.  
Но это как ра з  и  оз н ачает, что GR, S есть фактор-гру п п а  гру п п ы  G п о н орм аль-
н ом у  з а м ы ка н и ю  м н ож ества  R ∪ S. n  

Е сли  теп ерь ψ —  п рои звольн ы й гом ом орфи з м  и з  сем ейства  Ψπ(G), и  R = 
ker ψ ∩ A, S = ker ψ ∩ B, то в си лу  дока з а н н ого только что п редлож ен и я ker ρR, S ≤ 
ker ψ. Таки м  обра з ом , каж ды й гом ом орфи з м  гру п п ы  G н а  кон ечн у ю  π-гру п п у  
п роходи т  через  гру п п у  GR, S п ри  п одходящ ем  вы боре п ары  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θπ. 
Э то оз н ачает, что если  ци кли ческая п одгру п п а  C гру п п ы  G является Fπ-отдели -
м ой, то для каж дого элем ен т а  g ∈ G \C сущ ествует  т а кая п ара  п одгру п п  (R, S ) ∈ 
Θπ, что обра з  элем ен т а  g отн оси тельн о гом ом орфи з м а  ρR, S н е п ри н адлеж и т  
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н екоторой Fπ-отдели м ой п одгру п п е гру п п ы  GR, S, содерж ащ ей обра з  п одгру п п ы  
C. Поэтом у  п ри  и з у чен и и  свойства  Fπ-отдели м ости  в гру п п е G класс обобщ ен -
н ы х свободн ы х п рои зведен и й кон ечн ы х π-гру п п  м ож ет  бы ть и сп ольз ован  в 
качестве п ром еж у точн ого. Реали з овать эту  и дею  п озволяет   

П редл ожение 2.2.6. Пуст ь R ∈ Ωπ(A), S ∈ Ωπ(B) и  (R ∩ H  )ϕ = S ∩ K. Гр уп-
па GR, S Fπ-аппр окси м и р уем а т огда и  т олько т огда, когда (R, S ) ∈ Θπ. Если  
гр уппа GR, S Fπ-аппр окси м и р уем а, т о все ее π′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е под-
гр уппы  Fπ-от дели м ы .  

Доказат ельст во. Е сли  гру п п а  GR, S Fπ-а п п рокси м и руем а , то сущ ествует  
п одгру п п а  NR, S ∈ Ωπ(GR, S), три ви а льн о п ересекаю щ аяся с кон ечн ы м и  п одгру п -
п а м и  A/R и  B/S. О боз н ачая через  N п рообра з  п одгру п п ы  NR, S отн оси тельн о го-
м ом орфи з м а  ρR, S, м ы  п олу чаем , что N ∩ A = R и  N ∩ B = S, т. е. (R, S ) ∈ Θπ. 

Д алее, в си лу  п редлож ен и я 2.1.8 п одгру п п а  NR, S свободн а  и , следователь-
н о, а п п рокси м и руется кон ечн о п орож ден н ы м и  н и льп отен т н ы м и  гру п п а м и  без  
кру чен и я [25]. Стало бы ть, гру п п а  GR, S п редставляет  собой расши рен и е N0-а п -
п рокси м и руем ой гру п п ы  п ри  п ом ощ и  кон ечн ой π-гру п п ы , и  все ее π′-и з оли ро-
ван н ы е ци кли чески е п одгру п п ы  Fπ-отдели м ы  вви ду  следстви я 1.5.6. 

О брат н о, п усть (R, S  ) ∈ Θπ, и  п усть п одгру п п а  N ∈ Ωπ(G) т акова , что 
N ∩ A = R и  N ∩ B = S. Тогда  ker ρR, S ≤ N и  п отом у  NρR, S ∩ A/R = NρR, S ∩ B/S = 1. Тем  
сам ы м , гру п п а  GR, S сн ова  ока з ывается расши рен и ем  свободн ой гру п п ы  п ри  
п ом ощ и  кон ечн ой π-гру п п ы , что и  обесп ечи вает  ее Fπ-а п п рокси м и руем ость. n  

Таки м  образ ом , для дока з ательства  Fπ-отдели м ости  да н н ой ци кли ческой 
п одгру п п ы  C гру п п ы  G н а м  достаточн о у м еть для каж дого элем ен т а  g ∈ G \C 
н аходи ть т аку ю  п ару  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θπ, что элем ен т  gρR, S н е п ри н адлеж и т  
н екоторой π′-и з оли рован н ой ци кли ческой п одгру п п е гру п п ы  GR, S, содерж ащ ей 
п одгру п п у  CρR, S. О т м ет и м , что хотя п одгру п п а  C, буду чи  Fπ-отдели м ой, явля-
ется π′-и з оли рован н ой в G, ее обра з  м ож ет  н е бы ть т аковы м  н и  п ри  каком  го-
м ом орфи з м е ρR, S гру п п ы  G н а  н етри ви альн ое обобщ ен н ое свободн ое п рои зве-
ден и е кон ечн ы х π-гру п п . Соответствую щ и й п ри м ер п ри води тся п о окон ча н и и  
дока з ательства . 

Реали з у ем  н а м ечен н у ю  схем у  рассуж ден и й. 
Пусть C —  π′-и з оли рован н ая ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  G, н е со-

п ряж ен н ая н и  с какой п одгру п п ой и з  ( ) ( )A Bπ πΛ ∪Λ , и  п усть g ∈ G —  п рои з -
вольн ы й элем ен т, н е п ри н адлеж ащ и й C. Пусть т акж е c —  п орож даю щ и й п од-
гру п п ы  C и  g = g1g2...gm, c = c1c2...cn —  н есократи м ы е з ап и си  элем ен тов g и  c. 
При м ен яя п ри  н еобходи м ости  п одходящ и й вн у трен н и й автом орфи з м  гру п п ы  
G, м ы  м ож ем  счи т ать далее, что элем ен т  c ци кли чески  н есократи м . 

Пусть сн ачала  n = 1, и  п у сть для оп ределен н ости  c ∈ A. 
З а м ети м , что если  (R, S ) ∈ Θπ, то все ци кли чески е п одгру п п ы  свободн ы х 

м н ож и телей гру п п ы  GR, S (кон ечн ы х π-гру п п ) π′-и з оли рован ы . Поэтом у  в дан н ом  
слу чае н а м  достаточн о у ка з ать т аку ю  п ару  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θπ, что gρR, S ∉ CρR, S. 
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По услови ю  п одгру п п а  C отдели м а  п одгру п п а м и  и з  сем ейства  Θπ(A). 
Поэтом у  в слу чае, когда  g ∈ A, н айдется п ара  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θπ т а кая, что 
g ∉ CR и , следовательн о, gρR, S ∉ CρR, S. 

Пусть g ∉ A. Тогда  п ри  m = 1 g = g1 ∈ B\K. Е сли  ж е m > 1, то каж ды й слог gi 
н есократи м ой з а п и си  элем ен т а  g п ри н адлеж и т  одн ом у  и з  свободн ы х м н ож и те-
лей и  н е входи т  в объ еди н яем у ю  п одгру п п у. 

Вви ду  услови я (2.2.4) отдели м ости  объ еди н яем ы х п одгру п п  сем ействам и  
Θπ(A) и  Θπ(B), для каж дого i (1 ≤ i ≤ m) м ож н о у ка з ать п ару  п одгру п п  (Ri, Si) ∈ Θπ 
т акую , что gi ∉ HRi, если  gi ∈ A, и  gi ∉ KSi, если  gi ∈ B. Полож и м   
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Из  оп ределен и я сем ейства  Θπ легко следует, что п ара  п одгру п п  (R, S ) 
сн ова  п ри н адлеж и т  этом у  сем ейству. О чеви дн о т акж е, что l(gρR, S) = l(g), и  если  
m = 1, то gρR, S ∈ BρR, S\KρR, S. Таки м  обра з ом , в этом  слу чае элем ен т  gρR, S т акж е 
н е п ри н адлеж и т  п одгру п п е CρR, S. 

Из  дока з а н н ого следует, в частн ости , что гру п п а  G Fπ-а п п рокси м и руем а . 
В сам ом  деле, услови е (2.2.3) оз н ачает, что еди н и чн ая п одгру п п а  п ри -

н адлеж и т  сем ействам  Λπ(A) и  Λπ(B). Из  н его вы текает  т акж е, что гру п п ы  A и  B 
н е и м ею т  π′-кру чен и я, п оэтом у  в си лу  п редлож ен и я 2.1.7 π′-кру чен и я н ет  и  в 
гру п п е G. 

Таки м  обра з ом , три ви альн ая п одгру п п а  гру п п ы  G π′-и з оли рован а  в G и  
н е соп ряж ен а  н и  с какой п одгру п п ой и з  сем ейства  ( ) ( )A Bπ πΛ ∪Λ . Следова -
тельн о, он а  п ри н адлеж и т  сем ейству  ∆π(G), что и  дает  требуем ы й рез ульт ат. 

Пусть теп ерь n ≥ 2. К ак и  выше, н айдем  п ару  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θπ т аку ю , 
что l(gρR, S) = l(g) и  l(cρR, S) = l(c). З а м ети м , что з а п и сь элем ен т а  cρR, S п о-п реж н е-
м у  является ци кли чески  н есократи м ой. 

Д ля лю бой п ары  п одгру п п  (U, V  ) ∈ Θπ т акой, что U ≤ R и  V ≤ S, и м еет  м е-
сто равен ство l(cρU, V) = l(c) > 1. Поэтом у  в си лу  п редлож ен и я 2.1.6 и з  элем ен т а  
cρU, V н е м огу т  и звлекаться корн и  сколь у годн о высокой степ ен и . Из  п редлож е-
н и я 1.5.2 теп ерь следует, что π′-и з олятор FU, V п одгру п п ы  CρU, V в гру п п е GU, V 
является ци кли ческой п одгру п п ой. Покаж ем , что п одгру п п ы  U и  V м ож н о вы -
брать т аки м  обра з ом , чтобы  элем ен т  gρU, V н е п ри н адлеж ал п одгру п п е FU, V. 

З а п и шем  чи сло n в ви де n = qt, где q является π-чи слом , а  t —  π′-чи слом , 
если  π ≠ Π, и  t = 1, если  π = Π. Рассм отри м  два  слу чая. 

С луч ай 1. n н е дели т  mt. 
Так как n н е дели т  mt, то в си лу  п редлож ен и я 2.1.6 (gρR, S)t ∉ CρR, S. По-

каж ем , что тогда  gρR, S ∉ FR, S. 
Пусть fR, S обоз н ачает  п орож даю щ и й п одгру п п ы  FR, S, и  п усть (   fR, S)z = 

cρR, S. Из  п редлож ен и я 2.1.6 следует, что тогда  z | n. Но z является π′-чи слом , 
п оэтом у  он о дели т  t и , стало бы ть, (FR, S)t ≤ CρR, S. Таки м  обра з ом , п редп олагая, 
что gρR, S ∈ FR, S, м ы  п ри ходи м  к у тверж ден и ю  (gρR, S)t ∈ CρR, S, которое п рот и -
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воречи т  уст а н овлен н ом у  ра н ее. 
С луч ай 2. mt = nk для н екоторого п олож и тельн ого k. 
Так как п одгру п п а  C π′-и з оли рован а  в гру п п е G и  g ∉ C, то gt ≠ c±k. Из  ус-

т а н овлен н ой выше Fπ-а п п рокси м и руем ости  гру п п ы  G теп ерь следует, что су -
щ ествует  п одгру п п а  L ∈ Ωπ(G) т акая, что g−tck, g−tc−k ∉ L. Полож и м  U = R ∩ L, 
V = S ∩ L. 

Тогда  (gρU, V)t ≠ (cρU, V)±k и , т ак как l(gρU, V) = l(g) = m и  l(cρU, V) = l(c) = n, то 
(gρU, V)t ∉ CρU, V. К а к и  в ра з обра н н ом  выше слу чае, отсюда  вы текает, что 
gρU, V ∉ FU, V, и  дока з ательство н а  этом  з акон чен о. n  

При ведем  теп ерь обещ а н н ы й  
П ример 2.2.7. Пусть гру п п а  G з ада н а  п редставлен и ем  G = 〈a, b; a  p = b p〉, 

где p —  н екоторое п ростое чи сло. Ясн о, что эта  гру п п а  является свободн ы м  
п рои зведен и ем  бескон ечн ы х ци кли чески х гру п п  A = 〈a〉 и  B = 〈b〉 с ци кли чески -
м и  п одгру п п а м и  H = Ap и  K = B p, объ еди н ен н ы м и  отн оси тельн о очеви дн ого и з о-
м орфи з м а . 

Поскольку  свободн ое п рои зведен и е с ци кли чески м  объ еди н ен и ем  дву х 
кон ечн ы х p-гру п п  всегда  а п п рокси м и ру ется классом  Fp [18], и з  п редлож е-
н и я 2.2.6 следует, что для лю бого p-чи сла  n (An, B n) ∈ Θp. Поэтом у  каж дая 
p′-и з оли рова н н ая п одгру п п а  гру п п ы  A п ри н адлеж и т  сем ейству  Λp(A) и  ка ж -
дая p′-и з оли рова н н ая п одгру п п а  гру п п ы  B п ри н адлеж и т  сем ейству  Λp(B). В 
частн ости , з десь ока з ываю тся вы п олн ен н ы м и  услови я (2.2.3) и  (2.2.4) теоре-
м ы  2.2.2, и з  которой теп ерь вы текает, что п рои звольн ая p′-и з оли рова н н ая 
ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  G является Fp-отдели м ой в этой гру п п е. 

Полож и м  c = (ab)qa   p, где q —   н екоторое п ростое чи сло, отли чн ое от  p, 
и  п ока ж ем , что ци кли ческая п одгру п п а  C = 〈c〉 является p′-и з оли рова н н ой в 
гру п п е G. 

В сам ом  деле, теорем а  2.2.2 у тверж дает  в частн ости , что гру п п а  G Fp-а п -
п рокси м и руем а . Повторяя рассуж ден и е и з  дока з ательства  этой теорем ы , м ы  ви -
ди м , что p′-и з олятор D п одгру п п ы  C в гру п п е G является ци кли ческой гру п п ой. 

Пусть d —  н екоторы й п орож даю щ и й п одгру п п ы  D, и  п усть p′-чи сло n 
т аково, что d  n = c. Поскольку  элем ен т  c ци кли чески  н есократи м , элем ен т  d т ак-
ж е ци кли чески  н есократи м  и , следовательн о, и м еет  четн у ю  дли н у. При  этом  
nl(d ) = 2q, откуда  l(d ) = 2 и ли  l(d ) = 2q. В п ервом  слу чае и з  равен ства  d  n = c легко 
следует, что d = aba  pk для н екоторого п одходящ его целого k. Но тогда  a  pqk = a  p, 
что н евоз м ож н о. Поэтом у  l(d ) = 2q и  d = c. 

Таки м  обра з ом , п одгру п п а  C p′-и з оли рован а  в гру п п е G и , стало бы ть, 
Fp-отдели м а  в этой гру п п е. 

Покаж ем  теп ерь, что п ри  каж дом  гом ом орфи з м е ρR, S гру п п ы  G н а  н етри -
ви альн ое обобщ ен н ое свободн ое п рои зведен и е обра з  п одгру п п ы  C н е является 
p′-и з оли рован н ой п одгру п п ой гру п п ы  GR, S. 

Д ействи тельн о, для каж дой п ары  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θp, где R ≠ A и  S ≠ B, 
гру п п а  GR, S и м еет  п редставлен и е 
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 GR, S = 〈a, b; an = bn = 1, a  p = b p〉  
для п одходящ его p-чи сла  n. Полож и м  g = aba  px, где x удовлетворяет  услови ю  
qx ≡ 1 (mod n). Тогда  элем ен т  gρR, S и м еет  дли н у  2 и  п отом у  н е п ри н адлеж и т  
п одгру п п е С ρR, S, п орож ден н ой элем ен том  cρR, S дли н ы  2q. О дн ако, (gρR, S)q ∈ 
С ρR, S, и , т аки м  обра з ом , п одгру п п а  С ρR, S н е является p′-и з оли рова н н ой в 
гру п п е GR, S. n  

Теорем а  2.2.2 обобщ ает  рез ульт аты  Г . К и м а , п олу чен н ы е и м  в [21] для 
обобщ ен н ы х свободн ы х п рои зведен и й дву х πc-гру п п . К ром е того, Fπ-а п п рок-
си м и руем ость гру п п ы  G п ри  вы п олн ен и и  услови й (2.2.3) и  (2.2.4) уста н овлен а  
в [6] для слу чая π = Π и  в [40] для слу чая π = {p}. 

Соотн ошен и я (2.2.3) и  (2.2.4) часто н а з ываю т  фи льтраци он н ы м  услови -
ем  Г . Б ау м слага . Им ен н о он  в работе [6] вп ервы е и сп ольз овал класс обобщ ен -
н ы х свободн ы х п рои зведен и й кон ечн ы х гру п п  п ри  и з у чен и и  свойства  фи н и т -
н ой а п п рокси м и руем ости  свободн ого п рои зведен и я дву х гру п п  с объ еди н ен н ой 
п одгру п п ой. Поз ж е эта  м етоди ка  бы ла  п ерен есен а  н а  HNN-расши рен и я [5] и  
п ри м ен ен а  к и сследова н и ю  а п п рокси м и руем ости  свободн ы х кон стру кци й в 
други х классах кон ечн ы х гру п п  [40], [48]. 

Стои т  отм ети ть, что п очти  все «ап п рокси м аци он н ы е» рез ульт аты  для 
свободн ого п рои зведен и я дву х гру п п  с объ еди н ен н ой п одгру п п ой п олу чен ы  в 
п редп олож ен и и  сп раведли вости  услови й (2.2.3) и  (2.2.4). При  этом  усло-
ви е (2.2.3), как н етрудн о п ровери ть, является н еобходи м ы м  для Fπ-а п п рокси -
м и руем ости  гру п п ы  G. В н екоторы х слу чаях это верн о и  в от н ошен и и  усло-
ви я (2.2.4). Так, н а п ри м ер, М . Ш и рван и  [31] п ока з а л, что а п п рокси м и руем ость 
гру п п ы  G классом  Fπ влечет  з а  собой вы п олн ен и е услови я (2.2.4), если  π = Π и  
гру п п ы  A, B удовлетворяю т  н етри ви альн ом у  тож деству. Частн ы й слу чай этого 
у тверж ден и я и м еет  м есто для п рои звольн ого м н ож ества  π.  

П редл ожение 2.2.8. Пуст ь A и  B —  н и льпот ен т н ы е гр уппы . Если  гр уппа 
G Fπ-аппр окси м и р уем а, т о для н ее спр аведли во услови е (2.2.4).  

Доказат ельст во. Предп олож и м , н а п роти в, что услови е (2.2.4) н е вы п ол-
н яется. 

Пусть для оп ределен н ости  1 ( )N AH HN Hπ∈Θ= ≠∩ , и  п усть a ∈ H1\H, b ∈ B\K. 
Пусть т акж е сту п ен ь н и льп отен т н ости  гру п п ы  B равн а  c и   
 [ , , , ]

c

g a b b= …123 . 

 
Неп осредствен н ая п роверка  п оказ ывает, что п ри  лю бом  c элем ен т  g и м е-

ет  н есократи м у ю  з а п и сь н ееди н и чн ой дли н ы  и , следовательн о, отли чен  от  1. С 
другой сторон ы , H1 ≤ Fπ-ClG(H  ), п оэтом у  п ри  каж дом  гом ом орфи з м е ψ ∈ Ψπ(G) 
и м еет  м есто соотн ошен и е gψ ∈ γc+1(B) = 1. Тем  сам ы м , м ы  п олу чаем  п роти воре-
чи е с Fπ-а п п рокси м и руем остью  гру п п ы  G. n  

В общ ем  слу чае, одн ако, услови е (2.2.4) н е является н еобходи м ы м  для 
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сп раведли вости  у тверж ден и я теорем ы  2.2.2. Но п реж де, чем  п ри вести  соответ -
ствую щ и й п ри м ер, докаж ем   

С л едствие 2.2.9. Пуст ь гр уппа G пр едст авляет  собой обы ч н ое свобод-
н ое пр ои зведен и е Fπ-аппр окси м и р уем ы х гр упп A и  B. Тогда пр ои звольн ая π′-и зо-
ли р ован н ая ци кли ч еская подгр уппа гр уппы  G, н е сопр яж ен н ая н и  с какой под-
гр уппой и з сем ейст ва ( ) ( )A Bπ π∆ ∪∆ , являет ся Fπ-от дели м ой в гр уппе G.  

Доказат ельст во. Из  рез ульт атов работы  Д . Н. Аз арова  и  Д . Тьедж о [39] 
следует, что свободн ое п рои зведен и е дву х кон ечн ы х π-гру п п  всегда  является 
Fπ-а п п рокси м и руем ой гру п п ой. Поэтом у  сем ейства  Θπ(A) и  Θπ(B) совп адаю т  с 
сем ействам и  Ωπ(A) и  Ωπ(B), соответствен н о, и  услови я (2.2.3) и  (2.2.4) теоре-
м ы  2.2.2 равн оси льн ы  Fπ-а п п рокси м и руем ости  гру п п  A и  B. К ром е того, 
Λπ(A) = ∆π(A) и  Λπ(B) = ∆π(B), т ак что и ском ое у тверж ден и е вы текает  н еп осред-
ствен н о и з  теорем ы  2.2.2. n  

П ример 2.2.10. Пусть A —  свободн ая гру п п а  с м н ож еством  свободн ы х 
п орож даю щ и х a, b, B —  свободн ая гру п п а  с м н ож еством  свободн ы х п орож -
даю щ и х c, d, и  п усть H —  п одгру п п а  гру п п ы  A, п орож ден н ая элем ен т а м и  a и  
a1 = b−1ab, K —  п одгру п п а  гру п п ы  B, п орож ден н ая элем ен т а м и  c и  c1 = d  −1c2d. 
О чеви дн о, что у ка з а н н ы е п орож даю щ и е п одгру п п  H и  K п орож даю т  эти  п од-
гру п п ы  свободн о, и  п отом у  отображ ен и е, п ереводящ ее a в c и  a1 в c1, оп ределя-
ет  и з ом орфи з м  ϕ п одгру п п ы  H н а  п одгру п п у  K. 

Таки м  обра з ом , гру п п а   
 G = 〈a, b, c, d; a = c, b−1ab = d  −1c2d 〉  
является свободн ы м  п рои зведен и ем  гру п п  A и  B с п одгру п п а м и  H и  K, объ еди -
н ен н ы м и  от н оси тельн о и з ом орфи з м а  ϕ. 

Д окаж ем  теп ерь три  всп ом огательн ы х у тверж ден и я.  
Л ем м а  1. Ц и кли ч еская подгр уппа гр уппы  G н е пр и н адлеж и т  сем ейст ву 

∆Π(G) т огда и  т олько т огда, когда он а сопр яж ен а с подгр уппой, пор ож ден н ой 
элем ен т ом  ви да a2k.  

Доказат ельст во. Полагая в п редставлен и и   
 G = 〈a, b, c, d; a = c, b−1ab = d  −1c2d 〉  
гру п п ы  G t = bd  −1, с п ом ощ ью  очеви дн ы х п реобра з ован и й Ти це п ерейдем  к 
п редставлен и ю  
 G = 〈a, b, t; t−1at = a2〉,  
которое говори т  о том , что гру п п а  G является обы чн ы м  свободн ы м  п рои зведе-
н и ем  гру п п ы  C = 〈a, t; t−1at = a2〉 и  бескон ечн ой ци кли ческой гру п п ы  D с п орож -
даю щ и м  b. Вви ду  FΠ-а п п рокси м и руем ости  гру п п ы  C (см . [7], [26]) и  следст -
ви я 2.2.9 ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  G н е п ри н адлеж и т  сем ейству  ∆Π(G) 
тогда  и  только тогда , когда  он а  соп ряж ен а  с н екоторой п одгру п п ой и з  ( )CΠ∆ ∪ 

( )DΠ∆ = ( )CΠ∆ . 
К ак п ока з а н о в § Д .1 (теорем а  Д .1.8), сем ейство ( )CΠ∆  состои т  и з  п од-
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гру п п  гру п п ы  C, соп ряж ен н ы х с п одгру п п а м и , п орож даем ы м и  элем ен т а м и  ви -
да  ak. Но элем ен ты  a и  a2 соп ряж ен ы  в G, п оэтом у  ци кли ческая п одгру п п а  
гру п п ы  G н е является FΠ-отдели м ой тогда  и  только тогда , когда  он а  соп ряж ен а  
с н екоторой п одгру п п ой, п орож ден н ой элем ен том  ви да  a2k. n  

Л ем м а  2. Если  подгр уппа M и з сем ейст ва ΩΠ(A) (сем ейст ва ΩΠ(B)) пр и -
н адлеж и т  сем ейст ву ΘΠ(A) (соот вет ст вен н о, сем ейст ву ΘΠ(B)), т о пор ядок 
элем ен т а a (соот вет ст вен н о, элем ен т а с) по м одулю  подгр уппы  M являет ся 
н еч ет н ы м  ч и слом .  

Доказат ельст во. Пусть п одгру п п ы  M ∈ ΩΠ(A) и  N ∈ ΩΠ(B) (H, K, ϕ)-сов-
м ести м ы . Полож и м  H ∩ M = U и  K ∩ N = V, т ак что Uϕ = V. 

О чеви дн о, что п орядки  элем ен тов a и  a1 п о м одулю  п одгру п п ы  M долж н ы  
совп адать, и  так как фактор-гру п п а  H/U естествен н ы м  обра з ом  влож и м а  в фак-
тор-гру п п у  A/M, п орядки  эти х элем ен тов п о м одулю  п одгру п п ы  U совп адаю т. 

Переходя к обра з а м  отн оси тельн о ϕ, п олу чаем  совп аден и е п орядков 
элем ен тов c и  c1 гру п п ы  K п о м одулю  п одгру п п ы  V, а  п отом у  —  и  совп аден и е 
п орядков эти х элем ен тов п о м одулю  п одгру п п ы  N. О тсюда  следует, что п о м о-
дулю  N элем ен ты  c и  c2 и м ею т  оди н  и  тот  ж е п орядок, и , стало бы ть, п орядок 
элем ен т а  c п о м одулю  п одгру п п ы  N является н ечет н ы м  чи слом . 

Поскольку  п ри  и з ом орфи з м е п одгру п п ы  HM/M гру п п ы  A/M н а  п одгру п -
п у  KN/N гру п п ы  B/N, и н ду ци рован н ом  и з ом орфи з м ом  ϕ, элем ен ту  aM соответ -
ствует  элем ен т  cN, п орядок элем ен т а  a п о м одулю  M т акж е является н ечет н ы м  
чи слом . n  

Л ем м а  3. Если  ци кли ч еская подгр уппа гр уппы  G н е являет ся FΠ-от дели -
м ой, т о он а сопр яж ен а с н екот ор ой подгр уппой и з сем ейст ва ( ) ( )A BΠ ΠΛ ∪Λ .  

Доказат ельст во. В си лу  лем м ы  1, если  ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  
G н е является FΠ-отдели м ой, то он а  соп ряж ен а  с н екоторой п одгру п п ой F, п о-
рож ден н ой элем ен том  ви да  a2k. Покаж ем , что F ∉ ΛΠ(A). 

В сам ом  деле, п усть M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  ΘΠ(A). 
В си лу  лем м ы  2 п орядок m элем ен т а  a п о м одулю  п одгру п п ы  M является н е-
четн ы м  чи слом , и  п отом у  для н екоторого целого чи сла  l вы п олн ен о сравн ен и е 
2l ≡ 1 (mod m). Следовательн о, a ≡ a2l (mod M  ) и  ak ≡ (a2k)l (mod M  ), откуда  ak ∈ FM. 

Но п одгру п п а  F = 〈a2k〉 н е содерж и т  элем ен т а  ak. Таки м  обра з ом , он а  н е 
является отдели м ой сем ейством  ΘΠ(A). n  

Итак, п рои звольн ая ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  G, н е соп ряж ен н ая 
н и  с какой п одгру п п ой и з  сем ейства  ( ) ( )A BΠ ΠΛ ∪Λ , является FΠ-отдели м ой, 
т. е. для гру п п ы  G и м еет  м есто у тверж ден и е теорем ы  2.2.2. В то ж е врем я ус-
лови е (2.2.4) этой теорем ы  н е вы п олн ен о, п оскольку  элем ен т  c в си лу  лем м ы  2 
п ри н адлеж и т  п ересечен и ю  
 

( )N B
KN

Π∈Θ
∩ , 

н о н е п ри н адлеж и т  K. n  
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В з аключен и е отм ет и м , что теорем а  2.2.2 действи тельн о дает  оп и са н и е 
сем ейства  ∆π(G) ли шь в том  слу чае, когда  т акое оп и са н и е и м еется для сем ейств 
Θπ(A), Θπ(B) и  Λπ(A), Λπ(B). Тем  н е м ен ее этот  рез ульт ат  м ож ет  ока з аться п о-
лез н ы м  и  тогда , когда  уста н овлен ы  ли шь н екоторы е свойства  сем ейств Θπ(A) и  
Θπ(B), п озволяю щ и е п ровери ть услови я (2.2.3) и  (2.2.4). В этом  слу чае теоре-
м а  2.2.2 гара н т и рует  Fπ-отдели м ость всех π′-и з оли рован н ы х ци кли чески х п од-
гру п п  гру п п ы  G, п орож даем ы х ци кли чески  н есократи м ы м и  элем ен т а м и  н е-
еди н и чн ой дли н ы . 

  
§ 2.3. Д остаточны е усл овия м аксим а л ьности семей ства  ∆π(G) 

 
О чеви дн о, что п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  ( ) ( )A Bπ π∆ ∪∆  н е 

является Fπ-отдели м ой в гру п п е G. Нас теп ерь буду т  и н тересовать услови я, 
п ри  которы х сем ейство ∆π(G) является м акси м альн ы м , т. е. содерж и т  п рои з -
вольн у ю  π′-и з оли рован н у ю  ци кли ческу ю  п одгру п п у  гру п п ы  G, н е соп ряж ен -
н у ю  н и  с какой п одгру п п ой и з  сем ейства  ( ) ( )A Bπ π∆ ∪∆ . К аки м  обра з ом  это 
у тверж ден и е связ а н о с Fπ-а п п рокси м и руем остью  гру п п ы  G, п ока з ывает   

П редл ожение 2.3.1. М акси м альн ост ь сем ейст ва ∆π(G) влечет  за собой 
Fπ-аппр окси м и р уем ост ь гр уппы  G т огда и  т олько т огда, когда гр уппы  A и  B 
Fπ-аппр окси м и р уем ы .  

Доказат ельст во. Необходи м ость этого услови я очеви дн а . Д ля п роверки  
достаточн ости  следует  факти чески  п овтори ть одн о рассу ж ден и е и з  дока з атель-
ства  теорем ы  2.2.2. 

Поскольку  гру п п ы  A и  B Fπ-а п п рокси м и руем ы , еди н и чн ая п одгру п п а  
п ри н адлеж и т  сем ействам  ∆π(A) и  ∆π(B). К ром е того, отсюда  следует, что в 
гру п п ах A и  B (а  п отом у  и  в G) отсу тствует  π′-кру чен и е. Э то оз н ачает, что еди -
н и чн ая п одгру п п а  π′-и з оли рован а  в гру п п е G и , стало бы ть, вви ду  м акси м а ль-
н ости  сем ейства  ∆π(G) Fπ-отдели м а . n  

Им еет  м есто следую щ ее общ ее достаточн ое услови е м акси м а льн ости  
сем ейства  ∆π(G), обобщ аю щ ее а н алоги чн ы й рез ульт ат  Г . К и м а  [21] о фи н и т н ой 
отдели м ости  ци кли чески х п одгру п п  гру п п ы  G.  

Теорем а  2.3.2. Пуст ь гр уппы  A и  B Fπ-аппр окси м и р уем ы , и  пуст ь гр уп-
па G удовлет вор яет  следующи м  двум  услови ям :  
(2.3.3) подгр уппы  H и  K Fπ-от дели м ы  в гр уппах A и  B, соот вет ст вен н о; 
(2.3.4) ∀M ∈ Ωπ(A) ∀N ∈ Ωπ(B) ∃(R, S ) ∈ Θπ (R ≤ M ∧ S ≤ N  ).  
Тогда сем ейст во ∆π(G) являет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. О чеви дн о, что всякая п одгру п п а  F гру п п ы  A и ли  гру п -
п ы  B, Fπ-отдели м ая в A и ли  в B, ока з ывается отдели м ой сем ействам и  Θπ(A) 
и ли  Θπ(B), соответствен н о. Поэтом у, в частн ости , ∆π(A) = Λπ(A), ∆π(B) = Λπ(B) и  
гру п п а  G удовлетворяет  услови ю  (2.2.4) теорем ы  2.2.2. К ром е того, п оскольку  
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гру п п ы  A и  B Fπ-а п п рокси м и руем ы , гру п п а  G удовлетворяет  т а кж е у слови ю  
(2.2.3) этой теорем ы , что и  дает  требуем ы й рез ульт ат. n  

О т м ети м , что если  A и  B —  кон ечн ы е π-гру п п ы , то услови е (2.3.3) вы -
п олн яется автом ат и чески , а  Fπ-а п п рокси м и руем ость гру п п ы  G влечет  з а  собой 
и  сп раведли вость услови я (2.3.4). 

Д ействи тельн о, если  гру п п а  G а п п рокси м и руется классом  Fπ, он а  обла -
дает  п одгру п п ой N ∈ Ωπ(G), три ви альн о п ересекаю щ ейся со свободн ы м и  м н о-
ж и телям и . О тсюда  (1, 1) ∈ Θπ, что делает  у тверж ден и е (2.3.4) три ви альн ы м . 

Следу ю щ и й п ри м ер п ока з ывает  одн ако, что в общ ем  слу чае у слови я 
(2.3.3) и  (2.3.4) теорем ы  2.3.2 н е являю тся н еобходи м ы м и .  

П ример 2.3.5. Пусть C и  D —  н екоторы е гру п п ы , E —  п одгру п п а  гру п -
п ы  C, F —  п одгру п п а  гру п п ы  D. Пусть далее гру п п а  E1 и з ом орфн а  п одгру п п е E 
и  гру п п а  F1 и з ом орфн а  п одгру п п е F. О боз н ачи м  через  A (обы чн ое) свободн ое 
п рои зведен и е гру п п  C и  F1, через  B —  свободн ое п рои зведен и е гру п п  D и  E1. 
Пусть т а кж е H обоз н ачает  свободн ое п рои зведен и е E и  F1, K —  свободн ое 
п рои зведен и е E1 и  F, т ак что H ≤ A и  K ≤ B. 

З афи кси руем  н екоторы е и з ом орфи з м ы  α гру п п ы  E1 н а  E и  β гру п п ы  F1 
н а  F. Вви ду  п редлож ен и я 2.1.3 отображ ен и я α−1 и  β п родолж аем ы  до и з ом ор-
фи з м а  ϕ п одгру п п  H и  K. Таки м  обра з ом , м ы  м ож ем  п острои ть гру п п у   
 G = (A ∗ B; H = K, ϕ).  

Л ем м а  1. Если  гр уппы  C и  D Fπ-аппр окси м и р уем ы , т о сем ейст во ∆π(G) 
являет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. Пусть   
 C = 〈c1, c2, …; u1, u2, …〉, D = 〈d1, d2, …; v1, v2, …〉, 
 E1 = 〈e1, e2, …; w1, w2, …〉, F1 = 〈   f1, f2, …; t1, t2, …〉 —   
н екоторы е п редставлен и я гру п п  C, D, E1 и  F1. Тогда  гру п п а  G и м еет  следу ю щ ее 
п редставлен и е:  
 G = 〈c1, c2, …, d1, d2, …, e1, e2, …, f1, f2, …; 
 u1, u2, …, v1, v2, …, w1, w2, …, t1, t2, …, ei = eiα, fj = fjβ〉,  
где eiα —  н екоторое слово в си м волах c1, c2, … и  fjβ —  н екоторое слово в си м -
волах d1, d2, … Исключая си м волы  e1, e2, …, f1, f2, … и з  чи сла  обра з у ю щ и х 
гру п п ы  G и  у чи тывая, что п ри  этом  ка ж дое слово wi ока з ывается выводи м ы м  
и з  соотн ошен и й u1, u2, …, а  слово tj —  и з  соотн ошен и й v1, v2, …, м ы  п ри ходи м  
к п редставлен и ю   
 G = 〈c1, c2, …, d1, d2, …; u1, u2, …, v1, v2, …〉,  
и з  которого вы текает, что гру п п а  G является обы чн ы м  свободн ы м  п рои зведе-
н и ем  гру п п  C и  D. 

Следовательн о, в си лу  следстви я 2.2.9 π′-и з оли рован н ая ци кли ческая 
п одгру п п а  гру п п ы  G Fπ-отдели м а  в этой гру п п е тогда  и  только тогда , когда  он а  
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н е соп ряж ен а  н и  с какой п одгру п п ой и з  сем ейства  ( ) ( )C Dπ π∆ ∪∆ . Но  
 ( ) ( )C Aπ π∆ ⊆∆  и  ( ) ( )D Bπ π∆ ⊆∆ ,  
п оэтом у  каж дая π′-и з оли рован н ая ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  G, н е соп ря-
ж ен н ая н и  с какой п одгру п п ой и з  сем ейства  ( ) ( )A Bπ π∆ ∪∆ , является Fπ-отде-
ли м ой в G. n  

Таки м  обра з ом , для гру п п ы  G всегда  сп раведли во у тверж ден и е теоре-
м ы  2.3.2. Е сли , одн ако, п одгру п п ы  E и  F н е являю тся Fπ-отдели м ы м и  в гру п -
п ах C и  D, то Fπ-отдели м ость п одгру п п  H и  K в гру п п а х A и  B т акж е н е и м еет  
м еста . Следовательн о, услови е (2.3.3) теорем ы  2.3.2 н е является н еобходи м ы м . 

Теп ерь м ы  хоти м  п ока з ать, что н еобходи м ы м  н е будет  и  услови е (2.3.4). 
В этом  н а м  п ом ож ет   

Л ем м а  2. Если  для гр уппы  G спр аведли во услови е (2.3.4) и  подгр уппа E 
Fπ-от дели м а в гр уппе C, т о каж дая подгр уппа U ∈ Ωπ(E) т акж е являет ся 
Fπ-от дели м ой в гр уппе C.  

Доказат ельст во. О боз н ачи м  через  U1 обра з  п одгру п п ы  U от н оси тель-
н о и з ом орфи з м а  ϕ и  п олож и м  M = A, 1,ker D UN = ρ , где 1,D Uρ  —  гом ом орфи з м  
гру п п ы  B. Г ру п п а  1,D UB  и з ом орфн а  кон ечн ой π-гру п п е E1/U1, п оэтом у  N ∈ 
Ωπ(B) и  в си лу  услови я (2.3.4) сущ ествует  п а ра  п одгру п п  (R, S  ) ∈ Θπ т акая, 
что R ≤ M и  S ≤ N. 

Пусть V = R ∩ C. Тогда  V ∈ Ωπ(C ) и   
 V ∩ E = (R ∩ H  ) ∩ E = ((S ∩ K  ) ∩ E1)ϕ−1 ≤ U1ϕ−1 = U.  
О тсюда  легко следует, что п одгру п п а  U Fπ-отдели м а  в гру п п е C. 

В сам ом  деле, п усть c ∈ C —  п рои звольн ы й элем ен т, н е п ри н адлеж ащ и й 
п одгру п п е U. Е сли  c ∉ E, то вви ду  Fπ-отдели м ости  п одгру п п ы  E н айдется п од-
гру п п а  L ∈ Ωπ(C ) т акая, что c ∉ EL и , в частн ости , c ∉ UL. Е сли  ж е c ∈ E, то, как 
н етрудн о у беди ться, c ∉ UV. n  

Таки м  обра з ом , н а м  остается ли шь п ри вести  п ри м ер гру п п ы  C, обла -
даю щ ей т аки м и  п одгру п п а м и  E и  U ∈ Ωπ(E), что п ервая и з  н и х является Fπ-от -
дели м ой в гру п п е C, а  вторая —  н ет. 

В § 1.4 части  1 бы л п остроен  п ри м ер 1.4.3 расши рен и я N кон ечн ой 
π-гру п п ы  M п ри  п ом ощ и  Fπ-а п п рокси м и руем ой гру п п ы , которое сам о у ж е н е 
а п п рокси м и руется классом  Fπ. О боз н ачи м  через  C свободн у ю  гру п п у, и м ею -
щ ую  ба з и с той ж е м ощ н ости , что и  систем а  п орож даю щ и х гру п п ы  N, и  через  ψ 
—  н екоторы й гом ом орфи з м  гру п п ы  C н а  N. Тогда , п олагая U и  E равн ы м и , со-
ответствен н о, ядру  гом ом орфи з м а  ψ и  п рообра з у  п одгру п п ы  M, м ы  п олу чаем  
требуем ы й рез ульт ат. n  

Е щ е оди н  п ри м ер того, что Fπ-отдели м ость объ еди н яем ы х п одгру п п  н е 
следует  и з  м акси м альн ости  сем ейства  ∆π(G), н о у ж е для слу чая ци кли ческого 
объ еди н ен и я, доставляет  теорем а  2.5.11 и з  § 2.5. З а м ети м  т акж е, что хотя усло-
ви е (2.3.4) и  н е является н еобходи м ы м  для сп раведли вости  у тверж ден и я тео-
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рем ы  2.3.2, он о тем  н е м ен ее н е м ож ет  бы ть отброшен о. О б этом  сви детельст -
вует  п ри м ер 2.2.10 и з  п реды дущ его п араграфа .  

Теорем а  2.3.2, как и  теорем а  2.2.2, м ож ет  бы ть и сп ольз ован а  ли шь в том  
случае, когда  и звестн о вн у трен н ее оп и са н и е сем ейства  Θπ. Поскольку  п ара  
н орм альн ы х (H, K, ϕ)-совм ести м ы х п одгру п п  R ≤ A и  S ≤ B п ри н адлеж и т  этом у  
сем ейству  тогда  и  только тогда , когда  гру п п а  GR, S.Fπ-а п п рокси м и руем а , н али -
чи е т акого оп и са н и я равн оси льн о сущ ествован и ю  кри тери я Fπ-а п п рокси м и -
руем ости  обобщ ен н ого свободн ого п рои зведен и я дву х кон ечн ы х π-гру п п . 

Х орошо и звестн о [6], что свободн ое п рои зведен и е с объ еди н ен н ой п од-
гру п п ой дву х кон ечн ы х гру п п  всегда  является фи н и т н о а п п рокси м и ру ем ой 
гру п п ой. Поэтом у  и м еет  м есто  

П редл ожение 2.3.6. Если  подгр уппы  R ∈ ΩΠ(A) и  S ∈ ΩΠ(B) (H, K, ϕ)-совм е-
ст и м ы , т о сущест вует  т акая подгр уппа N ∈ ΩΠ(G), ч т о R = N ∩ A и  S = N ∩ B. n  

К ри тери й Fp-а п п рокси м и ру ем ости  обобщ ен н ого свободн ого п рои зведе-
н и я дву х кон ечн ы х p-гру п п  бы л п олу чен  Г . Х и гм ен ом  в работе [18]. Неп осред-
ствен н о и з  форм ули ровки  этого рез ульт ат а  вы текает   

П редл ожение 2.3.7. Пар а подгр упп (R, S ) пр и н адлеж и т  сем ейст ву Θp 
т огда и  т олько т огда, когда сущест вуют  последоват ельн ост и  подгр упп R = 
R0 ≤ R1 ≤ … ≤ Rm = A, S = S0 ≤ S1 ≤ … ≤ Sn = B т аки е, ч т о: 
 1) Ri ∈ Ωp(A), Sj ∈ Ωp(B) (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n); 
 2) |Ri+1/Ri| = |Sj+1/Sj| = p (0 ≤ i ≤ m − 1, 0 ≤ j ≤ n − 1); 
 3) и зом ор фи зм  ϕ от обр аж ает  м н ож ест во {Ri ∩ H } н а м н ож ест во {Sj ∩ K }.n  

При веден н ое у тверж ден и е п олу чен о Е . Д . Логи н овой в [40]. Следуя этой 
работе, п одгру п п ы  R и  S, удовлетворяю щ и е услови ям  п редлож ен и я 2.3.7, м ы  
будем  н а з ывать (H, K, ϕ, p)-совм ести м ы м и . 

В у п ом ян у той статье Х и гм ен а  отм ечен о, что если  A и  B —  кон ечн ы е 
p-гру п п ы , а  объ еди н яем ы е п одгру п п ы  H и  K являю тся ци кли чески м и  и ли  ле-
ж ат  в цен трах свободн ы х м н ож и телей, то Fp-а п п рокси м и руем ость гру п п ы  G 
всегда  и м еет  м есто. Тем  сам ы м  м ы  п олу чаем   

П редл ожение 2.3.8. Если  подгр уппы  H и  K являют ся ци кли ч ески м и  и ли  
леж ат  в цен т р ах свободн ы х м н ож и т елей A и  B, т о любы е две (H, K, ϕ)-сов-
м ест и м ы е подгр уппы  R ∈ Ωp(A) и  S ∈ Ωp(B) пр и н адлеж ат  сем ейст ву Θp. n  

При веден н ы е у тверж ден и я п ока з ываю т  что для и сп ольз ован и я теорем  
2.2.2 и  2.3.2 м ы  долж н ы  обладать достаточн о больши м  з а п асом  п ар (H, K, ϕ)- 
и ли  (H, K, ϕ, p)-совм ести м ы х п одгру п п . Э того м ож н о доби ться, н акладывая н а  
гру п п ы  A и  B ра з ли чн ы е услови я регулярн ости  п о п одгру п п а м  H и  K, к оп реде-
лен и ю  которы х м ы  сейчас и  п ереходи м . 

Пусть K —  н екоторый класс гру п п , X —  п рои звольн ая гру п п а , Y —  п од-
гру п п а  гру п п ы  X. Б удем  говори ть, что:  
1) гр уппа X K-р егуляр н а по подгр уппе Y, если  для всякой п одгру п п ы  M ∈ ΩK(Y  ) 
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н айдется п одгру п п а  N ∈ ΩK(X   ) т акая, что N ∩ Y = M; 
2) гр уппа X слабо K-р егуляр н а по подгр уппе Y, если  сущ ествует  т акая п од-

гру п п а  Q ∈ ΩK(Y  ), что для всякой п одгру п п ы  M ∈ ΩK(Y  ), леж ащ ей в Q, су -
щ ествует  п одгру п п а  N ∈ ΩK(X   ), удовлетворяю щ ая услови ю  N ∩ Y = M; 

3) гр уппа X K-квази р егуляр н а по подгр уппе Y, если  для всякой п одгру п п ы  
M ∈ ΩK(Y  ) н айдется п одгру п п а  N ∈ ΩK(X   ) т акая, что N ∩ Y ≤ M.  

Скаж ем  н есколько слов о терм и н ологи и . 
Пон ят и е регулярн ости  у п отребляется в ли терату ре только п ри м ен и тель-

н о к бескон ечн ы м  ци кли чески м  п одгру п п а м  и ли  п ара м  т аки х п одгру п п  и  толь-
ко в слу чае K = FΠ. Вп ервы е он о п ояви лось в работе Б . Эван са  [11] для обоз н а-
чен и я свойства , которое м ы  н а звали  слабой FΠ-регулярн остью . 

Г . Ни бло [29] п ерен ес это п он ят и е н а  п ары  п одгру п п  для и з у чен и я а п -
п рокси м аци он н ы х свойств HNN-расши рен и й гру п п . О н  н а звал гру п п у  X регу -
лярн ой п о п аре {h, k} элем ен тов бескон ечн ого п орядка , если  сущ ествует  т акое 
н ату ральн ое ε, что для всякого н ату ральн ого λ н айдется п одгру п п а  Nλ ∈ ΩΠ(X   ), 
удовлетворяю щ ая услови ям  Nλ ∩ 〈h〉 = 〈hελ〉 и  Nλ ∩ 〈k〉 = 〈kελ〉. 

Пон ят и е кваз и регулярн ости  бы ло введен о Г . К и м ом  и  С. Тан гом  [24] 
т акж е для п ар бескон ечн ы х ци кли чески х п одгру п п . Их оп ределен и е выгляди т  
следу ю щ и м  обра з ом : гру п п а  X кваз и регулярн а  п о п аре {h, k} элем ен тов беско-
н ечн ого п орядка , если  для каж дого н ат у ра льн ого ε м ож н о у ка з ать н ат у ральн ое 
чи сло λ и  п одгру п п у  Nλ ∈ ΩΠ(X   ), удовлетворяю щ и е услови ям  Nλ ∩ 〈h〉 = 〈hελ〉 и  
Nλ ∩ 〈k〉 = 〈kελ〉. 

О т м ети м , что гру п п у, являю щ уюся (слабо) FΠ-регулярн ой п о бескон еч-
н ой ци кли ческой п одгру п п е Y н а з ываю т  т акж е (слабо) Y-м ощ н ой. Э ти  терм и н ы  
бы ли  п редлож ен ы  С. Тан гом  [33].  

Ясн о, что и з  трех введен н ы х н а м и  услови й сам ы м  си льн ы м  является 
K-регулярн ость. Легко ви деть т акж е, что если  класс K з а м кн у т  отн оси тельн о 
взяти я п одгру п п  и  кон ечн ы х п рям ы х п рои зведен и й, то слабая K-регулярн ость 
влечет  K-ква з и регулярн ость. 

Д алее н ас будет  и н тересовать ли шь слу чай, когда  K = Fπ. 
О чеви дн о, что если  гру п п а  A является FΠ-регулярн ой п о п одгру п п е H, 

то вви ду  п редлож ен и я 2.3.6 сем ейство ΘΠ(B) совп адает  с сем ейством  ΩΠ(B). 
О тсюда  следует, что отдели м ость в гру п п е B сем ейством  ΘΠ(B) равн оси льн а  
обы чн ой фи н и т н ой отдели м ости  и , в частн ости , ΛΠ(B) = ∆Π(B). 

Точн о т ак ж е и з  п редлож ен и я 2.3.8 следует, что если  п одгру п п ы  H и  K 
являю тся ци кли чески м и  и ли  леж ат  в цен трах свободн ы х м н ож и телей, то Fp-ре-
гулярн ость гру п п ы  A п о п одгру п п е H влечет  з а  собой м акси м а льн ость сем ей-
ства  Θp(B), а  п отом у  и  равен ство Λp(B) = ∆p(B). Сейчас м ы  п окаж ем , что это 
у тверж ден и е остается верн ы м  и  п ри  сн яти и  огра н и чен и й с п одгру п п  H и  K. 

Нап ом н и м , что н орм альн ы й ряд гру п п ы  н а з ывается главн ы м , если  все 
его факторы  являю тся п росты м и  гру п п а м и . 

Х орошо и звестн о, что каж дая кон ечн ая p-гру п п а  обладает  н етри ви аль-
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н ы м  цен тром  и  п отом у  содерж и т  н орм альн у ю  ци кли ческую  п одгру п п у  п орядка  
p. При м ен яя очеви дн у ю  и н ду кци ю  п о п орядку  гру п п ы , м ы  п ри ходи м  к сле-
дую щ ем у  у тверж ден и ю .  

П редл ожение 2.3.9. К аж дая кон еч н ая p-гр уппа обладает  главн ы м  р я-
дом . Н ор м альн ы й р яд кон еч н ой p-гр уппы  являет ся главн ы м  т огда и  т олько т о-
гда, когда его факт ор ы  пр едст авляют  собой ци кли ч ески е гр уппы  пор ядка p. n  

Столь ж е очеви дн о  
П редл ожение 2.3.10. Пр ои звольн ы й н ор м альн ы й р яд в кон еч н ой p-гр уппе 

м ож ет  бы т ь уплот н ен  до главн ого. n  
П редл ожение 2.3.11. Пуст ь H0 ≤ H1 ≤ … ≤ Hn = H —  последоват ельн ост ь 

подгр упп и з сем ейст ва Ωp(H  ), пор ядки  факт ор ов кот ор ой являют ся дели т е-
лям и  ч и сла p. Если  для каж дого i, 0 ≤ i ≤ n, сущест вуют  подгр уппы  Ci ∈ Ωp(A) и  
Di ∈ Ωp(B) т аки е, ч т о (Ci ∩ H  )ϕ = Hiϕ = Di ∩ K, т о подгр уппы   
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(H, K, ϕ, p)-совм ест и м ы .  
Доказат ельст во. Не огра н и чи вая общ н ости  рассу ж ден и й, м ож н о счи -

т ать, что Cn = A и  Dn = B. Полож и м  для каж дого j = 0, …, n   
 

n

j i
i j

R C
=

=∩  и  
n

j i
i j

S D
=

=∩  

 
В рез ульт ате м ы  п олу чи м  возрастаю щ и е п оследовательн ости  н орм а ль-

н ы х п одгру п п  кон ечн ого p-и н декса  С  = R0 ≤ R1 ≤ … ≤ Rn = A и  D = S0 ≤ S1 ≤ … ≤ Sn = B, 
удовлетворяю щ и е соотн ошен и ям  (Rj ∩ H  )ϕ = Hjϕ = Sj ∩ K для лю бого j = 0, …, n. 
В си лу  п редлож ен и я 2.3.10 эти  п оследовательн ости  м ож н о у п лот н и ть т аки м  
обра з ом , чтобы  п орядки  и х факторов бы ли  дели телям и  чи сла  p. 

Поскольку  |Hj+1/Hj| ∈ {1, p}, для всякой п одгру п п ы  U т акой, что Rj ≤ U ≤ Rj+1, 
п ересечен и е U ∩ H долж н о совп адать ли бо с п одгру п п ой Hj, ли бо с п одгру п п ой 
Hj+1. Точн о т ак ж е, если  Sj ≤ V ≤ Sj+1, то V ∩ K = Kj и ли  V ∩ K = Kj+1. Следовательн о, 
п олу чен н ы е п оследовательн ости  п одгру п п  удовлетворяю т  всем  услови ям  п ред-
лож ен и я 2.3.7, и  п одгру п п ы  C и  D являю тся (H, K, ϕ, p)-совм ести м ы м и . n  

П редл ожение 2.3.12. Если  гр уппа A являет ся Fp-р егуляр н ой по подгр уп-
пе H, т о сем ейст во Θp(B) совпадает  с сем ейст вом  Ωp(B).  

Доказат ельст во. Пусть D —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  
Ωp(B), и  п усть D = D0 ≤ D1 ≤ … ≤ Dn = B —  п рообра з ы  член ов н екоторого главн ого 
ряда  фактор-гру п п ы  B/D отн оси тельн о естествен н ого гом ом орфи з м а  гру п п ы  B 
н а  B/D. Польз уясь Fp-регулярн остью  гру п п ы  A п о п одгру п п е H, м ы  для каж дого 
i, 0 ≤ i ≤ n, м ож ем  отыскать п одгру п п у  Ci ∈ Ωp(A) т аку ю , что (Ci ∩ H  )ϕ = Di ∩ K. Из  
п реды дущ его п редлож ен и я теп ерь следует, что п одгру п п ы  
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являю тся (H, K, ϕ, p)-совм ести м ы м и . Таки м  обра з ом , D ∈ Θp(B). n  

Уст а н ови м , н акон ец, связ ь м еж ду  п он ят и ям и  отдели м ости  и  регуляр-
н ости .  

П редл ожение 2.3.13. Пуст ь X —  н екот ор ая гр уппа, Y —  ее Fπ-от дели м ая 
подгр уппа. Гр уппа X Fπ-квази р егуляр н а по подгр уппе Y т огда и  т олько т огда, 
когда все подгр уппы  и з сем ейст ва Ωπ(Y  ) являют ся Fπ-от дели м ы м и  в гр уппе X.  

Доказат ельст во. Н еобходи м ост ь. Пусть M —  п рои звольн ая п одгру п п а  
и з  сем ейства  Ωπ(Y  ), элем ен т  x ∈ X н е п ри н адлеж и т  M. Е сли  x ∉ Y, то вви ду  
Fπ-отдели м ости  п одгру п п ы  Y н айдется п одгру п п а  N ∈ Ωπ(X   ) т акая, что x ∉ YN. 

Пусть теп ерь x ∈ Y. Поскольку  гру п п а  X Fπ-ква з и регулярн а  п о п одгру п п е 
Y, сущ ествует  п одгру п п а  N ∈ Ωπ(X   ), удовлетворяю щ ая соотн ошен и ю  N ∩ Y ≤ M. 
Легко ви деть, что в этом  слу чае MN ∩ Y = M, п оэтом у  x ∉ MN. 

Дост ат оч н ост ь. Пусть сн ова  M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейст -
ва  Ωπ(Y  ), и  п усть 1 = y1, …, yn —  н екоторая п олн ая систем а  п редстави телей 
см еж н ы х классов Y п о M. Исп ольз у я Fπ-отдели м ость п одгру п п ы  M в гру п п е X, 
н айдем  п одгру п п у  N ∈ Ωπ(X   ) т аку ю , что y2, …, yn ∉ MN. 

Е сли  м ы  п редп олож и м  теп ерь, что п ересечен и е N ∩ Y н е содерж и тся в M 
и  вы берем  н екоторый элем ен т  g ∈ (N ∩ Y  )\M, то, з а п и сывая его в ви де g = hyi для 
п одходящ и х i и  h ∈ M, п олу чи м  hyi ∈ N и  yi ∈ MN, что п роти воречи т  выбору  п од-
гру п п ы  N. Таки м  обра з ом , N ∩ Y ≤ M. n  

Д алее в этом  п араграфе м ы  п окаж ем , каки м  обра з ом , н акладывая н а  
гру п п ы  G, A и  B ра з ли чн ы е услови я регулярн ости , м ож н о обесп ечи ть вы п ол-
н ен и е услови я (2.3.4) и з  теорем ы  2.3.2.  

П редл ожение 2.3.14. Пуст ь π = Π и ли  π = {p}. Если  гр уппа G являет ся 
Fπ-квази р егуляр н ой по подгр уппе H, т о для н ее спр аведли во услови е (2.3.4).  

Доказат ельст во. Пусть M ∈ Ωπ(A) и  N ∈ Ωπ(B) —  п рои звольн ы е п од-
гру п п ы , Q = (M ∩ H  ) ∩ (N ∩ K  )ϕ−1 и  L ∈ Ωπ(G) —  т акая п одгру п п а , что L ∩ H ≤ Q 
(ее сущ ествова н и е обесп ечи вается Fπ-ква з и регулярн остью  G п о H  ). Полож и м  
C = L ∩ A, D = L ∩ B, R = C ∩ M и  S = D ∩ N. 

Поскольку  R ∩ H = (L ∩ M  ) ∩ H = L ∩ H и  S ∩ K = (L ∩ N  ) ∩ K = L ∩ K, п од-
гру п п ы  R и  S являю тся (H, K, ϕ)-совм ести м ы м и , что дока з ывает  н аше у твер-
ж ден и е в случае, когда  π = Π. 

Д алее будем  счи т ать, что π = {p}. Так как (C, D) ∈ Θπ, сущ ествую т  п о-
следовательн ости  н орм а льн ы х п одгру п п  кон ечн ого p-и н декса  C = C0 ≤ C1 ≤ … ≤ 
Cn = A и  D = D0 ≤ D1 ≤ … ≤ Dn = B, удовлетворяю щ и е услови ям  п редлож ен и я 2.3.7. 
Поскольку  R ∩ H = C ∩ H и  S ∩ K = D ∩ K, и з  п редлож ен и я 2.3.11 следует, что 
п одгру п п ы  
 R = R ∩ C0 ∩ C1 ∩ … ∩ Cn и  S = S ∩ D0 ∩ D1 ∩ … ∩ Dn  
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т акж е являю тся (H, K, ϕ, p)-совм ести м ы м и . n  
Требуя, чтобы  гру п п ы  A и  B удовлетворяли  н екоторы м  доп олн и тельн ы м  

услови ям , м ож н о доби ться сп раведли вости  у тверж ден и я, обрат н ого п редлож е-
н и ю  2.3.14, п ри чем  у ж е без  огра н и чен и й н а  м н ож ество π.  

П редл ожение 2.3.15. Если  гр уппа A Fπ-квази р егуляр н а по подгр уппе H 
и ли  гр уппа B Fπ-квази р егуляр н а по подгр уппе K, т о и з услови я (2.3.4) следует , 
ч т о гр уппа G являет ся Fπ-квази р егуляр н ой по подгр уппе H.  

Доказат ельст во. Пусть для оп ределен н ости  гру п п а  A Fπ-ква з и регуляр-
н а  п о п одгру п п е H, Q —  н екоторая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωπ(H  ), и  п усть п од-
гру п п а  M ∈ Ωπ(A) т акова , что M ∩ H ≤ Q. Полож и м  N = B и , п ольз у ясь услови ем  
(2.3.4), н айдем  т аки е п одгру п п ы  R и  S, что (R, S ) ∈ Θπ, R ≤ M и  S ≤ N. По оп реде-
лен и ю  сем ейства  Θπ п одгру п п ы  R и  S п редставляю т  собой п ересечен и я со сво-
бодн ы м и  м н ож и телям и  A и  B н екоторой п одгру п п ы  L ∈ Ωπ(G). Так как L ∩ H = 
R ∩ H ≤ M ∩ H ≤ Q, п одгру п п а  L является и ском ой. n  

При ведем  теп ерь два  достаточн ы х услови я Fπ-ква з и регулярн ости  гру п -
п ы  G п о п одгру п п е H.  

П редл ожение 2.3.16. Если  гр уппа A слабо FΠ-р егуляр н а по подгр уппе H 
и  гр уппа B FΠ-квази р егуляр н а по подгр уппе K, т о гр уппа G являет ся FΠ-квази -
р егуляр н ой по подгр уппе H.  

Доказат ельст во. Пусть U —  н екоторая п одгру п п а  и з  сем ейства  ΩΠ(H  ). 
Пусть т акж е V ∈ ΩΠ(H  ) —  п одгру п п а , удовлетворяю щ ая услови ю :  
 ∀M ∈ ΩΠ(H  ) (M ≤ V ⇒ ∃N ∈ ΩΠ(A) N ∩ H = M  ).  
Полож и м  Q = U ∩ V. 

Польз у ясь FΠ-ква з и регулярн остью  гру п п ы  B п о п одгру п п е K, вы берем  
п одгру п п у  S ∈ ΩΠ(B) т аки м  обра з ом , чтобы  S ∩ K ≤ Qϕ. Из  свойства  слабой 
FΠ-регулярн ости  гру п п ы  A п о п одгру п п е H теп ерь вы текает  сущ ествован и е 
п одгру п п ы  R ∈ ΩΠ(A), (H, K, ϕ)-совм ести м ой с S. О боз н ачая через  L н орм а ль-
н у ю  п одгру п п у  кон ечн ого и н декса  гру п п ы  G, п ересечен и я которой со свобод-
н ы м и  м н ож и телям и  A и  B совп адаю т  с п одгру п п а м и  R и  S, соответствен н о, м ы  
п олу чаем , что L ∩ H ≤ Q ≤ U. Таки м  обра з ом , п одгру п п а  L —  и ском ая. n  

П редл ожение 2.3.17. Если  гр уппа A Fp-р егуляр н а по подгр уппе H и  гр уп-
па B Fp-квази р егуляр н а по подгр уппе K, т о гр уппа G являет ся Fp-квази р егуляр -
н ой по подгр уппе H.  

Доказат ельст во. Пусть Q —  н екоторая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ). 
Вы берем  в гру п п е B т аку ю  п одгру п п у  S ∈ Ωp(B), что S ∩ K ≤ Qϕ. В си лу  п ред-
лож ен и я 2.3.12 п одгру п п а  S п ри н адлеж и т  сем ейству  Θp(B), п оэтом у  сущ ествует  
н орм альн ая п одгру п п а  L гру п п ы  G кон ечн ого p-и н декса , удовлетворяю щ ая 
услови ю  L ∩ B = S. Но тогда  L ∩ H ≤ Q, что и  требовалось. n  

Теп ерь м ы  обладаем  достаточн ы м  коли чеством  всп ом огательн ы х у твер-
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ж ден и й и  м ож ем  п ерейти  к оп и са н и ю  сем ейства  ∆π(G) в ряде кон кретн ы х си -
ту аци й. Тради ци он н о а п п рокси м аци он н ы е свойства  гру п п ы  G и з у чаю тся п ри  
тех и ли  и н ы х огра н и чен и ях, н акладываем ы х н а  объ еди н яем ы е п одгру п п ы . Наи -
лу чши х рез ульт атов в этом  н а п равлен и и  удалось доби ться с и сп ольз ован и ем  
услови й кон ечн ости , ци кли чн ости  и  н орм а льн ости , а  т акж е цен тральн ости , как 
частн ого слу чая п оследн его. 

М ы  т акж е будем  п ри держ и ваться этой схем ы . При  этом  ока з ывается, что 
у тверж ден и я, касаю щ и еся свободн ы х п рои зведен и й с кон ечн ой и ли  н орм аль-
н ой объ еди н ен н ой п одгру п п ой, являю тся следстви ям и  одн и х и  тех ж е более 
общ и х рез ульт атов. Таки м  обра з ом , м ы  будем  и з у чать три  слу чая: когда  объ е-
ди н яем ая п одгру п п а  а ) является ци кли ческой, б) леж и т  в цен тре хотя бы  одн о-
го и з  свободн ы х м н ож и телей, в) «п очти » н орм альн а  в гру п п е G, т. е. содерж и т  
п одгру п п у  кон ечн ого и н декса , н орм а льн у ю  в G. 

Соображ ен и я техн и ческого характера , и з лож ен н ы е в н ачале этого п ара -
графа , вы н у ж даю т  н ас огра н и чи ться рассм отрен и ем , главн ы м  обра з ом , дву х 
воз м ож н остей: π = Π и  π = {p}. Первая и з  н и х и з у чается в § 2.4, вторая —  в 
§§ 2.5 и  2.6. При  этом  н екоторы е рез ульт аты  п оследн и х дву х п араграфов удает -
ся расп ростра н и ть н а  слу чай п рои звольн ого м н ож ества  п росты х чи сел π. 

  
§ 2.4. FΠ-отдел имость цикл ических подгрупп в обобщ енны х 
свободны х произведениях ограниченны х разреш им ы х групп 

 
Преж де всего следует  отм ети ть, что в ли терату ре рассм атри вался частн ы й 

слу чай н ашей з адачи , з аключаю щ и йся в оп ределен и и  услови й, п ри  которы х все 
ци кли чески е п одгру п п ы  гру п п ы  G ока з ываю тся FΠ-отдели м ы м и . О сн овн ы е ре-
з ультаты  в этом  н а п равлен и и  бы ли  п олу чен ы  (в хрон ологи ческом  п орядке) 
Р. Б . Д . Т. О ллен би  и  Р. С. Г регораком  [3], Б . Эван сом  [11] и  Г . К и м ом  [21]. Д ля 
удобства  ци ти рован и я сформ ули руем  н екоторы е и з  н и х в ви де п редлож ен и я.  

П редл ожение 2.4.1. Обобщен н ое свободн ое пр ои зведен и е G являет ся 
πc-гр уппой, если : 
1) A и  B —  πc-гр уппы , H и  K —  кон еч н ы е подгр уппы  [3]; 
2) A и  B пр едст авляют  собой кон еч н ы е р асш и р ен и я поли ци кли ч ески х и ли  сво-

бодн ы х гр упп, H и  K —  ци кли ч ески е подгр уппы  [3], [11]; 
3) A и  B пр едст авляют  собой кон еч н ы е р асш и р ен и я поли ци кли ч ески х гр упп, 

подгр уппы  H и  K н ор м альн ы  в свободн ы х м н ож и т елях [3].  
Первы м  м ы  будем  рассм атри вать случай, когда  объ еди н яем ая п одгру п п а  

является ци кли ческой. 
О ка з ывается, что свободн ое п рои зведен и е с ци кли чески м  объ еди н ен и ем  

дву х πc-гру п п  у ж е н е обяз а н о бы ть πc-гру п п ой [2]. Таки м  обра з ом , з десь н е 
п редставляется воз м ож н ы м  п олу чи ть рез ульт аты , столь ж е общ и е, как и  для 
кон ечн ой объ еди н яем ой п одгру п п ы . Что касается и звестн ы х у тверж ден и й (в 
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том  чи сле и  сформ ули рован н ы х в п редлож ен и и  2.4.1), то все он и  дока з а н ы  с 
и сп ольз ован и ем  а н а логов п редлож ен и я 2.3.16. Явн ы м  обра з ом  этот  п одход 
вп ервые бы л обоз н ачен  Б . Эван сом  в [11]. 

В н астоящ ей работе т акж е н е п редлагается н и чего п ри н ци п и а льн о н ово-
го. Теорем а  2.4.4, п ри води м ая н и ж е, п озволяет  ли шь слегка  обобщ и ть рез уль-
т аты  и з  п редлож ен и я 2.4.1 2).  

П редл ожение 2.4.2. К он еч н ое р асш и р ен и е S-гр уппы  слабо FΠ-р егуляр н о 
по любой ци кли ч еской подгр уппе.  

Доказат ельст во. Пусть гру п п а  A есть кон ечн ое расши рен и е огра н и чен -
н ой ра з реши м ой гру п п ы  C, H —  ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  A, п орож ден -
н ая элем ен том  h. Е сли  п одгру п п а  H кон ечн а , у тверж ден и е очеви дн о, п оэтом у  
далее будем  счи т ать H бескон ечн ой. 

Пусть 1 = C (n) ≤ … ≤ C′ ≤ C —  ряд ком м у т а н тов гру п п ы  C, и  п усть i —  
м акси м а льн ое чи сло, т акое что H ∩ C (i) ≠ 1. Полож и м  m равн ы м  п орядку  эле-
м ен т а  h п о м одулю  C (i) и  п окаж ем  что для всякого н ату ральн ого чи сла  v н ай-
дется п одгру п п а  R ∈ ΩΠ(A) т акая, что R ∩ H = H  mv. 

Не огра н и чи вая общ н ости  рассу ж ден и й (п ереходя, если  н еобходи м о, к 
фактор-гру п п е (A/C (i+1))/τ(C (i)/C (i+1))), м ы  м ож ем  счи т ать, что i = n − 1 и  п одгру п -
п а  C (i) н е и м еет  кру чен и я. 

В си лу  п редлож ен и я 1.1.6 C (n−1) является A-гру п п ой, п оэтом у  у равн ен и е 
x  y = cv, где c = hm, ра з реши м о в н ей от н оси тельн о x ли шь для кон ечн ого м н ож е-
ства  v-чи сел y. Пусть w —  м акси м а льн ое т акое v-чи сло. Тогда , в частн ости , 
cv ∈ (C (n−1))w. 

Предп олож и м  теп ерь, что п орядок элем ен т а  c п о м одулю  п одгру п п ы  
(C (n−1))w отли чен  от  v, т. е. сущ ествует  т акое чи сло v′, что cv′ ∈ (C (n−1))w и  0 < v′ < v. 
В этом  слу чае cv′ = d  w для н екоторого элем ен т а  d ∈ C (n−1). С другой сторон ы , 
м ож н о счи т ать, что v′ | v. Поэтом у  v = v′l для н екоторого н ат у ральн ого чи сла  l и  
d  wl = cv, что п роти воречи т  м а кси м а льн ости  w. 

Таки м  образ ом , п орядок элем ен т а  c п о м одулю  п одгру п п ы  D = (C (n−1))w ра -
вен  v и  п орядок элем ен та  h п о м одулю  этой п одгру п п ы  равен  mv. При  этом  п од-
гру п п а  D является характери сти ческой в C и , следовательн о, н орм а льн ой в A. 

Вви ду  следстви я 1.3.7 гру п п а  A и м еет  FΠ-отдели м ы е п одгру п п ы , п оэто-
м у  фактор-гру п п а  A/D FΠ-а п п рокси м и руем а  и , стало бы ть, обладает  н орм аль-
н ой п одгру п п ой R/D кон ечн ого и н декса , н е содерж ащ ей элем ен тов hD, …, 
hmv−1D. Тогда  h, …, hmv−1 ∉ R и  hmv ∈ R, т ак что п одгру п п а  R является и ском ой. n  

П редл ожение 2.4.3. К он еч н ое р асш и р ен и е S0-аппр окси м и р уем ой гр уппы  
слабо FΠ-р егуляр н о по любой ци кли ч еской подгр уппе.  

Доказат ельст во. Пусть сн ова  гру п п а  A есть кон ечн ое расши рен и е 
S0-а п п рокси м и руем ой гру п п ы  C, H —  ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  A, п оро-
ж ден н ая элем ен том  h. Полож и м  q равн ы м  п орядку  элем ен т а  h п о м одулю  C. 

Восп ольз у ем ся S0-а п п рокси м и руем остью  гру п п ы  C и  вы берем  в н ей 
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п одгру п п у  0 ( )N C∈ΩS  т аку ю , что hq ∉ N. Поскольку  фактор-гру п п а  C/N без  
кру чен и я, п ересечен и е N ∩ H три ви альн о. 

Пусть теп ерь a1, …,an —  н екоторая п олн а я систем а  п редстави телей 
см еж н ы х классов гру п п ы  A п о п одгру п п е C. Так как огра н и чен и е н а  C вн у т -
рен н его автом орфи з м а , п рои зводи м ого элем ен том  ai, п редставляет  собой н еко-
торы й автом орфи з м  гру п п ы  C, п одгру п п а  Ni = ai

−1Nai п ри н адлеж и т  сем ейству  
0 ( )CΩS . Полож и м  

 
1

n

i
i

M N
=

=∩ . 
 

Поскольку  класс S0 з а м кн у т  отн оси тельн о взяти я п одгру п п  и  кон ечн ы х 
п рям ы х п рои зведен и й, п одгру п п а  M в си лу  п редлож ен и я 1.2.1 сн ова  п ри н ад-
леж и т  сем ейству  0 ( )CΩS  и  п ри  этом  н орм альн а  в A. Таки м  обра з ом , м ы  п олу -
чаем  гом ом орфи з м  гру п п ы  A н а  кон ечн ое расши рен и е S0-гру п п ы , и н ъ ект и вн ы й 
н а  п одгру п п е H. 

В соответстви и  с п редлож ен и ем  2.4.2 фактор-гру п п а  A/M является слабо 
FΠ-регулярн ой п о п одгру п п е HM/M. Легко ви деть т а кж е, что если  в гру п п е 
A/M н орм альн а я п одгру п п а  R/M кон ечн ого и н декса  п ересекается с ци кли че-
ской п одгру п п ой HM/M п о п одгру п п е (HM/M  )mv, то в гру п п е A и м еет  м есто 
соотн ошен и е R ∩ H = H  mv. О тсюда  следует, что гру п п а  A является слабо FΠ-ре-
гулярн ой п о п одгру п п е H. n  

Теорем а  2.4.4. Пуст ь гр уппы  A и  B пр едст авляют  собой кон еч н ы е р ас-
ш и р ен и я S-гр упп и ли  S0-аппр окси м и р уем ы х гр упп, подгр уппы  H и  K являют ся 
ци кли ч ески м и . Тогда G —  πc-гр уппа.  

Доказат ельст во. Из  п редлож ен и я 2.3.16 с у четом  дока з а н н ы х выше у т -
верж ден и й следует, что гру п п а  G является FΠ-кваз и регулярн ой п о п одгру п п е 
H. Поэтом у  в соответстви и  с п редлож ен и ем  2.3.14 для н ее сп раведли во усло-
ви е (2.3.4) теорем ы  2.3.2. К ром е того, A и  B вви ду  следстви я 1.3.7 являю тся 
πc-гру п п а м и . Таки м  обра з ом , и ском ое у тверж ден и е вы текает  и з  теорем ы  2.3.2. n  

О т м ети м , что н овы м  в теорем е 2.4.4 является ли шь факт  FΠ-отдели м о-
сти  всех ци кли чески х п одгру п п  гру п п ы  G. FΠ-а п п рокси м и руем ость этой гру п -
п ы  бы ла  уста н овлен а  ра н ее Д . Н. Аз аровы м  в [35] и  [37]. 

Теп ерь п ерейдем  к случаю , когда  объ еди н яем ая п одгру п п а  леж и т  в цен -
тре хотя бы  одн ого свободн ого м н ож и теля. З десь п редлож ен и е 2.3.16 п озволяет  
дока з ать более общ ее у тверж ден и е.  

Теорем а  2.4.5. Пуст ь гр уппы  A и  B FΠ-аппр окси м и р уем ы , подгр уппы  и з 
сем ейст ва ΩΠ(H  ) являют ся FΠ-от дели м ы м и  в гр уппе A и  подгр уппы  и з сем ей-
ст ва ΩΠ(K  ) являют ся FΠ-от дели м ы м и  в гр уппе B. Если  сущест вует  подгр уппа 
Q ∈ ΩΠ(H  ) т акая, ч т о Q ≤ Z(A) и ли  Qϕ ≤ Z(B), т о сем ейст во ∆Π(G) являет ся 
м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. Пусть для оп ределен н ости  Q ≤ Z(A), п окаж ем , что гру п -
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п а  A является слабо FΠ-регулярн ой п о п одгру п п е H. 
В сам ом  деле, п у сть п одгру п п а  M ∈ ΩΠ(H  ) леж и т  в Q и , следовательн о, 

цен тральн а  в A. По услови ю  он а  FΠ-отдели м а  в гру п п е A, п оэтом у  фактор-
гру п п а  A/M FΠ-а п п рокси м и руем а . О тсюда  вы текает, в частн ости , сущ ествова -
н и е п одгру п п ы  N/M ∈ ΩΠ(A/M  ), три ви альн о п ересекаю щ ейся с кон ечн ой п од-
гру п п ой H/M. О чеви дн о, что тогда  N ∩ H = M. 

З а м ети м  ещ е, что вви ду  п редлож ен и я 2.3.13 гру п п а  B является FΠ-ква -
з и регулярн ой п о п одгру п п е K. Д ока з ательство теп ерь з авершается т ак ж е, как и  
в теорем е 2.4.4: и ском ое у тверж ден и е следует  и з  теорем ы  2.3.2. n  

В случае, когда  объ еди н яем ы е п одгру п п ы  «п очти » н орм альн ы  в свобод-
н ы х м н ож и телях, FΠ-ква з и регулярн ость гру п п ы  G п о п одгру п п е H п ри ходи тся 
п роверять н еп осредствен н о. О дн а ко это н е м ешает  и  з десь п олу чи ть достаточ-
н о общ ее у тверж ден и е.  

Теорем а  2.4.6. Пуст ь гр уппы  A и  B FΠ-аппр окси м и р уем ы , подгр уппы  и з 
сем ейст ва ΩΠ(H  ) являют ся FΠ-от дели м ы м и  в гр уппе A и  подгр уппы  и з сем ей-
ст ва ΩΠ(K  ) являют ся FΠ-от дели м ы м и  в гр уппе B. Если  каж дая подгр уппа M ∈ 
ΩΠ(H  ) содер ж и т  подгр уппу L ∈ ΩΠ(H  ), н ор м альн ую  в G, т о сем ейст во ∆Π(G) 
являет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. Вви ду  п редлож ен и я 2.3.14 и  теорем ы  2.3.2 н а м  доста-
точн о п ока з ать, что гру п п а  G является FΠ-кваз и регулярн ой п о п одгру п п е H. 

Пусть M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  ΩΠ(H  ). По услови ю  
п одгру п п а  M содерж и т  п одгру п п у  L ∈ ΩΠ(H  ), н орм альн у ю  в G. Ф актор-гру п п а  
G/L, буду чи  свободн ы м  п рои зведен и ем  с кон ечн ы м  объ еди н ен и ем , FΠ-а п п рок-
си м и руем а  [6]. Следовательн о, сущ ествует  п одгру п п а  N/L ∈ ΩΠ(G/L), три ви -
альн о п ересекаю щ аяся с кон ечн ой п одгру п п ой H/L. Но тогда  N ∩ H = L ≤ M, что 
и  требовалось. n  

При ведем  теп ерь н есколько кон кретн ы х п ри лож ен и й теорем  2.4.5 и  2.4.6. 
Е сли  п одгру п п ы  H и  K кон ечн ы , то, и сп ольз у я лю бое и з  эти х у тверж де-

н и й, м ы  п олу чаем  следу ю щ ее обобщ ен и е п редлож ен и я 2.4.1 1).  
С л едствие 2.4.7. Пуст ь гр уппы  A и  B FΠ-аппр окси м и р уем ы , подгр уппы  

H и  K кон еч н ы . Тогда сем ейст во ∆Π(G) являет ся м акси м альн ы м . n  
С л едствие 2.4.8. Пуст ь гр уппы  A и  B пр едст авляют  собой кон еч н ы е 

р асш и р ен и я S-гр упп и ли  S0-аппр окси м и р уем ы х гр упп. Пуст ь т акж е подгр уппы  
H и  K пр и н адлеж ат  классу S пр и  услови и , ч т о какой-ли бо и з м н ож и т елей A, B 
н е являет ся поч т и  S-гр уппой. Если  хот я бы  одн а и з объ еди н яем ы х подгр упп 
леж и т  в цен т р е соот вет ст вующего свободн ого м н ож и т еля и ли  обе он и  н ор -
м альн ы  в гр уппах A и  B, т о G —  πc-гр уппа.  

Доказат ельст во. Вви ду  следстви я 1.3.7 все п одгру п п ы  и з  сем ейств ΩΠ(H  ) 
и  ΩΠ(K  ) ока з ываю тся FΠ-отдели м ы м и  в гру п п а х A и  B. Поэтом у, если  H ≤ Z(A) 
и ли  K ≤ Z(B), то и ском ое у тверж ден и е следует  и з  теорем ы  2.4.5. 
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З а м ети м  далее, что если  п одгру п п ы  H и  K н орм а льн ы  в свободн ы х м н о-
ж и телях и  M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  ΩΠ(H  ) и н декса  n, то 
п одгру п п а  L = H  n в си лу  п редлож ен и я 1.1.5 и м еет  кон ечн ы й и н декс в H, являет -
ся н орм альн ой в G и  леж и т  в M. Таки м  обра з ом , в этом  слу чае ока з ываю тся 
вы п олн ен н ы м и  все услови я теорем ы  2.4.6. n  

С л едствие 2.4.9. Пуст ь A и  B —  кон еч н о пор ож ден н ы е FΠ-аппр окси м и -
р уем ы е гр уппы , и  пуст ь сущест вуют  подгр уппы  R ∈ ΩΠ(A) и  S ∈ ΩΠ(B) т аки е, 
ч т о R ≤ H, S ≤ K и  Rϕ = S. Тогда сем ейст во ∆Π(G) являет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. Г ру п п ы  A и  B кон ечн о п орож ден ы , следовательн о, ко-
н ечн о п орож ден н ы м и  являю тся и  все п одгру п п ы  и з  сем ейств ΩΠ(H  ) и  ΩΠ(K  ). 

Пусть M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  ΩΠ(H  ) и  n = [R : R ∩ M  ]. 
Х орошо и звестн о, что в кон ечн о п орож ден н ой гру п п е и м еется ли шь кон ечн ое 
чи сло п одгру п п  да н н ого кон ечн ого и н декса  n [17]. Поэтом у  п ересечен и е L всех 
п одгру п п  и н декса  n гру п п ы  R сн ова  и м еет  кон ечн ы й и н декс в R. При  этом  п од-
гру п п а  L является характери сти ческой в R и , следовательн о, н орм альн ой в 
гру п п е G. Так как L ≤ M, отсюда  вы текает  т а кж е, что п одгру п п а  M FΠ-отдели м а  
в гру п п е A. 

Д ля п одгру п п  и з  сем ейства  ΩΠ(K  ) сп раведли вы  а н а логи чн ы е рассу ж де-
н и я, т аки м  обра з ом , у тверж ден и е следстви я п олу чается и з  теорем ы  2.4.6. n 

  
§ 2.5. Fπ-отдел имость цикл ических подгрупп в обобщ енны х 

свободны х произведениях ограниченны х нил ьпотентны х групп  
с цикл ическим  объ единением  

 
К а к у ж е бы ло отм ечен о, свойство Fπ-отдели м ости  для м н ож ества  π, от-

ли чн ого от  Π, в ли терату ре факти чески  н е рассм атри валось. Ап п рокси м и ру е-
м ость гру п п  классом  Fπ т а кж е и з у чен а  з н ачи тельн о м ен ее фи н и т н ой. Автору  
и звестн о ли шь три  рез ульт ат а  достаточн о общ его характера , п олу чен н ы х в 
этом  н а п равлен и и  для обобщ ен н ы х свободн ы х п рои зведен и й дву х гру п п . 
Первый и з  н и х —  это у ж е у п ом и н авши йся кри тери й Г . Х и гм ен а  Fp-а п п рокси -
м и ру ем ости  свободн ого п рои зведен и я с объ еди н ен н ой п одгру п п ой дву х ко-
н ечн ы х гру п п . Д ва  други х п ри н адлеж ат  Д . Н. Аз арову  и  выглядят  следу ю щ и м  
обра з ом .  

П редл ожение 2.5.1. 1) Пуст ь A и  B —  кон еч н о пор ож ден н ы е н и льпо-
т ен т н ы е Fπ-аппр окси м и р уем ы е гр уппы , H и  K —  бескон еч н ы е ци кли ч ески е под-
гр уппы . Гр уппа G Fπ-аппр окси м и р уем а т огда и  т олько т огда, когда подгр уппы  
H и  K являют ся π′-и золи р ован н ы м и  в свободн ы х м н ож и т елях A и  B [38]. 

2) Пуст ь A и  B —  свободн ы е гр уппы , H и  K —  ци кли ч ески е подгр уппы . 
Гр уппа G Fπ-аппр окси м и р уем а т огда и  т олько т огда, когда подгр уппы  H и  K 
π′-и золи р ован ы  в гр уппах A и  B, ли бо хот я бы  одн а и з эт и х подгр упп являет ся 
и золи р ован н ой в соот вет ст вующем  свободн ом  м н ож и т еле [36].  
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О т м ети м , что частн ы й слу чай п ри веден н ого у тверж ден и я для одн оэле-
м ен т н ого м н ож ества  π дока з а н  т акж е Г . К и м ом  и  С. Тан гом  в [23]. 

В да н н ом  п араграфе м ы  п олу чи м  н екоторое обобщ ен и е рез ульт атов и з  
п редлож ен и я 2.5.1, н о сн ачала  дока ж ем  н есколько у тверж ден и й об Fp-отдели -
м ости  ци кли чески х п одгру п п  в гру п п е G. 

Техн и ка  дока з ательства  а п п рокси м аци он н ы х свойств гру п п ы  G в слу чае 
π = {p}, вообщ е говоря, слож н ее, н еж ели  в слу чае π = Π. В этом  у ж е м ож н о бы -
ло у беди ться н а  п ри м ере § 2.3. Поэтом у, как п рави ло, м ы  м ож ем  ли шь н адеять-
ся п олу чи ть p-а н а логи  отдельн ы х рез ульт атов об отдели м ости  п одгру п п  и  а п -
п рокси м и руем ости  гру п п ы  G в классе FΠ. О дн ако, в слу чае ци кли ческой объ е-
ди н яем ой п одгру п п ы  си ту аци я складывается п рям о п роти воп олож н ая. 

Е сли  свободн ое п рои зведен и е дву х πc-гру п п  с ци кли чески м  объ еди н е-
н и ем  м ож ет, вообщ е говоря, н е бы ть πc-гру п п ой, то свободн ое п рои зведен и е 
дву х Fp-а п п рокси м и руем ы х гру п п  с Fp-отдели м ы м и  ци кли чески м и  объ еди -
н яем ы м и  п одгру п п а м и  всегда  является Fp-а п п рокси м и руем ой гру п п ой [22] и  
обладает  м акси м альн ы м  сем ейством  Fp-отдели м ы х ци кли чески х п одгру п п . В 
действи тельн ости , и м еет  м есто ещ е более си льн ое у тверж ден и е, к дока з атель-
ству  которого м ы  сейчас и  п ереходи м .  

П редл ожение 2.5.2. Пр ои звольн ая Fp-аппр окси м и р уем ая гр уппа Fp-р егу-
ляр н а по любой локальн о ци кли ч еской подгр уппе.  

Доказат ельст во. Пусть A —  Fp-а п п рокси м и руем ая гру п п а  и  H —  ее ло-
кальн о ци кли ческая п одгру п п а . З а м ет и м  п реж де всего, что п рои звольн а я п од-
гру п п а  M и з  сем ейства  ΩΠ(H  ) совп адает  с п одгру п п ой H  m, где m = [H : M  ]. 

В сам ом  деле, H  m ≤ M. С другой сторон ы , фактор-гру п п а  H/H  m является 
ци кли ческой, и  п орядки  всех ее элем ен тов делят  m. Поэтом у  и н декс п одгру п п ы  
H  m в H т а кж е дели т  m и , следовательн о, H  m = M. 

Пусть теп ерь M —  н екоторая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ) и  h —  п оро-
ж даю щ и й п одгру п п ы  H п о м одулю  M. Польз у ясь Fp-а п п рокси м и руем остью  
гру п п ы  A, выберем  п одгру п п у  N ∈ Ωp(A) т аки м  обра з ом , чтобы  ht ∉ N для лю бого 
н ен улевого н ату ральн ого t, м ен ьшего и н декса  m п одгру п п ы  M в гру п п е H. Так 
как все элем ен ты  ht, 0 < t < m, леж ат  в ра з ли чн ы х см еж н ы х классах п о м одулю  
п одгру п п ы  N, и н декс n п ересечен и я N ∩ H в гру п п е H н е м ен ьше m. Поскольку  m 
и  n являю тся к том у  ж е p-чи сла м и , отсюда  следует, что m дели т  n и  N ∩ H ≤ M. 

Пусть N = N0 ≤ N1 ≤ … ≤ Nl = A —  п рообра з ы  член ов н екоторого главн ого 
ряда  фактор-гру п п ы  A/N отн оси тельн о естествен н ого гом ом орфи з м а  н а  эту  
гру п п у. Тогда  и н дексы  в H п одгру п п  и з  п оследовательн ости   
 N ∩ H = N0 ∩ H ≤ N1 ∩ H ≤ … ≤ Nl ∩ H = H  
з а п олн яю т  все м н ож ество п олож и тельн ы х p-чи сел, н е п ревосходящ и х n, и , т ак 
как гру п п а  H обладает  еди н ствен н ой п одгру п п ой и н декса  m, то н айдется т акое 
k, что Nk ∩ H = M. n  

Из  дока з а н н ого с у четом  п редлож ен и я 2.3.12 следует, что если  п одгру п -
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п ы  H и  K являю тся локальн о ци кли чески м и  и  гру п п ы  A и  B Fp-а п п рокси м и руе-
м ы , то сп раведли вы  равен ства  Θp(A) = Ωp(A) и  Θp(B) = Ωp(B), откуда  Λp(A) = ∆p(A) 
и  Λp(B) = ∆p(B).  

Теорем а  2.5.3. Пуст ь A и  B —  Fp-аппр окси м и р уем ы е гр уппы , H и  K —  
локальн о ци кли ч ески е подгр уппы , Fp-от дели м ы е в свободн ы х м н ож и т елях A и  
B. Тогда сем ейст во ∆p(G) являет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. Вви ду  п редлож ен и й 2.5.2 и  2.3.17 гру п п а  G является 
Fp-кваз и регулярн ой п о п одгру п п е H, п оэтом у  в си лу  п редлож ен и я 2.3.14 для 
н ее и м еет  м есто услови е (2.3.4) теорем ы  2.3.2. Из  да н н ой теорем ы  и  вы текает  
требуем ы й рез ульт ат. n  

В этом  и  следу ю щ ем  п араграфах м ы  п олу чи м  целы й ряд достаточн ы х 
услови й м акси м альн ости  сем ейства  ∆p(G) в слу чае, когда  объ еди н яем ы е п од-
гру п п ы  являю тся кон ечн ы м и . Первы м  и з  н и х является  

С л едствие 2.5.4. Пуст ь гр уппы  A и  B Fp-аппр окси м и р уем ы , H и  K —  ко-
н еч н ы е ци кли ч ески е подгр уппы . Тогда сем ейст во ∆p(G) являет ся м акси м аль-
н ы м . n  

Нап ом н и м , что в си лу  следстви я 1.5.6 все π′-и з оли рован н ы е S-п одгру п -
п ы  расши рен и я N0-а п п рокси м и руем ой гру п п ы  п ри  п ом ощ и  кон ечн ой π-гру п п ы  
являю тся Fπ-отдели м ы м и . Э то з а м еча н и е п озволяет  п ри вести   

С л едствие 2.5.5. Пуст ь гр уппы  A и  B пр едст авляют  собой р асш и р ен и я 
N0-аппр окси м и р уем ы х гр упп пр и  пом ощи  кон еч н ы х p-гр упп, H и  K являют ся 
локальн о ци кли ч ески м и  S-подгр уппам и , p′-и золи р ован н ы м и  в свободн ы х м н о-
ж и т елях A и  B. Тогда в гр уппе G все p′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  
Fp-от дели м ы . n  

Ан алоги чн ое у тверж ден и е м ож н о бы ло бы  сформ ули ровать и  для слу -
чая, когда  гру п п ы  A и  B являю тся расши рен и ям и  Np-гру п п  п ри  п ом ощ и  кон еч-
н ы х p-гру п п . О дн ако, он о вы текает  и з  п ри веден н ого. 

Д ействи тельн о, п усть гру п п а  A п редставляет  собой расши рен и е Np-гру п -
п ы  C п ри  п ом ощ и  кон ечн ой p-гру п п ы . Вы берем  п одгру п п у  M ∈ Ωp(C ) т аки м  
обра з ом , чтобы  п ересечен и е M ∩ τ(C ) бы ло три ви альн о, и  п олож и м   
 L = 1

a A
a Ma−

∈
∩ . 

 
Тогда  п одгру п п а  L п ри н адлеж и т  сем ейству  Ωp(A) и  н е и м еет  кру чен и я. 

Таки м  обра з ом , гру п п а  A ока з ывается расши рен и ем  N0-гру п п ы  п ри  п ом ощ и  
кон ечн ой p-гру п п ы . Такое ж е рассу ж ден и е сп раведли во и  для гру п п ы  B. 

Перейдем  теп ерь к обобщ ен и ю  рез ульт атов и з  п редлож ен и я 2.5.1. К ак и  
п ри  дока з ательстве п реды ду щ ей теорем ы , важ н у ю  роль з десь будет  и грать  

П редл ожение 2.5.6. N-гр уппы  и  N0-аппр окси м и р уем ы е гр уппы  являют -
ся Fp-р егуляр н ы м и  по любой локальн о ци кли ч еской подгр уппе для каж дого пр о-
ст ого ч и сла p.  
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Доказат ельст во. Д ля N0-а п п рокси м и руем ы х гру п п  у тверж ден и е вы те-
кает  и з  п редлож ен и я 2.5.2, п оскольку  все он и  Fp-а п п рокси м и руем ы  для лю бого 
п ростого p. 

Пусть A —  огра н и чен н ая н и льп отен т н ая гру п п а , H —  ее локальн о ци к-
ли ческая п одгру п п а  и  M —  н екоторая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ). Так как 
фактор-гру п п а  A/T, где T = τp′(A), Fp-а п п рокси м и руем а , то сн ова  в си лу  п редло-
ж ен и я 2.5.2 сущ ествует  п одгру п п а  N/T ∈ Ωp(A/T  ) т акая, что N/T ∩ HT/T = MT/T. 
Покаж ем , что тогда  N ∩ H = M. 

Поскольку  MT ≤ N, и м еет  м есто включен и е M ⊆ N ∩ H. 
О брат н о, п усть g —  п рои звольн ый элем ен т  и з  N ∩ H. Тогда  он  п ри н ад-

леж и т  п одгру п п е MT и , следовательн о, м ож ет  бы ть з а п и са н  в ви де g = ht для 
п одходящ и х элем ен тов h ∈ M, t ∈ T. Но п одгру п п а  M леж и т  в H и  и м еет  p-и н -
декс в этой п одгру п п е, п оэтом у  t ∈ H ∩ T = τp′(H  ) ≤ M. Таки м  обра з ом , g ∈ M. n  

П редл ожение 2.5.7. Пуст ь π —  н екот ор ое м н ож ест во пр ост ы х ч и сел, 
X —  н и льпот ен т н ая и ли  Fp-аппр окси м и р уем ая для каж дого ч и сла p ∈ π гр уппа, 
Y —  π′-и золи р ован н ая н и льпот ен т н ая подгр уппа гр уппы  X. Тогда для каж дого 
элем ен т а x ∈ X    \Y м ож н о указат ь т акое ч и сло p ∈ π, ч т о x н е пр и н адлеж и т  
p′-и золят ор у подгр уппы  Y в гр уппе X.  

Доказат ельст во. В сам ом  деле, если  п орядок элем ен т а  x п о м одулю  
п одгру п п ы  Y кон ечен  и  равен  n, вы берем  в качестве p н екоторы й п ростой дели -
тель чи сла  n. Вви ду  π′-и з оли рован н ости  п одгру п п ы  Y n является π-чи слом , 
п оэтом у  p ∈ π. При  этом  элем ен т  x н е п ри н адлеж и т  м н ож еству  p′-корн ей и з  
п одгру п п ы  Y, которое в си лу  п редлож ен и й 1.4.5 и  1.5.1 совп адает  с p′-и з олято-
ром  п одгру п п ы  Y в гру п п е X. 

Е сли  ж е п орядок x п о м одулю  Y бескон ечен , то x ∉ p′-IX(Y  ) для лю бого 
чи сла  p ∈ π. n  

Следу ю щ ее у тверж ден и е п редставляет  собой обобщ ен и е рез ульт ат а  
Д . Н. Аз арова , сформ ули рован н ого в п редлож ен и и  2.5.1 1).  

Теорем а  2.5.8. Пуст ь A и  B —  Nπ-гр уппы  и ли  N0-аппр окси м и р уем ы е 
гр уппы , H и  K —  локальн о ци кли ч ески е N-подгр уппы , π′-и золи р ован н ы е в A и  в 
B, соот вет ст вен н о (услови е H, K ∈ N вы полн яет ся авт ом ат и ч ески , если  хот я 
бы  оди н  и з свободн ы х м н ож и т елей являет ся Nπ-гр уппой). Тогда в гр уппе G все 
π′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  Fπ-от дели м ы .  

Доказат ельст во. Нам  достаточн о п ока з ать, что п рои звольн ая π′-и з оли -
рован н ая локальн о ци кли ческая N-п одгру п п а  гру п п ы  A (гру п п ы  B) отдели м а  
сем ейством  Θπ(A) (соответствен н о, сем ейством  Θπ(B)). Поскольку  еди н и чн ая 
п одгру п п а  гру п п ы  G вви ду  Fπ-а п п рокси м и руем ости  гру п п  A и  B является 
π′-и з оли рован н ой, в этом  слу чае буду т  вы п олн ен ы  услови я (2.2.3) и  (2.2.4) тео-
рем ы  2.2.2. Так как, к том у  ж е, сем ейства  ( )AπΛ  и  ( )BπΛ  ока з ываю тся п ус-
ты м и , и з  у тверж ден и я этой теорем ы  м ы  и  п олу чи м  требу ем ы й рез ульт ат. 

Итак, п усть C —  н екоторая π′-и з оли рован н ая локальн о ци кли ческая 
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N-п одгру п п а  гру п п ы  A, a ∈ A —  п рои звольн ы й элем ен т, н е п ри н адлеж ащ и й C. 
Тогда  в соответстви и  с п редлож ен и ем  2.5.7 a н е п ри н адлеж и т  и  p′-и з олятору  
п одгру п п ы  C в гру п п е A для п одходящ его п ростого чи сла  p ∈ π. 

З а м ети м  теп ерь, что каки м  бы  н и  бы ло вы бра н н ое чи сло p, п одгру п п а  
p′-IA(C ) в си лу  теорем  1.4.6 и  1.5.5 является Fp-отдели м ой в гру п п е A и , следо-
вательн о, н айдется п одгру п п а  R ∈ Ωp(A) т акая, что a ∉ p′-IA(C )R. 

Так как п о п редлож ен и ю  2.5.6 гру п п а  B является Fp-регулярн ой п о п од-
гру п п е K, то в соответстви и  с п редлож ен и ем  2.3.12 сем ейство Θp(A) совп адает  с 
сем ейством  Ωp(A). Таки м  обра з ом , a ∉ CR и  R ∈ Θp(A) ⊆ Θπ(A), что и  требовалось. 

Рассуж ден и я для гру п п ы  B а н алоги чн ы . n  
Нап ом н и м , что в соответстви и  с п редлож ен и ем  2.2.8 Fπ-отдели м ость 

объ еди н яем ы х п одгру п п  является н еобходи м ы м  услови ем  Fπ-а п п рокси м и руе-
м ости  гру п п ы  G в слу чае, когда  A и  B —  н и льп отен тн ы е гру п п ы . Из  этого з а -
м еча н и я вы текает   

С л едствие 2.5.9. Пуст ь A и  B —  огр ан и ч ен н ы е н и льпот ен т н ы е гр уппы , 
подгр уппы  H и  K являют ся локальн о ци кли ч ески м и . Если  гр уппа G Fπ-аппр окси -
м и р уем а, т о все ее π′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  Fπ-от дели м ы . n  

О дн ако в общ ем  слу чае, как п ока з ывает  п редлож ен и е 2.5.1 2), Fπ-а п -
п рокси м и руем ость гру п п ы  G у ж е н е влечет  з а  собой π′-и з оли рован н ость объ е-
ди н яем ы х п одгру п п . Поэтом у  м ы  н е м ож ем  п ока  у тверж дать, что а н а лог след-
стви я 2.5.9 и м еет  м есто для свободн ы х гру п п  A и  B. З а п олн и ть воз н и кши й п ро-
бел п озволяю т  две теорем ы , п ри води м ы е н и ж е.  

Теорем а  2.5.10. Пуст ь H и  K —  бескон еч н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  и  и х 
цен т р али зат ор ы  в гр уппах A и  B, соот вет ст вен н о, н е содер ж ат  элем ен т ов 
кон еч н ого пор ядка. Если  гр уппа G Fp-аппр окси м и р уем а, т о сем ейст во ∆p(G) яв-
ляет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во. К ак бы ло отм ечен о выше, вви ду  ци кли чн ости  объ еди -
н яем ой п одгру п п ы  и  Fp-а п п рокси м и руем ости  гру п п ы  G и м ею т  м есто равен ст -
ва  Θp(A) = Ωp(A), Θp(B) = Ωp(B), Λp(A) = ∆p(A) и  Λp(B) = ∆p(B). К  том у  ж е и з  а п -
п рокси м и руем ости  гру п п ы  G следует, что для н ее вы п олн ен о услови е (2.2.3) 
теорем ы  2.2.2: 
 

( ) ( )
1

p pN A M B
N M

∈Θ ∈Θ

= =∩ ∩ .  
 

Е сли  услови е (2.2.4) этой теорем ы :  
 

( ) ( )p pN A N A
HN HN H

∈Ω ∈Θ

= =∩ ∩ ,
( ) ( )p pM B M B

KM KM K
∈Ω ∈Θ

= =∩ ∩   
 
т акж е ока з ывается верн ы м , то п рои звольн ая p′-и з оли рован н ая ци кли ческая 
п одгру п п а  гру п п ы  G, н е соп ряж ен н ая н и  с какой п одгру п п ой и з  сем ейства  

( ) ( )p pA BΛ ∪Λ , является Fp-отдели м ой. Но в да н н ом  слу чае  
 ( ) ( )p pA BΛ ∪Λ = ( ) ( )p pA B∆ ∪∆ ,  
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т аки м  обра з ом , м ы  п олу чаем  и ском ое у тверж ден и е. 
Д алее будем  счи т ать, что услови е (2.2.4) теорем ы  2.2.2 н е вы п олн яется. 
Пусть для оп ределен н ости   

 1
( )

- ( )
p

p A
N A

H Cl H HN H
∈Ω

= = ≠∩F .  
 

В си лу  п редлож ен и я 1.2.4 и м еет  м есто включен и е H1 ≤ CA(C ), п оэтом у  
п одгру п п а  H1 н е содерж и т  элем ен тов кон ечн ого п орядка , и  м ы  н аходи м ся в 
услови ях п редлож ен и я 2.1.9 и з  § 2.1. 

Предп олож и м  теп ерь, что ци кли ческая п одгру п п а  C = 〈c〉 является p′-и з о-
ли рован н ой, н о н е Fp-отдели м ой в гру п п е G. Пусть т акж е g ∈ Fp-ClG(C )\C. 

Из  п редлож ен и я 1.2.4 следует, что g ∈ CG(C ), п оэтом у  элем ен ты  c и  g п о-
рож даю т  в G абелеву  п одгру п п у. В си лу  п редлож ен и я 2.1.9 эта  п одгру п п а  ли бо 
соп ряж ен а  с н екоторой п одгру п п ой одн ого и з  свободн ы х м н ож и телей A и  B, 
ли бо является ци кли ческой. В п ервом  слу чае м ы  п олу чаем , что п одгру п п а  C 
соп ряж ен а  с н екоторой п одгру п п ой и з  сем ейства   
 ( ) ( )p pA BΛ ∪Λ = ( ) ( )p pA B∆ ∪∆ .  

Покаж ем , что второй слу чай н евоз м ож ен . 
В сам ом  деле, п усть 〈c, g〉 = 〈w〉 и  c = ws и  g = wt для п одходящ и х целы х 

чи сел s и  t. Так как п одгру п п а  C p′-и з оли рован а  в G, то s является p-чи слом  и  в 
си лу  п редлож ен и я 2.5.2 н айдется п одгру п п а  N ∈ Ωp(G) т акая, что N ∩ 〈w〉 = С . 
Поскольку  элем ен т  g н е п ри н адлеж и т  C, его обра з  в фактор-гру п п е G/N отли -
чен  от  еди н и цы . Но тогда  gN ∉ C/N, и  м ы  п олу чаем  п роти воречи е с вы бором  
элем ен т а  g. n  

Теорем а  2.5.11. Пуст ь A и  B —  свободн ы е гр уппы , H и  K —  ци кли ч ески е 
подгр уппы . Если  в т оч н ост и  одн а и з подгр упп H и  K являет ся и золи р ован н ой в 
соот вет ст вующем  свободн ом  м н ож и т еле, т о для любого н епуст ого м н ож е-
ст ва пр ост ы х ч и сел π все π′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  гр уппы  G 
Fπ-от дели м ы .  

Доказат ельст во. В си лу  п редлож ен и я 2.5.1 2) гру п п а  G Fp-а п п рокси м и -
руем а  для лю бого п ростого чи сла  p, п оэтом у  м ы  м ож ем  п ри м ен и ть к н ей тео-
рем у  2.5.10. Из  этой теорем ы  следует, что для каж дого п ростого чи сла  p все 
p′-и з оли рован н ы е ци кли чески е п одгру п п ы  гру п п ы  G Fp-отдели м ы . 

Та  и з  объ еди н яем ы х п одгру п п , которая н е является и з оли рован н ой в со-
ответствую щ ем  свободн ом  м н ож и теле, н е будет  и  Fp-отдели м ой в этом  сом н о-
ж и теле п о крайн ей м ере для одн ого п ростого чи сла  p. Поэтом у  м ы  сн ова  ока -
з ываем ся в услови ях п редлож ен и я 2.1.9, и з  которого вы текает, что п рои зволь-
н ая абелева  п одгру п п а  гру п п ы  G является ци кли ческой. 

Пусть теп ерь π —  н екоторое м н ож ество п росты х чи сел, C —  π′-и з оли -
рован н ая ци кли ческая п одгру п п а  гру п п ы  G и  g ∈ G —  п рои звольн ы й элем ен т, 
н е п ри н адлеж ащ и й C. Из  п редлож ен и я 2.5.7 следует, что тогда  g ∉ p′-IG(C ) для 
п одходящ его п ростого чи сла  p ∈ π. 
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В си лу  от м ечен н ого выше и  п редлож ен и я 1.5.2 п одгру п п а  C1 = p′-IG(C ) 
является ци кли ческой. Поэтом у  он а  Fp-отдели м а  в гру п п е G и  сущ ествует  
п одгру п п а  N ∈ Ωp(G) т акая, что g ∉ C1N. В рез ульт ате м ы  п олу чаем , что g ∉ CN 
и  N ∈ Ωp(G) ⊆ Ωπ(G). Таки м  обра з ом , п одгру п п а  C является Fπ-отдели м ой в 
гру п п е G. n  

Теп ерь, п ольз у ясь теорем а м и  2.5.8 и  2.5.11 и  п редлож ен и ем  2.5.1 2), м ы  
м ож ем  п ри вести  у тверж ден и е, а н алоги чн ое следстви ю  2.5.9.  

С л едствие 2.5.12. Пуст ь A и  B —  свободн ы е гр уппы , подгр уппы  H и  K 
являют ся ци кли ч ески м и . Если  гр уппа G Fπ-аппр окси м и р уем а, т о все ее π′-и зо-
ли р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  Fπ-от дели м ы . n  

Из  теорем ы  2.5.11 ви дн о, что если  π отли чн о от  м н ож ества  всех п росты х 
чи сел Π, то н и  Fπ-отдели м ость объ еди н яем ы х п одгру п п , н и  даж е и х π′-и з оли -
рован н ость н е являю тся н еобходи м ы м и  услови ям и  того, чтобы  в гру п п е G все 
π′-и з оли рован н ы е ци кли чески е п одгру п п ы  бы ли  Fπ-отдели м ы . Таки м  обра з ом , 
м ы  п олу чаем  ещ е оди н  п ри м ер того, что услови я теорем  2.2.2 и  2.3.2, вообщ е 
говоря, н е являю тся н еобходи м ы м и . 

  
§ 2.6. Fπ-отдел имость цикл ических подгрупп в обобщ енны х 

свободны х произведениях ограниченны х нил ьпотентны х групп  
с норм а л ьны м  объ единением  

 
Следу ю щ ей н ашей целью  является п олу чен и е а н а логов теорем  2.4.5 и  

2.4.6 и з  § 2.4 в случае π = {p}. Д ля теорем ы  2.4.5 это удается сделать без  осо-
бы х з атрудн ен и й, хотя и  цен ой н ез н ачи тельн ого уси лен и я п осы лки .  

Теорем а  2.6.1. Пуст ь гр уппы  A и  B Fp-аппр окси м и р уем ы , и  пуст ь все 
подгр уппы  и з сем ейст в Ωp(H  ) и  Ωp(K  ) Fp-от дели м ы  в гр уппах A и  B, соот -
вет ст вен н о. Если  H ≤ Z(A) и ли  K ≤ Z(B), т о сем ейст во ∆p(G) являет ся м ак-
си м альн ы м .  

Доказат ельст во совершен н о а н а логи чн о дока з ательству  теорем ы  2.4.5. 
Е сли , скаж ем , H ≤ Z(A), то гру п п а  A является Fp-регулярн ой п о п одгру п п е H. 
Так как к том у  ж е гру п п а  B Fp-кваз и регулярн а  п о п одгру п п е K, то вви ду  п ред-
лож ен и я 2.3.17 гру п п а  G ока з ывается Fp-ква з и регулярн ой п о H. Следователь-
н о, м ы  н аходи м ся в услови ях теорем ы  2.3.2. n  

Поп ы т аем ся теп ерь п олу чи ть p-а н алог теорем ы  2.4.6. Си ту аци я з десь 
ока з ывается слож н ее, п оскольку  п ри  дока з ательстве этой теорем ы  и сп ольз ова -
лось у тверж ден и е о том , что свободн ое п рои зведен и е FΠ-а п п рокси м и руем ы х 
гру п п  с кон ечн ы м  объ еди н ен и ем  всегда  является FΠ-а п п рокси м и руем ой гру п -
п ой. Д ля класса  Fp п ри  лю бом  выборе чи сла  p это н е т ак: даж е свободн ое п ро-
и зведен и е дву х кон ечн ы х p-гру п п  с н орм а льн ы м  объ еди н ен и ем  н е обяз а н о 
бы ть Fp-а п п рокси м и руем ой гру п п ой (см . п ри м ер далее). Поэтом у  все п ри во-
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ди м ы е н и ж е рез ультаты  буду т  своди ть з адачу  к воп росу  о том , является ли  
Fp-а п п рокси м и руем ы м  то и ли  и н ое свободн ое п рои зведен и е с кон ечн ой объ е-
ди н яем ой п одгру п п ой.  

П ример 2.6.2. Пусть p —  н екоторое п ростое чи сло и   
 

1
;

p
p

i i
i

H h h
=

=∏ á = 1ñ. 
 

Пусть т акж е α и  β —  автом орфи з м ы  гру п п ы  H, оп ределен н ы е следу ю -
щ и м  обра з ом : hiα = hi+1, 1 ≤ i ≤ p − 1, hpα = h1, h1β = h1h2, hiβ = hi, 2 ≤ i ≤ p. О боз н а-
чи м  через  A и  B п одгру п п ы  〈α〉H и  〈β〉H голом орфа  гру п п ы  H и  через  G сво-
бодн ое п рои зведен и е гру п п  A и  B с объ еди н ен н ой п одгру п п ой H (и з ом орфи з м  
ϕ з десь ока з ывается тож дествен н ы м  отображ ен и ем ). 

Предп олож и м , что гру п п а  G является Fp-а п п рокси м и ру ем ой и , следова-
тельн о, сущ ествует  гом ом орфи з м  ψ этой гру п п ы  н а  кон ечн у ю  p-гру п п у, и н ъ ек-
т и вн ы й н а  м н ож естве A ∪ B. 

Так как п одгру п п а  Hψ н орм альн а  в гру п п е Gψ, то через  н ее п роходи т  
н екоторы й главн ы й ряд этой гру п п ы . О тсюда  вы текает, что п одгру п п а  Hψ 
долж н а  содерж ать н орм альн у ю  и , следовательн о, цен тральн у ю  в гру п п е Gψ 
ци кли ческу ю  п одгру п п у  п орядка  p. 

Неп осредствен н ая п роверка  п ока з ывает, что цен тр гру п п ы  Aψ, и з о-
м орфн ой A, совп адает  с п одгру п п ой, п орож ден н ой элем ен том  (h1h2…hp)ψ. Но в 
гру п п е Bψ эта  п одгру п п а  н е является цен тральн ой, и , стало бы ть, м ы  п олу чаем  
п роти воречи е. 

Таки м  обра з ом , гру п п а  G н е является Fp-а п п рокси м и руем ой. n  
Д ля удобства  обоз н ачи м  через  Σp(H  ) сем ейство всех т аки х п одгру п п  и з  

Ωp(H  ), которы е н орм альн ы  в гру п п ах A и  B (а , следовательн о, и  в гру п п е G).  
Теорем а  2.6.3. Пуст ь гр уппы  A и  B Fp-аппр окси м и р уем ы  и  все подгр уппы  

и з сем ейст в Ωp(H  ) и  Ωp(K  ) являют ся Fp-от дели м ы м и  в эт и х гр уппах. Пуст ь 
т акж е каж дая подгр уппа M ∈ Ωp(H  ) содер ж и т  подгр уппу L ∈ Σp(H  ). Если  су-
щест вует  т акая подгр уппа Q ∈ Σp(H  ), ч т о для любой подгр уппы  L ∈ Σp(H  ) фак-
т ор -гр уппа G/Q  pQ′L Fp-аппр окси м и р уем а, т о сем ейст во ∆p(G) являет ся м ак-
си м альн ы м .  

Доказат ельст во. Е сли  X —  н екоторая гру п п а  и  Y —  н орм а льн ая п од-
гру п п а  гру п п ы  X, то огра н и чен и е н а  п одгру п п у  Y п рои звольн ого вн у трен н его 
автом орфи з м а  гру п п ы  X п редставляет  собой н екоторы й автом орфи з м  гру п п ы  Y. 
Подгру п п у  гру п п ы  Aut(Y  ), составлен н у ю  и з  всех т а ки х автом орфи з м ов, м ы  
будем  обоз н ачать AutX (Y  ). 

Легко ви деть, что отображ ен и е αY: X → AutX (Y  ), ставящ ее в соответстви е 
каж дом у  элем ен ту  x ∈ X автом орфи з м  гру п п ы  Y, и н ду ци рован н ы й вн у трен н и м  
автом орфи з м ом  x̂  гру п п ы  X, гом ом орфн о. Ядро этого гом ом орфи з м а  совп ада -
ет  с цен трали з атором  CX (Y  ) п одгру п п ы  Y в гру п п е X. Поэтом у, если  гру п п а  X 
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Fp-а п п рокси м и руем а , то в си лу  п редлож ен и я 1.2.4 гру п п а  AutX (Y  ) т акж е явля-
ется Fp-а п п рокси м и руем ой. 

Таки м  обра з ом , если  гру п п а  G а п п рокси м и руется классом  Fp, то для 
лю бой п одгру п п ы  Q ∈ Σp(H  ) гру п п а  AutG(Q) является Fp-а п п рокси м и руем ой. 
Г . Х и гм ен  в работе [18] п ока з ал, что н аоборот, если  A и  B —  кон ечн ы е p-гру п -
п ы , п одгру п п ы  H и  K н орм а льн ы  в свободн ы х м н ож и телях A, B и  AutG(H  ) яв-
ляется p-гру п п ой, то гру п п а  G Fp-а п п рокси м и руем а . О бобщ ен и ем  этого ре-
з ульт ат а  является  

Л ем м а  1. Пуст ь гр уппы  A и  B Fp-аппр окси м и р уем ы  и  все подгр уппы  и з 
сем ейст в Ωp(H  ) и  Ωp(K  ) Fp-от дели м ы  в эт и х гр уппах. Если  сем ейст во Σp(H  ) 
содер ж и т  т акую  подгр уппу Q, ч т о факт ор -гр уппа G/Q Fp-аппр окси м и р уем а и  
AutG(Q) являет ся кон еч н ой p-гр уппой, т о сем ейст во ∆p(G) м акси м альн о.  

Доказат ельст во. Вви ду  п редлож ен и я 2.3.14 н а м  достаточн о п ока з ать, 
что гру п п а  G Fp-ква з и регулярн а  п о п одгру п п е H. 

Пусть M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ). Не огра н и чи -
вая общ н ости  рассу ж ден и й, м ы  м ож ем  счи тать, что M ≤ Q. 

О боз н ачи м  через  U п одгру п п у  AutG(Q)Q голом орфа  гру п п ы  Q. Так как 
AutG(Q) —  кон ечн ая гру п п а , то п одгру п п а   
 1

u U
L u Mu−

∈

= ∩  
 
сн ова  и м еет  кон ечн ы й p-и н декс в Q и  п ри  этом  н орм альн а  в U. 

Пусть L = L0 ≤ L1 ≤ … ≤ Lk = Q ≤ Lk+1 ≤ … ≤ Lm = U —  п рообра з ы  член ов н еко-
торого главн ого ряда  фактор-гру п п ы  U/L (кон ечн ой p-гру п п ы ), п роходящ его 
через  п одгру п п у  Q/L. Е сли  g —  п рои звольн ы й элем ен т  гру п п ы  G и  σ —  огра н и -
чен и е н а  п одгру п п у  Q п рои зводи м ого и м  вн у трен н его автом орфи з м а  гру п п ы  G, 
то согласн о оп ределен и ю  гру п п ы  U g−1Lig = Li

σ = σ−1Liσ = Li для всех i, н е п ревос-
ходящ и х k. Таки м  образ ом , п одгру п п ы  L = L0, L1, …, Lk являю тся н орм альн ы м и  в 
гру п п е G. Поскольку  все он и  к том у  ж е Fp-отдели м ы  в гру п п ах A и  B, н айду тся 
п одгру п п ы  Ci ∈ Ωp(A) и  Di ∈ Ωp(B) т аки е, что (Ci ∩ H  )ϕ = Liϕ = Di ∩ K, 0 ≤ i ≤ k. 

По услови ю  фактор-гру п п а  G/Q Fp-а п п рокси м и руем а , п оэтом у  сущ ест -
вует  п одгру п п а  F/Q ∈ Ωp(G/Q), три ви альн о п ересекаю щ аяся с кон ечн ой п од-
гру п п ой H/Q. Пусть F = F0 ≤ F1 ≤ … ≤ Fn = G —  п рообра з ы  член ов н екоторого 
главн ого ряда  фактор-гру п п ы  G/F. О боз н ачи м  через  Ck+j и  Dk+j, 1 ≤ j ≤ n, п ересе-
чен и я п одгру п п  Fj со свободн ы м и  м н ож и телям и  A и  B. Из  п редлож ен и я 2.3.11 
теп ерь следует, что п ара  п одгру п п   
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п ри н адлеж и т  сем ейству  Θp, т. е. сущ ествует  п одгру п п а  N ∈ Ωp(G) т акая, что 
N ∩ A = C и  N ∩ B = D. Тогда  N ∩ H = L ≤ M, что и  требовалось. n  

Исп ольз у я п ри веден н ое дока з а тельство, н етрудн о п ока з а ть, что если  
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гру п п а  G удовлетворяет  у слови ю  лем м ы  1, то каж дая п одгру п п а  M ∈ Ωp(H  ) 
содерж и т  т аку ю  п одгру п п у  L ∈ Σp(H  ), что фактор-гру п п а  G/L Fp-а п п рокси м и -
руем а . Поэтом у  услови е да н н ой лем м ы  си льн ее услови я рассм атри ваем ой 
теорем ы , и , т а ки м  обра з ом , вы делять ее в качестве сам остоятельн ого у твер-
ж ден и я н е следует. 

Е сли  X —  н екоторая гру п п а , Y —  ее характери сти ческая п одгру п п а , то 
п рои звольн ы й автом орфи з м  гру п п ы  X и н ду ци рует  н екоторы й автом орфи з м  
гру п п ы  Y. Легко ви деть, что отображ ен и е βY: Aut(X   ) → Aut(Y  ), п ереводящ ее 
элем ен т  σ ∈ Aut(X   ) в его огра н и чен и е н а  п одгру п п у  Y, гом ом орфн о. В работе 
А. В. Я ку шева  [50] дока з а н а   

Л ем м а  2. Пуст ь X —  кон еч н ая p-гр уппа, σ∈Aut(X   ). Пор ядок авт ом ор -
фи зм а σ являет ся p-ч и слом  т огда и  т олько т огда, когда p-ч и слом  являет ся 
пор ядок и н дуци р ован н ого и м  авт ом ор фи зм а факт ор -гр уппы  X/X  pX′. n  

Неп осредствен н ая п роверка  п ока з ывает, что сп раведли ва  т акж е  
Л ем м а  3. Пуст ь Y —  н ор м альн ая подгр уппа гр уппы  X, Z —  хар акт ер и -

ст и ч еская подгр уппа гр уппы  Y, αY: X → AutX (Y  ) и  αY/Z: X/Z → AutX/Z (Y/Z ) —  оп-
р еделен н ы е вы ш е гом ом ор фи зм ы , ε —  ест ест вен н ы й гом ом ор фи зм  гр уппы  X 
н а факт ор -гр уппу X/Z, βZ: Aut(Y  ) → Aut(Y/Z ) —  гом ом ор фи зм  и н дуци р ован и я. 
Тогда следующая ди агр ам м а ком м ут ат и вн а: 
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В ч аст н ост и , обр аз гр уппы  AutX (Y  ) от н оси т ельн о гом ом ор фи зм а βZ совпада-
ет  с подгр уппой AutX/Z (Y/Z ). n  

Перейдем  теп ерь собствен н о к дока з ательству  теорем ы . К ак обы чн о, 
н а м  достаточн о будет  уста н ови ть, что гру п п а  G является Fp-ква з и регулярн ой 
п о п одгру п п е H. 

Пусть M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ). 
По услови ю  п одгру п п а  M ∩ Q содерж и т  н екотору ю  п одгру п п у  L ∈ Σp(H  ) 

и  фактор-гру п п ы  G/Q  pQ′Q = G/Q и  G/Q  pQ′L Fp-а п п рокси м и руем ы . М ы  хоти м  
п ока з ать, что Fp-а п п рокси м и руем ой является и  фактор-гру п п а  G1 = G/L. 

Вви ду  лем м ы  1 н а м  достаточн о у беди ться в том , что (кон ечн ая) гру п п а  
1 1Aut ( )G Q , где Q1 = Q/L, является p-гру п п ой. Лем м а  2 у тверж дает, что это верн о 

тогда  и  только тогда , когда  p-гру п п ой является ее обра з  отн оси тельн о гом о-
м орфи з м а  и н ду ци рова н и я βT, где 11 /p pT Q Q Q Q L L′ ′= = . Но в соответстви и  с лем -
м ой 3 этот  обра з  совп адает  с гру п п ой 1/ 1Aut ( / )G T Q T . 

Ф актор-гру п п а  G1/T и з ом орфн а  гру п п е G2 = G/Q  pQ′L, и  этот  и з ом орфи з м  
и н ду ци ру ет  и з ом орфи з м  гру п п  1/ 1Aut ( / )G T Q T  и  2 2Aut ( )G Q , где Q2 = Q/Q  pQ′L. 
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Так как G2 —  Fp-а п п рокси м и руем ая гру п п а , то 2 2Aut ( )G Q  является p-гру п п ой. 
Таки м  обра з ом , гру п п а  G/L Fp-а п п рокси м и руем а  и  п отом у  сущ ествует  

п одгру п п а  N/L ∈ Ωp(G/L) т акая, что N/L ∩ H/L = 1. О тсюда  N ∩ H = L ≤ M, и  дока -
з ательство н а  этом  з акон чен о. n  

О т м ет и м , что если  п одгру п п а  T = Q  pQ′ и м еет  кон ечн ы й и н декс в Q, то 
и з  Fp-а п п рокси м и руем ости  фактор-гру п п ы  G/T следует  и  Fp-а п п рокси м и руе-
м ость гру п п ы  G/TL для лю бой п одгру п п ы  L ∈ Σp(H  ), т ак как он а  п олу чается и з  
G/T фактори з аци ей п о кон ечн ой и , следовательн о, Fp-отдели м ой п одгру п п е 
LT/T. Тем  сам ы м , воп рос об Fp-а п п рокси м и руем ости  гру п п ы  G в да н н ом  слу -
чае своди тся к п роверке того, является ли  Fp-а п п рокси м и ру ем ы м  н екоторое 
свободн ое п рои зведен и е с н орм а льн ой элем ен т арн ой абелевой объ еди н ен н ой 
п одгру п п ой. 

При ведем  теп ерь ряд следстви й теорем  2.6.1 и  2.6.3.  
С л едствие 2.6.4. Пуст ь гр уппы  A и  B Fp-аппр окси м и р уем ы , подгр уппы  

H и  K кон еч н ы . 
 1) Если  гр уппа G Fp-аппр окси м и р уем а, т о сем ейст во ∆p(G) являет ся м ак-

си м альн ы м . 
 2) Если  H ≤ Z(A) и ли  K ≤ Z(B), т о гр уппа G Fp-аппр окси м и р уем а. 
 3) Если  подгр уппы  H и  K н ор м альн ы  в свободн ы х м н ож и т елях A и  B, т о 

гр уппа G Fp-аппр окси м и р уем а т огда и  т олько т огда, когда Fp-аппр ок-
си м и р уем ой являет ся факт ор -гр уппа G/H  pH′.  
Доказат ельст во. Первое у тверж ден и е п олу чается и з  теорем ы  2.6.3, если  

п олож и ть Q = 1. Второе н еп осредствен н о следует  и з  теорем ы  2.6.1. Д ля дока з а-
тельства  третьего з а м ети м , что если  гру п п а  G Fp-ап п рокси м и руем а , то эти м  
свойством  будет  обладать и  ее фактор-гру п п а  п о кон ечн ой п одгру п п е H  pH′. О б-
ратн ое у тверж ден и е вы текает  и з  рассу ж ден и я, п редваряю щ его это следстви е. n  

С л едствие 2.6.5. Пуст ь гр уппы  A и  B пр едст авляют  собой р асш и р ен и я 
N0-аппр окси м и р уем ы х гр упп пр и  пом ощи  кон еч н ы х p-гр упп, H и  K являют ся 
p′-и золи р ован н ы м и  S-подгр уппам и . Пуст ь т акж е вы полн ен о хот я бы  одн о и з 
следующи х двух услови й: 
 1) H ≤ Z(A) и ли  K ≤ Z(B); 
 2) подгр уппы  H и  K н ор м альн ы  в свободн ы х м н ож и т елях и  факт ор -гр уппа 

G/H  pH′ Fp-аппр окси м и р уем а. 
Тогда в гр уппе G все p′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  Fp-от дели м ы .  

Доказат ельст во. Нап ом н и м , что в S-гру п п е степ ен н ая п одгру п п а  соглас-
н о п редлож ен и ю  1.1.5 всегда  и м еет  кон ечн ы й и н декс. Поэтом у  H  pH′ ∈ Σp(H  ), и  
если  M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ) и н декса  n, то п одгру п -
п а  L = H  n п ри н адлеж и т  сем ейству  Σp(H  ) и  леж и т  в H. Таки м  обра з ом , второе 
у тверж ден и е вы текает  и з  теорем ы  2.6.3, следстви я 1.5.6 и  з а м еча н и я, п редше-
ствовавшего следстви ю  2.6.4. 

Первое у тверж ден и е следует  и з  теорем ы  2.6.1. n  
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С л едствие 2.6.6. Пуст ь A и  B —  кон еч н о пор ож ден н ы е Fp-аппр окси м и -
р уем ы е гр уппы , и  пуст ь сущест вуют  подгр уппы  R ∈ Ωp(A) и  S ∈ Ωp(B) т аки е, 
ч т о R ≤ H, S ≤ K и  Rϕ = S. Если  факт ор -гр уппа G/R  pR′ Fp-аппр окси м и р уем а, т о 
сем ейст во ∆p(G) являет ся м акси м альн ы м .  

Доказат ельст во этого у тверж ден и я т акое ж е, как и  следстви я 2.4.9 и з  
§ 2.4, н еобходи м о ли шь отм ети ть, что гру п п а  R/R′ кон ечн о п орож ден а , п оэтом у  
п одгру п п а  R  pR′ и м еет  кон ечн ы й и н декс в H. n  

В п реды дущ ем  п араграфе н а м  уда лось расп ростра н и ть рез ульт аты , п о-
лу чен н ы е для обобщ ен н ы х свободн ы х п рои зведен и й N-гру п п  и  N0-а п п рокси -
м и руем ы х гру п п , н а  слу чай п рои звольн ого м н ож ества  π. Соответствую щ и й 
а н алог следстви я 2.6.5 т акж е м ож ет  бы ть п олу чен , н о в н есколько ослаблен н ом  
вари а н те.  

Теорем а  2.6.7. Пуст ь A и  B —  Nπ-гр уппы  и ли  N0-аппр окси м и р уем ы е 
гр уппы , H и  K —  π′-и золи р ован н ы е N-подгр уппы . Пуст ь т акж е вы полн ен о 
хот я бы  одн о и з следующи х двух услови й: 
 1) H ≤ Z(A) и ли  K ≤ Z(B); 
 2) H и  K —  н ор м альн ы е подгр уппы  свободн ы х м н ож и т елей A и  B, и  под-

гр уппа H/H′ гр уппы  G/H′ являет ся локальн о ци кли ч еской и ли  леж и т  в 
цен т р е хот я бы  одн ой и з факт ор -гр упп A/H′, B/H′. 

Тогда в гр уппе G все π′-и золи р ован н ы е ци кли ч ески е подгр уппы  Fπ-от дели м ы .  
Доказат ельст во следует  той ж е схем е, которая бы ла  и сп ольз ован а  п ри  

дока з ательстве теорем ы  2.5.8 и з  п реды ду щ его п араграфа , п ри чем  вн ачале рас-
су ж ден и е п ри дется п овтори ть п очт и  дословн о. Нам  достаточн о п ока з ать, что 
п рои звольн ая π′-и з оли рован н ая N-п одгру п п а  гру п п ы  A (гру п п ы  B) отдели м а  
сем ейством  Θπ(A) (соответствен н о, сем ейством  Θπ(B)). Тогда  и ском ое у твер-
ж ден и е будет  следовать и з  теорем ы  2.2.2. 

Пусть C —  н екоторая π′-и з оли рован н ая N-п одгру п п а  гру п п ы  A, a ∈ A —  
п рои звольн ый элем ен т, н е п ри н адлеж ащ и й C. По п редлож ен и ю  2.5.7 a ∉ p′-IA(C ) 
для п одходящ его п ростого чи сла  p ∈ π. Подгру п п а  C1 = p′-IA(C ) в си лу  теорем  
1.4.6 и  1.5.5 является Fp-отдели м ой в гру п п е A, п оэтом у  сущ ествует  п одгру п п а  
M ∈ Ωp(A) т акая, что a ∉ C1M. 

Предп олож и м  теп ерь, что гру п п а  G Fp-ква з и регулярн а  п о п одгру п п е H. 
Предлож ен и е 2.3.14 у тверж дает, что тогда  для н ее сп раведли во услови е (2.3.4) 
теорем ы  2.3.2. Следовательн о, н айдется п ара  п одгру п п  (R, S ) ∈ Θp, удовлетво-
ряю щ ая услови ю  R ≤ M (в качестве N берем  всю  гру п п у  B). В рез ульт ате м ы  
п олу чаем , что R ∈ Θp(A) ⊆ Θπ(A) и  a ∉ CR ≤ C1M. 

Рассуж ден и я для гру п п ы  B а н алоги чн ы . 
Таки м  обра з ом , н а м  осталось п ока з ать, что гру п п а  G является Fp-ква з и -

регулярн ой п о п одгру п п е H для лю бого п ростого чи сла  p. 
Пусть сн ача ла  и м еет  м есто услови е 1), и  п усть для оп ределен н ости  

H ≤ Z(A). Пусть т акж е M —  п рои звольн ая п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ), V = 
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p′-IB(Mϕ) и  1 = h1, h2, …, hn —  н екоторая п олн ая си стем а  п редстави телей 
см еж н ы х классов H п о M. 

Так как п одгру п п а  M p′-и з оли рован а  в H, то V ∩ K = Mϕ. Восп ольз у ем ся 
Fp-отдели м остью  п одгру п п ы  V в гру п п е B и  вы берем  п одгру п п у  S ∈ Ωp(B) т а -
ки м  обра з ом , чтобы  hiϕ ∉ VS для всех i ≥ 2. Тогда , как легко ви деть, S ∩ K ≤ Mϕ. 

О боз н ачи м  п одгру п п у  (S ∩ K  )ϕ−1 через  Q и  п олож и м  U = p′-IA(Q). 
Е сли  u ∈ U, x ∈ A —  п рои звольн ы е элем ен ты  и  чи сло q т аково, что uq ∈ Q, 

то п оскольку  п одгру п п а  Q н орм альн а  в A, (x−1ux)q = x−1uqx ∈ Q и  x−1ux ∈ U. Таки м  
обра з ом , U —  н орм альн ая п одгру п п а  гру п п ы  A, и  м ы  м ож ем  рассм отреть фак-
тор-гру п п у  A/U. 

Вви ду  Fp-отдели м ости  п одгру п п ы  U гру п п а  A/U Fp-а п п рокси м и руем а , 
п оэтом у  н айдется п одгру п п а  R/U ∈ Ωp(A/U  ), удовлетворяю щ ая услови ю  R/U ∩ 
HU/U = 1. Тогда  
 U ∩ H ≤ R ∩ H ≤ (R ∩ HU  ) ∩ H = U ∩ H.   
Но п одгру п п а  Q p′-и з оли рован а  в H. Следовательн о, п ересечен и е U ∩ H совп а -
дает  с Q и  R ∩ H = Q = (S ∩ K  )ϕ−1. 

Рассм отри м  гру п п у   
 GR, S = (A/R ∗ B/S; HR/R = KS/S, ϕR, S).  

О н а  п редставляет  собой свободн ое п рои зведен и е кон ечн ы х p-гру п п  с 
объ еди н яем ой п одгру п п ой, леж ащ ей в цен тре свободн ого м н ож и теля A/R, и  в 
си лу  следстви я 2.6.4 является Fp-а п п рокси м и руем ой гру п п ой. Поэтом у  (R, S ) ∈ 
Θp, т. е. п одгру п п ы  R и  S п редставляю т  собой п ересечен и я со свободн ы м и  м н о-
ж и телям и  н екоторой п одгру п п ы  N ∈ Ωp(G). Поскольку  N ∩ H = Q ≤ M, п одгру п п а  
N является и ском ой и  дока з ательство в этом  слу чае з акон чен о. 

Пусть теп ерь вы п олн ен о услови е 2), и  п усть сн ова  M —  п рои звольн а я 
п одгру п п а  и з  сем ейства  Ωp(H  ). 

Полож и м  Q = H  n, где n = [H : M  ]. Тогда  п одгру п п а  Q является характери -
сти ческой в H и , следовательн о, н орм альн ой в G. К  том у  ж е вви ду  п редлож е-
н и я 1.1.5 он а  и м еет  кон ечн ы й p-и н декс в H и  леж и т  в M. 

Из  п ри веден н ы х выше рассу ж ден и й следует, что п одгру п п ы  U = p′-IA(Q) 
и  V = p′-IB(Qϕ) н орм а льн ы  в свободн ы х м н ож и телях и  U ∩ H = Q = (V ∩ K  )ϕ−1. 
Стало бы ть, м ы  м ож ем  п острои ть гру п п у   
 GU, V = (A/U ∗ B/V; HU/U = KV/V, ϕU, V).  

Введем  для удобства  следую щ и е обоз н ачен и я: G1 = GU, V, A1 = A/U, B1 = B/V, 
H1 = HU/U, K1 = KV/V. 

Так как п одгру п п ы  U и  V Fp-отдели м ы  в свободн ы х м н ож и телях A и  B, 
то гру п п ы  A1 и  B1 Fp-а п п рокси м и руем ы . Поэтом у  Fp-а п п рокси м и руем ость 
гру п п ы  G1 равн оси льн а , вви ду  следстви я 2.6.4, Fp-а п п рокси м и руем ости  фак-
тор-гру п п ы  1 11/ pG H H ′. Покаж ем , что п оследн ее и м еет  м есто. 

Е сли  п одгру п п а  H/H′ леж и т  в цен тре, скаж ем , гру п п ы  A/H′, то вз аи м н ы й 
ком м у т а н т  [A, H  ] п одгру п п  A и  H леж и т  в H′. О тсюда   
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 [A1, H1] ≤ 1H ′  и  H1/ 1H ′ ≤ Z(A1/ 1H ′).  
Е сли  ж е гру п п а  H/H′ является локальн о ци кли ческой, т аковой будет  и  гру п п а   
 H1/ 1H ′ = (HU/U  )/(H′U/U  ) ≅ H/H′(H ∩ U  ).  

Таки м  обра з ом , фактор-гру п п а  1 11/ pG H H ′  п редставляет  собой свободн ое 
п рои зведен и е Fp-а п п рокси м и руем ы х гру п п  с кон ечн ой объ еди н яем ой п одгру п -
п ой, которая ли бо является ци кли ческой, ли бо леж и т  в цен тре одн ого и з  сво-
бодн ы х м н ож и телей. В си лу  следстви й 2.5.4 и  2.6.4 эта  гру п п а  а п п рокси м и ру -
ется классом  Fp. 

Итак, G1 ока з ывается Fp-а п п рокси м и руем ой гру п п ой, следовательн о, 
н айдется п одгру п п а  N1, три ви альн о п ересекаю щ аяся с п одгру п п ой H1. Вы би -
рая п одгру п п у  N равн ой п рообра з у  N1 отн оси тельн о гом ом орфи з м а  ρU, V, м ы  
п олу чаем , что N ∈ Ωp(G) и   
 N ∩ H ≤ (N ∩ HU  ) ∩ H = U ∩ H = Q ≤ M.  

Таки м  обра з ом , п одгру п п а  N —  и ском ая. n 
  



 
Д О П О Л НЕ НИ Е . О ТД Е Л И М О С Т Ь  П О Д Г РУ П П   

НЕ К О Т О РЫ Х  К О НЕ Ч НО  О П РЕ Д Е Л Е ННЫ Х  ГРУ П П  

§  Д .1. О писание Fπ-отдел имых подгрупп группы Gk 
 
В  этом  доп олне ни и  м ы  п окаж е м , каки м  образом  отд е льны е  п ре д ш е с т-

вую щи е  ре зультаты  м огут бы ть п ри м е не ны  к не которы м  груп п ам  с  од ни м  оп ре -
д е ляю щи м  соотнош е ни е м  и  и х обобще нны м  с вобод ны м  п рои зве д е ни ям . Речь 
и д е т о груп п ах с ле д ую ще го ви д а:  
 Gk = 〈a, c; c−1ac = ak〉, |k| > 1,  
которы е  п ри над ле ж ат хорош о и зве с тном у клас с у груп п  Баум с лага-С оли тэ-
ра [7], зад авае м ы х п ре д с тавле ни ям и   
 Gk, l = 〈a, c; c−1alc = ak〉,  
гд е  бе з п оте ри  общнос ти  м ож но счи тать, что |k| ≥ l > 0. 

FΠ-ап п рокс и м и руе м ос ть груп п ы  Gk п ри  лю бом  k бы ла ус тановле на в ра-
ботах [7] и  [26]. Д. И . Молд аванс ки й [48] п оказал, что груп п а Gk ап п рокс и м и -
руе тс я клас сом  Fp тогд а и  только тогд а, когд а p д е ли т чи с ло k − 1. Мы  д оп олни м  
эти  ре зультаты  оп и с ани е м  п одгруп п  груп п ы  Gk, отд е ли м ы х в клас с ах FΠ и  Fp, а 
в с ле д ую ще м  п араграфе  п олучи м  не обход и м ы е  и  д ос таточны е  ус лови я м акс и -
м альнос ти  с е м е йс тв ∆Π(G) и  ∆p(G) д ля обобще нного с вобод ного п рои зве д е ни я 
G д вух груп п  указанного ви д а.  

Для начала п ри ве д е м  ряд  утве рж д е ни й, кас аю щи хс я с трое ни я груп п ы  Gk. 
Обозначи м  че ре з L норм альное  зам ы кани е  в этой груп п е  эле м е нта a. 
Ис п ользуя те оре м у Ш райе ра (с м . [43, те оре м а 2.9]), не труд но п оказать, 

что п одгруп п а L п орож д ае тся эле м е нтам и  ai = c−iaci и  облад ае т с ле д ую щи м  п ре д -
с тавле ни е м : 
 〈ai; k

ia = ai+1 (i ∈ Z)〉,  
т. е . и зом орфна груп п е  k-и чны х д робе й. Отс ю д а с ле д уе т, что груп п а Gk не  
и м е е т круче ни я и  п рои звольны й е е  эле м е нт м ож е т бы ть зап и с ан в ви д е  m n

ic a  
д ля п од ход ящи х це лы х чи с е л m, n, i. Оче ви д но, чи с ло m зд е с ь оп ре д е ле но од -
нозначно. 

Не п ос ре д с тве нная п рове рка п оказы вае т с п раве д ли вос ть раве нс тва  
 ( , )( )

mnS k lm n l ml
i ic a c a= ,  

гд е  S(x, y) = 1 + x + … + x  y−1, д ля лю бы х m, l ∈ N, n, i ∈ Z. 
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Зам е ти м  д але е , что е с ли  n = uv, гд е  u —  k-чи с ло и  (v, k) = 1, то д ля не ко-
торого r > 0 u | kr и  п отом у v n

i r ia a+ ∈á ñ  д ля каж дого це лого i. Таки м  образом , п од -
груп п а Lv сод е рж и тс я в Ln и , с ле д овате льно, Ln = Lv.  

П редложение Д .1.1. П роизвольн а я  н ециклическа я  кон ечн о порож д ен н а я  
под группа  группы Gk порож д а ет ся  элемен т а ми вид а  cuaw и av, гд е u, v > 0, 
(k, v) = 1.  

Дока за т ельст во. П ус ть H —  не ци кли че с кая коне чно п орож д е нная п од -
груп п а груп п ы  Gk с  п орож д аю щи м и  h1, h2, …, hn. П ос кольку фактор-груп п а G/L 
являе тс я ци кли че с кой, м ы  м ож е м  счи тать, что ли ш ь од и н и з эти х эле м е нтов, 
с каж е м  h1, не  п ри над ле ж и т п одгруп п е  L. В  этом  с лучае  п одгруп п а 〈h2, …, hn〉 
оказы вае тс я ци кли че с кой, и , таки м  образом , п одгруп п а H п орож д ае тс я эле м е н-
там и  ви д а u w

ic a  и  v
ja , гд е  бе з п оте ри  общнос ти  u > 0. 

Л е гко ви д е ть, что д ля лю бого це лого m ( ) ( )u w m v u w m
i j ic a a c a− = v

j uma +  и  п о-
том у д ля вс якого j ∈ Z 
 〈 u w

ic a , v
ja 〉 = 〈 u w

ic a , Lv〉.  
С ле д овате льно, эле м е нты  u w

ic a  и  av такж е  п орож д аю т п одгруп п у H, и  к том у 
ж е  чи с ло v м ож но счи тать п олож и те льны м  и  взаи м но п рос ты м  с  k. 

Таки м  образом , е с ли  i ≥ 0, м ы  п олучае м  и с ком ую  с и с те м у п орож д аю щи х: 
{

iu wkc a , av}. Ес ли  ж е  i < 0, то п ос кольку (k, v) = 1, с уще с твуе т такое  чи с ло t, что 
k−it ≡ w (mod  v), и  u w

ic a ≡
iu k t

ic a
−

= cuat (mod  Lv). С тало бы ть, H = 〈cuat,   Lv〉 = 〈cuat,   av〉.n  
П ус ть H = 〈cuaw, av〉, u, v > 0, и  c1 = cuaw, a1 = av. Не труд но п рове ри ть, что 

и м е е т м е с то соотнош е ни е  
 1

1 1 1 1
ukc a c a− = ,  

с  п ом ощью  которого п рои звольное  с лово в п орож д аю щи х a1 и  c1 м ож е т бы ть 
п ри ве д е но к ви д у: 1 1 1 1( )m i i nc c a c− , m, n, i ∈ Z. П ос кольку раве нс тво 1 1 1 1( )m i i nc c a c−  = 1 
в с и лу отс утс тви я круче ни я в груп п е  Gk с п раве д ли во ли ш ь п ри  m = n = 0, п од -
груп п а H и м е е т п ре д с тавле ни е   
 H = 〈a1, c1; 1

1 1 1 1
ukc a c a− = 〉.  

П ом и м о п роче го, отс ю д а вы те каю т с ле д ую щи е  д ва утве рж д е ни я. В о-
п е рвы х, е с ли  g = m n

ic a ∈ H, то u | m. В о-вторы х, п одгруп п а H являе тс я расще п -
ляю щи м с я рас ш и ре ни е м  п одгруп п ы  L1 —  норм ального зам ы кани я в H эле м е н-
та a1 —  п ри  п ом ощи  ци кли че с кой п одгруп п ы  с  п орож д аю щи м  c1 = aubw. П оэто-
м у H ∩ L = L1 и , так как, оче ви д но, L1 = Lv, п е ре с е че ни е  H ∩ L совп ад ае т с  Lv. 

Зам е ти м  д але е , что е с ли  (k,  v) = 1, то n
ia ∈ Lv тогд а и  только тогд а, когд а v | n. 

В  с ам ом  д е ле , е с ли  n
ia ∈ Lv, то д ля не которы х чи с е л j ∈ Z, m ∈ N вы п ол-

няе тс я соотнош е ни е  an = vm
ja , и  п ри  этом  м ож но счи тать, что k m/| . Отс ю д а ли бо 

an =
jvmka , е с ли  j ≥ 0, ли бо 

jnka
−

= avm, е с ли  j < 0, и , так как груп п а Gk бе з круче -
ни я, n = vmk    j и ли  nk−j = vm. В ви д у ус лови й (k, v) = 1 и  k m/| , второе  раве нс тво 
не возм ож но. Таки м  образом , j ≥ 0 и  v | n. 

Не п ос ре д с тве нны м  с ле д с тви е м  п ри ве д е нны х утве рж д е ни й являе тс я  
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П редложение Д .1.2. Если под группы H = 〈cuaw, av〉 и K = 〈cu′aw′, av′〉, гд е u, 
v, u′, v′ > 0, (k, v) = (k, v′) = 1, совпа д а ют , т о u = u′ и v = v′. n  

Д. Колли нз в работе  [10] ус танови л, что груп п а автом орфи зм ов груп п ы  
Gk п орож д ае тс я эле м е нтам и :  
 α:

c ca
a a
a
a

,     β: 1

c c
a a−

a
a

,     γi: ik

c c
a a
a
a

, 
 
гд е  ki —  п рои звольны й п рос той д е ли те ль чи с ла k. Зам е ти м , что лю бая п од -
груп п а H = 〈cuaw, av〉 груп п ы  Gk п е ре ход и т п од  д е йс тви е м  и зом орфи зм а α−w в 
п одгруп п у, п орож д е нную  эле м е нтам и  cu и  av.  

П редложение Д .1.3. Ин д екс в  группе Gk под группы H = 〈cu, av〉, гд е u, v > 0, 
(k, v) = 1, кон ечен  и ра вен  uv.  

Дока за т ельст во. П ус ть g = m n
ic a  —  п рои звольны й эле м е нт груп п ы  Gk. 

П окаж е м , что он ле ж и т в од ном  ле вом  с м е ж ном  клас с е  п о п одгруп п е  H с  не ко-
торы м  эле м е нтом  g′ = cm′an′, гд е  0 ≤ m′ < u и  0 ≤ n′ < v. 

Зап и ш е м  эле м е нт g в ви д е  g = m n m m
jc a c′ ′− , гд е  чи с ло m′ равно ос татку от 

д е ле ни я m на u и  j = i + (m′ − m). Тогд а g ∈ m n
jc a H′ . Ес ли  п ри  этом  j ≥ 0, то наш е  

утве рж д е ни е  оче ви д но. 
П ус ть j < 0. П ользуяс ь взаи м ной п рос тотой k и  v, найд е м , как и  п ри  доказа-

те льс тве  п ре д лож е ни я Д.1.1, чи с ло t, удовле творяю ще е  ус лови ю  k−jt ≡ n (mod v). 
В  ре зультате  м ы  п олучае м  вклю че ни е  m n

jc a′ ∈
jm k t v

jc a L−′ ⊆ cm′atH, и , таки м  обра-
зом , д анны й с лучай с вод и тс я к п ре д ы д уще м у. 

Ос тае тс я п рове ри ть, что вс е  эле м е нты  м нож е с тва  
 S = {cman | 0 ≤ m < u, 0 ≤ n < v}  
ле ж ат в разли чны х ле вы х с м е ж ны х клас с ах п о п одгруп п е  H. 

Я с но, что е с ли  g = cman и  g′ = cm′an′ —  д ва эле м е нта и з этого м нож е с тва и  
gH = g′H, то u | m − m′, и  так как |m − m′| < u, и м е е т м е с то раве нс тво m = m′. П о-
с кольку H ∩ L = Lv и  (k, v) = 1, и з вклю че ни я g−1g′ = an′−n ∈ H те п е рь с ле д уе т, что 
v | n − n′, и  п отом у n = n′. n  

П редложение Д .1.4. П од группа  H = 〈cuv Φ(v), av〉, гд е u, v > 0, (k, v) = 1 и Φ(⋅) 
—  фун кция  Э йлера , я вля ет ся  ха ра кт ерист ической в  группе Gk.  

Дока за т ельст во. П ос кольку автом орфи зм ы  β±1 и  1
iy±  ос тавляю т п од -

груп п у H на м е с те , нам  д ос таточно п рове ри ть, что сuv Φ(v)α±1 ∈ H. 
Так как (k, v) = 1, то kΦ(v) ≡ 1 (mod v). П оэтом у  
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≡ 0 (mod v) и  
  
 сuv Φ(v)α±1 = (ca±1)uv Φ(v) = cuv Φ(v)a±S(k, uv Φ(v)) ∈ cuv Φ(v)Lv ⊆ H. n   



Дополне ни е , § Д.1 80 

Зам е ти м  д але е , что е с ли  k ≡ 1 (mod p) и  v = pn, то д ля лю бого п олож и -
те льного u 
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= 0 (mod p) и  

 S(ku, v) = 1
1

uv

u
k
k

−
−

=
11

0

1
1

i

i

n up

up
i

k
k

+−

=

−

−
∏ ≡ 0 (mod v). 

 
Отс ю д а п о аналоги и  с  п ре д лож е ни е м  Д.1.4 вы те кае т  
П редложение Д .1.5. Если k ≡ 1 (mod p), u и v —  произвольн ые p-числа , 

т о под группа  H = 〈cuv, av〉 я вля ет ся  ха ра кт ерист ической в  группе Gk. n  
Оп и с ани е  п одгруп п  груп п ы  Gk заве рш ае т  
П редложение Д .1.6. П роизвольн а я  под группа  H группы Gk, н е я вля юща я -

ся  кон ечн о порож д ен н ой, леж ит  в  под группе L. Если cHc−1 ≤ H, т о д ля  н екот о-
рого полож ит ельн ого v, взаимн о прост ого с k, имеет  мест о ра вен ст во H = Lv.  

Дока за т ельст во. Так как фактор-груп п а Gk/L являе тс я ци кли че с кой, то 
H ∩ L ≠ 1. Е с ли  м ы  п ре д п олож и м  с уще с твовани е  эле м е нта h ∈ H, не  п ри над -
ле ж аще го п од груп п е  L, то п одгруп п а 〈h, g〉, гд е  g —  не которы й не три ви аль-
ны й эле м е нт и з п е ре с е че ни я H ∩ L, не  буд е т ци кли че с кой. В  с и лу п ре д лож е -
ни я Д.1.3 е е  и нд е кс , а, с ле довате льно, и  и нд е кс  п одгруп п ы  H в груп п е  Gk, буд е т 
коне чны м . Э то означае т, что H являе тс я коне чно п орож д е нной п одгруп п ой и  
м ы , те м  с ам ы м , п олучае м  п роти воречи е . Таки м  образом , H ≤ L. 

Ес ли  cHc−1 ≤ H, то вм е с те  с  не которы м  эле м е нтом  n
ia  п одгруп п а H буд е т 

сод е рж ать и  вс ю  п одгруп п у Ln. С тало бы ть, е е  и нд е кс  в груп п е  L коне че н, и , 
так как в локально ци кли че с кой груп п е  п рои звольная п одгруп п а конечного и н-
д е кс а являе тс я с те п е ннóй (с м . д оказате льс тво п ре д лож е ни я 2.5.2), то д ля не ко-
торого чи с ла v > 0, которое  м ож но счи тать взаи м но п рос ты м  с  k, и м е е т м е с то 
раве нс тво H = Lv. n  

Те п е рь м ы  готовы  п е ре йти  к основной зад аче  нас тояще го п араграфа —  
оп и с ани ю  п одгруп п  груп п ы  Gk, отд е ли м ы х в клас с ах FΠ и  Fp. Инте ре с но отм е -
ти ть, что зд е с ь оказы вае тс я п оле зны м  с ле д ую ще е   

П редложение Д .1.7. Группа  Gk я вля ет ся  FΠ-регуля рн ой по любой цикли-
ческой под группе C, н е леж ащей в  под группе L.  

Дока за т ельст во. В  с ам ом  д е ле , так как C ⊄ L, то вви д у и золи рованнос ти  
п одгруп п ы  L C ∩ L = 1. П оэтом у д ля каж дого n > 0 C ∩ C  nL = C  n. Ос тае тс я ли ш ь 
зам е ти ть, что п ос кольку фактор-груп п а Gk/L являе тс я ци кли че с кой, C  nL/L ∈ 
ΩΠ(Gk/L) и  C  nL ∈ ΩΠ(Gk). n  

Теорема Д .1.8. П од группа  H группы Gk я вля ет ся  FΠ-от д елимой т огд а  и 
т олько т огд а , когд а  д ля  н ее спра вед ливо од н о из следующих т рех ут верж д ен ий: 
 1) H —  циклическа я  под группа , н е леж аща я  в  L; 
 2) H —  н ециклическа я  кон ечн о порож д ен н а я  под группа ; 
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 3) H совпа д а ет  с под группой Ln д ля  под ход я щего полож ит ельн ого n, вза -
имн о прост ого с k.  
Дока за т ельст во. Необходимост ь. П ре д п олож и м  с начала, что H являе т-

с я ци кли че с кой п одгруп п ой, п орож д е нной эле м е нтом  h = n
ia ∈ L, и  п олож и м  

g = chc−1 = 1
n
ia − . Оче ви д но, g ∉ H. Ес ли , однако, ψ —  п рои звольны й гом ом орфи зм  

и з с е м е йс тва ΨΠ(Gk) и  п орядок эле м е нта cψ раве н q, то  
 gψ = ( 1) 1( )q n q

ic a c− − − ψ =
1qnk

ia −
ψ ∈ Hψ.  

Таки м  образом , п одгруп п а H не  отд е ли м а в клас с е  FΠ. 
П ус ть те п е рь H не  являе тс я коне чно п орож д е нной п одгруп п ой. Тогд а в 

с оотве тс тви и  с  п ре д лож е ни е м  Д.1.6 она ле ж и т в п одгруп п е  L. Ес ли  п ри  этом  H 
не  совп ад ае т с  п одгруп п ой Ln ни  д ля какого натурального n, то в с и лу того ж е  
п ре д лож е ни я Д.1.6 найд е тс я такой эле м е нт h ∈ H, что chc−1 ∉ H. Рас с уж д ая как 
и  вы ш е , м ы  п олучае м , что п одгруп п а H не  являе тс я FΠ-отд е ли м ой в груп п е  Gk. 

Дост а т очн ост ь. Ес ли  H —  не ци кли че с кая конечно п орож д е нная п од -
груп п а, то п о п ре д лож е ни ю  Д.1.3 она и м е е т коне чны й и нд е кс  в груп п е  Gk и , 
с ле довате льно, FΠ-отд е ли м а. Ес ли  ж е  H = Ln, то фактор-груп п а Gk/H оказы вае т-
с я п оли ци кли че с кой и , в час тнос ти , FΠ-ап п рокс и м и руе м ой. 

Таки м  образом , нам  ос тае тс я п рове ри ть FΠ-отд е ли м ос ть п одгруп п ы  H, 
ли ш ь когд а она являе тс я ци кли че с кой и  не  ле ж и т в L. 

В ви д у FΠ-ап п рокс и м и руе м ос ти  груп п ы  Gk и  п ре д лож е ни я 1.2.3 FΠ-за-
м ы кани е  - ( )kGCl HΠF  п одгруп п ы  H в этом  с лучае  п ре д с тавляе т собой абе ле ву 
п одгруп п у. Так как H не  ле ж и т в L, то п одгруп п а - ( )kGCl HΠF  оказы вае тс я 
ци кли че с кой и  соглас но п ре д лож е ни ю  Д.1.7 с уще с твуе т п одгруп п а M ∈ ΩΠ(Gk), 
п е ре с е каю щаяс я с  п одгруп п ой - ( )kGCl HΠF  п о п одгруп п е  H. 

С  д ругой с тороны   
 - ( )kGCl HΠF =

( )kN G
HN

Π∈Ω
∩ ≤ - ( )kGCl HΠF ∩ HM = H. 

 
П оэтом у - ( )kGCl HΠF = H и  п одгруп п а H FΠ-отд е ли м а. n  

П редложение Д .1.9. Если k ≡ 1 (mod p), т о произвольн а я  p′-изолирова н -
н а я  циклическа я  под группа  группы Gk я вля ет ся  Fp-от д елимой.  

Дока за т ельст во. П ус ть H —  p′-и золи рованная ци кли че с кая п одгруп п а 
груп п ы  Gk, п орож д е нная эле м е нтом  h. Ес ли  п ре д п олож и ть, что h ∈ L, то эле -
м е нт chc−1, не  п ри над ле ж ащи й H, оказы вае тс я корне м  и з эле м е нта h с те п е ни  k, 
что п роти воре чи т p′-и золи рованнос ти  п одгруп п ы  H. Таки м  образом , H ⊄ L. 

Дальне йш е е  рас с уж д е ни е  сове рш е нно аналоги чно соотве тс твую ще й час -
ти  доказате льс тва п ре д ы д уще й теоре м ы . Необход и м о ли ш ь отм е ти ть, что вви д у 
p′-и золи рованнос ти  п одгруп п а H и м е е т p-и нд е кс  в с вое м  Fp-зам ы кани и , и , та-
ки м  образом , д ля оты с кани я п одгруп п ы  M ∈ Ωp(Gk) м ы  м ож е м  вос пользоватьс я 
п ре д лож е ни е м  2.5.2, утве рж д аю щи м , что Fp-ап п рокс и м и руе м ая груп п а являе тс я 
Fp-ре гулярной п о лю бой ци кли че с кой п одгруп п е . n  
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П редложение Д .1.10. П уст ь k ≡ 1 (mod p) и H —  н ециклическа я  кон ечн о 
порож д ен н а я  под группа  группы Gk. Тогд а  след ующие ут верж д ен ия  ра в н о-
сильн ы: 
 1) под группа  H Fp-от д елима  в  группе Gk; 
 2) под группа  H p′-изолирова н а  в  группе Gk; 
 3) под группа  H имеет  p-ин д екс в  группе Gk.  

Дока за т ельст во. П ри м е няя п одходящи й автом орфи зм  груп п ы  Gk, м ы  
м ож е м  счи тать, что п одгруп п а H п орож д ае тс я эле м е нтам и  cu и  av, гд е  u, v > 0 и  
(k, v) = 1. Ес ли  п ри  этом  она являе тс я p′-и золи рованной, то u и  v, оче ви д но, 
д олж ны  бы ть p-чи с лам и  и , с ле довате льно, H и м е е т p-и нд е кс  в груп п е  Gk. 

Дале е , е с ли  u и  v являю тс я p-чи с лам и , то п одгруп п а N = 〈cuv, av〉, ле ж ащая 
в H, п ри над ле ж и т в с и лу п ре д лож е ни я Д.1.5 с е м е йс тву Ωp(Gk). Отс ю д а с разу 
ж е  вы те кае т, что п одгруп п а H Fp-отд е ли м а в груп п е  Gk. n  

П редложение Д .1.11. П уст ь k ≡ 1 (mod p) и H —  под группа  группы Gk, 
н е я вля юща я ся  кон ечн о порож д ен н ой. Тогд а  след ующие ут верж д ен ия  ра в н о-
сильн ы: 
 1) под группа  H Fp-от д елима  в  группе Gk; 
 2) под группа  H p′-изолирова н а  в  группе Gk; 
 3) под группа  H совпа д а ет  с под группой Ln д ля  н екот орого p-числа  n.  

Дока за т ельст во. Ес ли  п одгруп п а H являе тс я p′-и золи рованной, то вм е -
с те  с  каж д ы м  с вои м  эле м е нтом  h она долж на сод е рж ать и  эле м е нт chc−1. Отс ю д а 
вви д у п ре д лож е ни я Д.1.6 H = Ln, п ри че м  n, оче ви д но, м ож но счи тать p-чи с лом . 

Нам  ос тае тс я п рове ри ть, что д ля каж дого p-чи с ла n фактор-груп п а Gk/Ln 
Fp-ап п рокс и м и руе м а. Для этого зам е ти м , что и з ус тановле нного вы ш е  соотно-
ш е ни я S(k, n) ≡ 0 (mod n) вы те каю т с равне ни я  kn ≡ 1 (mod n) и  c−nacn ≡ a (mod Ln). 
П ос ле д не е  и з ни х означае т, что cnLn ∈ Z(Gk/Ln) и , таки м  образом , груп п а Gk/Ln 
оказы вае тс я рас ш и ре ни е м  бе с конечной ци кли че с кой груп п ы  〈cnLn〉 п ри  п ом ощи  
конечной p-груп п ы . А п п рокс и м и руе м ос ть е е  клас сом  Fp обе с п е чи вае тс я те п е рь 
с ле д с тви е м  1.4.7. n  

Объ е д и няе т ре зультаты  п ре д лож е ни й Д.1.9, Д.1.10 и  Д.1.11  
Теорема Д .1.12. Если группа  Gk Fp-а ппроксимируема , т о все ее p′-изоли-

рова н н ые под группы Fp-от д елимы. n  
П редложение Д .1.13. Если 1k ≡/  (mod p), т о под группа  H группы Gk я в -

ля ет ся  Fp-от д елимой т огд а  и т олько т огд а , когд а  он а  порож д а ет ся  под груп-
пой L и элемен т ом cu, гд е u либо ра в н о 0, либо я вля ет ся  p-числом.  

Дока за т ельст во. Нам  дос таточно п оказать, что образ эле м е нта a отно-
с и те льно лю бого гом ом орфи зм а ψ ∈ Ψp(Gk) раве н 1 и  п отом у п рои звольная 
Fp-отд е ли м ая п одгруп п а груп п ы  Gk сод е рж и т п одгруп п у L. 

В  с ам ом  д е ле , е с ли  p | k, то эле м е нт a и м е е т бе с коне чную  p-вы соту и  
с форм ули рованное  утве рж д е ни е  оче ви д но. 
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П ус ть (k, p) = 1, и  п ре д п олож и м  нап роти в, что д ля не которого ψ ∈ Ψp(Gk) 
aψ ≠ 1. Обозначи м  че ре з m и  n п оряд ки  эле м е нтов cψ и  aψ, соотве тс тве нно. 
Тогд а aψ = (c−macm)ψ = ( )

mkaψ и  п отом у km ≡ 1 (mod n). П ос кольку n являе тс я не -
е д и ни чны м  p-чи с лом , отс ю д а с ле д уе т, что km ≡ 1 (mod p). 

С  д ругой с тороны , вви д у взаи м ной п рос тоты  чи с е л k и  p k  p−1 ≡ 1 (mod p). 
Так как (m, p − 1) = 1, то rm + s(p − 1) = 1 д ля не которы х це лы х чи с е л r, s и  k = 
krm+s(p−1) ≡ 1 (mod p). Таки м  образом , м ы  п олучае м  п роти воречи е  с  ус лови е м  
п ре д лож е ни я. n 

  
§  Д .2. Fπ-отдел имость цикл ических подгрупп 
обобщенных свободных произведений  групп Gk 

 
П ус ть G = (Gk ∗ Gl; H = K, ϕ) е с ть с вобод ное  п рои зве д е ни е  груп п  Gk = 〈a, c; 

c−1ac = ak〉 и  Gl = 〈b, d; d  −1bd = bl〉 с  п одгруп п ам и  H и  K, объ е д и не нны м и  относ и -
те льно не которого и зом орфи зм а ϕ (эти  обозначе ни я буд ут и с п ользоватьс я до 
конца п араграфа). П ри вод и м ы е  ни ж е  те оре м ы  д аю т не обход и м ы е  и  д ос таточ-
ны е  ус лови я м акс и м альнос ти  д вух с е м е йс тв: ∆Π(G) и  ∆p(G), п ос ле д не го —  п ри  
ус лови и , что k ≡ l ≡ 1 (mod p). 

П ос кольку груп п ы  Gk и  Gl являю тс я разре ш и м ы м и , п е рвое  утве рж д е ни е  
вы те кае т не п ос ре д с тве нно и з ре зультата М. Ш и рвани  [31], уп ом и навш е гося 
п ос ле  доказате льс тва те оре м ы  2.2.2 и з § 2.2.  

Теорема Д .2.1. Если группа  G FΠ-а ппроксимируема , т о под группы H и K 
FΠ-от д елимы в  свобод н ых мн ож ит еля х. n  

Теорема Д .2.2. Если под группы H и K FΠ-от д елимы в  свобод н ых мн о-
ж ит еля х, т о семейст во ∆Π(G) я вля ет ся  ма ксима льн ым.  

Дока за т ельст во. Для начала зам е ти м , что груп п а Gk FΠ-ре гулярна п о 
п одгруп п е  Lv д ля каж дого п олож и те льного v. 

Де йс тви те льно, п рои звольная п одгруп п а M и з с е м е йс тва ΩΠ(Lv) совп а-
д ае т с  п одгруп п ой Ln д ля п одходяще го п олож и те льного n. С оглас но п ре д лож е -
ни ю  Д.1.8 эта п одгруп п а FΠ-отд е ли м а и  п отом у фактор-груп п а G/M облад ае т 
такой п одгруп п ой N/M ∈ ΩΠ(G/M  ), что п е ре с е че ни е  N/M ∩ L/M три ви ально. 
П одгруп п а N в этом  с лучае  и  буд е т и с ком ой. 

Объ е д и няя доказанное  утве рж д е ни е  с  п ре д лож е ни е м  Д.1.7, м ы  ви д и м , 
что груп п а Gk FΠ-ре гулярна п о лю бой FΠ-отд е ли м ой локально ци кли че с кой 
п одгруп п е . А налоги чны й ре зультат и м е е т м е с то и  д ля груп п ы  Gl. Таки м  обра-
зом , е с ли  H и  K являю тс я локально ци кли че с ки м и  п одгруп п ам и , то утве рж д е -
ни е  те оре м ы  с ле д уе т и з п ре д лож е ни й 2.3.16 и  2.3.14 § 2.3. 

С тало бы ть, нам  ос тае тс я рас с м отре ть с лучай, когд а объ е д и няе м ы е  п од -
груп п ы  и м е ю т конечны й и нд е кс  в с вобод ны х м нож и те лях. Мы  буд е м  с вод и ть 
е го к с ле д с тви ю  2.4.9 и з § 2.4. 

П ри м е няя п од ходящи е  автом орфи зм ы  груп п  Gk и  Gl, м ы  м ож е м  счи тать, 



Дополне ни е , § Д.2 84 

что H = 〈cu, av〉 и  K = 〈d  u′, bv′〉, гд е  u, v, u′, v′ > 0 и  (k, v) = (l, v′) = 1. П ус ть такж е  
R = 〈cut, av〉 и  S = 〈d  u′t, bv′〉, гд е  t = vv′Φ(v)Φ(v′), Φ(⋅) —  функци я Эйле ра. 

В ви д у п ре д лож е ни я Д.1.4 п одгруп п ы  R и  S норм альны  в с вобод ны х 
м нож и те лях. Нап ом ни м  такж е , что в образую щи х a1 = av, c1 = cu, b1 = bv′, d1 = d  u′ 
п одгруп п ы  H и  K и м е ю т с ле д ую щи е  п ре д с тавле ни я:  
 H = 〈a1, c1; 1

1 1 1 1
ukc a c a− = 〉, K = 〈b1, d1; 1

1 1 1 1
uld b d b

′− = 〉,  
и  так как п одгруп п ы  R, S п орож д аю тс я, оче ви д но, эле м е нтам и  1

tc , a1 и  1
td , b1, 

соотве тс тве нно, то в с и лу того ж е  п ре д лож е ни я Д.1.4 они  оказы ваю тс я харак-
те ри с ти че с ки м и  в H и  K. 

Д. И . Молд аванс ки й в работе  [47] п оказал, что груп п ы  Gk и  Gl и зом орф-
ны  тогд а и  только тогд а, когд а k = l. П оэтом у ус лови е  H ≅ K влече т раве нс тво 
ku = l  u′, и  отображ е ни е  θ: H → K, п е ре вод яще е  a1 в b1 и  c1 в d1, оп ре д е ляе т и зо-
м орфи зм  п одгруп п . 

П ре д с тавляя те п е рь и зом орфи зм  ϕ в ви д е  ком п ози ци и  и зом орфи зм а θ и  
не которого автом орфи зм а α ∈ Aut(K  ), м ы  п олучае м , что Rϕ = Sα = S. Те м  с ам ы м , 
ус лови я с ле д с тви я 2.4.9 оказы ваю тс я вы п олне ны  и  с е м е йс тво ∆Π(G) являе тс я 
м акс и м альны м . n  

Теорема Д .2.3. Если группа  G Fp-а ппроксимируема , т о под группы H и K 
я вля ют ся  Fp-от д елимыми в  свобод н ых мн ож ит еля х.  

Дока за т ельст во. П ре д п олож и м , что хотя бы  одна и з объ е д и няе м ы х п од -
груп п , с каж е м  H, не  являе тс я Fp-отд е ли м ой в соотве тс твую ще м  м нож и те ле  и  
п окаж е м , что в этом  с лучае  и нд е кс ы  п одгруп п  H и  K в груп п ах Gk и  Gl равны  2. 

Буд учи  д вус туп е нно разре ш и м ы м и , обе  эти  груп п ы  удовле творяю т с ле -
д ую ще м у тож д е с тву:  
 w(x, y, z) = [[x, z], [y, z]] = z−1x−1zxz−1y−1zyx−1z−1xzy−1z−1yz = 1.  

Ес ли  [Gl:K  ] ≥ 3, то, вы би рая в каче с тве  z п рои звольны й эле м е нт м нож е -
с тва - ( )kp GCl HF \H, а в каче с тве  x и  y —   таки е  эле м е нты  и з Gl\K, что yx−1 ∉ K, 
м ы  п олучае м  эле м е нт g = w(x, y, z) груп п ы  G д ли ны  15, которы й п ри  каж дом  
гом ом орфи зм е  ψ ∈ Ψp(G) оказы вае тс я в образе  груп п ы  Gl и  п отом у п е ре ход и т в 
1. Таки м  образом , груп п а G не  м ож е т бы ть Fp-ап п рокс и м и руе м ой. 

Ес ли  те п е рь [Gl : K  ] = 2, но [Gk : H  ] ≥ 3, то x и  y с нова с ле д уе т вы брать ле -
ж ащи м и  в разли чны х ле вы х с м е ж ны х клас с ах те п е рь уж е  груп п ы  Gk п о п од -
груп п е  H, но не  в H, а эле м е нт z п олож и ть равны м  v−1uv, гд е  u ∈ - ( )kp GCl HF \H 
и  v ∈ Gl\K. Тогд а эле м е нт g = w(x, y, z) и м е е т д ли ну 31 и  п отом у отли че н от е д и -
ни цы . Од нако п ри  каж дом  гом ом орфи зм е  ψ ∈ Ψp(G) образ эле м е нта u оказы ва-
е тс я в образе  п одгруп п ы  H и , так как п одгруп п а K норм альна в груп п е  Gl, то 
zψ = (v−1uv)ψ ∈ Hψ. С тало бы ть, gψ = 1, и  м ы , те м  с ам ы м , оп ять п олучае м  п ро-
ти воре чи е  с  Fp-ап п рокс и м и руе м ос тью  груп п ы  G. 

Итак, [Gk : H  ] = 2, и , с ле д овате льно, p ≠ 2. Э то означае т, что ли бо H = 
〈c2, a〉, ли бо k нече тно и  H = 〈c, a2〉 и ли  H = 〈ca, a2〉. В о втором  с лучае  м ы  с разу 
ж е  п ри ход и м  к п роти воре чи ю , рас с м атри вая не е д и ни чны й эле м е нт g = [t−1at, a] 
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груп п ы  G, гд е  t ∈ B\K. В  с ам ом  д е ле , так как [Gl : K  ] = 2 и  p ≠ 2, то t ∈ - ( )lp GCl KF  
и  п ри  каж дом  гом ом орфи зм е  ψ ∈ Ψp(G) эле м е нт (t−1at)ψ оказы вае тс я в образе  
п одгруп п ы  L груп п ы  Gk и  п отом у ком м ути руе т с  эле м е нтом  aψ. 

А налоги чное  рас с уж д е ни е  п ри м е ни м о, разум е е тс я, и  к п одгруп п е  K. 
С тало бы ть, м ы  м ож е м  счи тать д але е , что H = 〈c2, a〉, K = 〈d  2, b〉 и  p ≠ 2. 

П олож и м  g = c2(c−1d )k+1d  −2. 
К ак и  в д оказате льс тве  п ре д ы д уще й те оре м ы , п ре д с тави м  и зом орфи зм  ϕ 

в ви д е  ком п ози ци и  и зом орфи зм а θ: H → K, п е ре водяще го a в b и  c1 = c2 в d1 = d  2, 
и  не которого автом орфи зм а α ∈ Aut(K  ). 

Из оп и с ани я п орож д аю щи х груп п ы  Aut(K  ), п ри ве д е нного в п ре д ы д у-
ще м  п араграфе , ви д но, что d1α

−1 = 1 1 1( )m n md d b d −  д ля п од ходящи х чи с е л m ∈ N и  
n ∈ Z, откуд а d1ϕ−1 = 1

1 1
m n mc a c+ − . 

П ус ть N —  п рои звольная п одгруп п а и з с е м е йс тва Ωp(G) и  п оряд ки  эле -
м е нтов a, c и  d п о м од улю  этой п одгруп п ы  равны , соотве тс тве нно, u, v и  w. 
П ус ть такж е  
 y = 1

2 (max{ , , } 1)u v w +  
 
(нап ом ни м , что p ≠ 2, а u, v и  w являю тс я p-чи с лам и , п оэтом у y —  це лое  чи с ло). 

Тогд а  
 S(k2, y)(k + 1) =

2

2
1
1

yk
k

−
−

(k + 1) = S(k, 2y) = S(k, 2y − 1) + k2y−1 ≡ 1 (mod u) 

и  
 (c−1d )k+1 ≡ (c−2yd  2y)k+1 = ( ) 11

1 11 ( )
ky m n m yc c a c

+− + − =
2( , )( 1)

1 1
m nS k y k mc a c+ − ≡ 

 ≡ 1 1
m n mc a c− = 1

1 1c d− = c−2d  2 (mod N  ).  
Таки м  образом , эле м е нт g п ри над ле ж и т каж дой п одгруп п е  N ∈ Ωp(G). 

Э то п роти воречи е  и  заве рш ае т д оказате льс тво те оре м ы . n  
Теорема Д .2.4. Если группы Gk и Gl Fp-а ппроксимируемы, под группы H и 

K Fp-от д елимы в  свобод н ых мн ож ит еля х, т о все p′-изолирова н н ые цикличе-
ские под группы группы G Fp-от д елимы.  

Дока за т ельст во с ле д уе т той ж е  с хе м е , что и  в те оре м е  Д.2.2. В  с лучае , 
когд а объ е д и няе м ы е  п одгруп п ы  являю тс я (локально) ци кли че с ки м и , и с ком ое  
утве рж д е ни е  с разу ж е  вы те кае т и з те оре м ы  2.5.3 § 2.5. 

П ус ть п одгруп п ы  H и  K и м е ю т коне чны й и нд е кс  в груп п ах Gk и  Gl. 
П ри м е няя п од ходящи е  автом орфи зм ы  эти х груп п , м ы  м ож е м  счи тать, что 
H = 〈cu, av〉 и  K = 〈d  u′, bv′〉, гд е  u, v, u′, v′ > 0 и  (k, v) = (l, v′) = 1. К  том у ж е  u, v, u′, v′ 
в с и лу п ре д лож е ни я Д.1.10 м ож но счи тать p-чи с лам и . 

Рас с м отри м  п одгруп п у N = 〈cm, an〉, гд е  m, n —  п олож и те льны е  p-чи с ла, 
удовле творяю щи е  ус лови ям  n ≤ v и   
 n ≤ r = max{ , }m u

u
. 

 
Так как m ≥ r ≥ n, то соглас но п ре д лож е ни ю  Д.1.5 п одгруп п а N норм альна 
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в груп п е  Gk. П окаж е м , что N ∩ H = 〈cur, av〉. 
В  од ну с торону вклю че ни е  оче ви д но. Обратно, е с ли  yx

ic a ∈ N ∩ H, то m | x 
и  u | x. П оэтом у, во-п е рвы х, чи с ло ru = max{m, u} такж е  д е ли т x и , во-вторы х, y

ia ∈ 
N ∩ H. Отс ю д а с ле д уе т, что y

ia ∈ H ∩ L = Lv и , таки м  образом , yx
ic a ∈ 〈cur, av〉. 

В ос п ользуе м с я те п е рь п ре д с тавле ни ям и   
 H = 〈a1, c1; 1

1 1 1 1
ukc a c a− = 〉, K = 〈b1, d1; 1

1 1 1 1
uld b d b

′− = 〉  
п одгруп п  H и  K в с и с те м ах образую щи х c1 = cu, a1 = av и  d1 = d  u′, b1 = bv′. 

Так как N ∩ H = 〈 1
rc , a1〉, то в с и лу п ре д лож е ни я Д.1.5 эта п одгруп п а яв-

ляе тс я характе ри с ти че с кой в H. П ре д с тавляя, как и  вы ш е , и зом орфи зм  ϕ в ви д е  
ком п ози ци и  и зом орфи зм а θ: H → K, п е ре водяще го a1 в b1 и  c1 в d1, и  не которого 
автом орфи зм а α ∈ Aut(K  ), м ы  ви д и м , что п одгруп п а (N ∩ H  )ϕ совп ад ае т с  п од -
груп п ой, п орож д е нной эле м е нтам и  1

rd = d  u′r и  b1 = bv′. 
П ус ть те п е рь v = ps, v′ = ps′ и  q = max{s, s′}. П олож и м   

 Ci = 〈
iupc , a〉, 0 ≤ i ≤ q, Dj = 〈

ju pd ′ , b〉, 0 ≤ j ≤ q, 
 Ei = 〈

qupc , 
ipa 〉, 1 ≤ i ≤ s, Fj = 〈

qu pd ′ , 
jpb 〉, 1 ≤ j ≤ s′.  

В  ре зультате  м ы  п олучае м  п ос ле довате льнос ти  норм альны х п одгруп п  
коне чного p-и нд е кс а  
 E = Es ≤ Es−1 ≤ … ≤ E1 ≤ Cq ≤ Cq−1 ≤ … ≤ C0, 
 F = Fs′ ≤ Fs′−1 ≤ … ≤ F1 ≤ Dq ≤ Dq−1 ≤ … ≤ D0  
с  факторам и  п оряд ка p. Из п ри ве д е нны х вы ш е  рас с уж д е ни й с ле д уе т такж е , что:  
 (Ci ∩ H   )ϕ = 〈 1

ipd , b1〉 = Dj ∩ K, 0 ≤ i = j ≤ q; 
 (Ei ∩ H  )ϕ = 〈 1

qpd , b1〉 = Fj ∩ K, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ s′.  
В  час тнос ти , E ≤ H ≤ C0 и  F ≤ K ≤ D0. 

Дале е , ле гко ви д е ть, что п одгруп п а R = E  pE′ п орож д ае тс я эле м е нтам и  2
pc  

и  2
pa , гд е  c2 =

qupc  и  a2 =
spa  —  образую щи е  п одгруп п ы  E. Из п ре д лож е ни я Д.1.5 

с ле д уе т такж е , что п одгруп п а R1 = 〈 2
pc , a2〉 являе тс я характе ри с ти че с кой в E и  

п отом у норм альной в груп п е  Gk. 
П олагая S = Rϕ = F  pF′ и  S1 = R1ϕ, м ы  те м  с ам ы м  п родолж ае м  п ос трое нны е  

вы ш е  п ос ле довате льнос ти  до п одгруп п  R и  S. Из п ре д лож е ни я 2.3.11 § 2.3 те п е рь 
с ле д уе т, что эти  п одгруп п ы  (H, K, ϕ, p)-совм е с ти м ы , т. е . груп п а GR, S Fp-ап п рок-
с и м и руе м а. Для заве рш е ни я доказате льс тва нам  ос тае тс я ли ш ь вос пользоватьс я 
с ле д с тви е м  2.6.6 и з § 2.6. n 

  



 
У К А ЗАТЕ Л Ь  О Б О ЗН АЧ Е Н И Й  

 

О бозна ч ени е  О п и са ни е С т р. 
N м н ожес тво  н ату р альн ы х чис ел (с  н улем )  
Z м н ожес тво  целы х чис ел  
Zn кольцо  вы четов п о  м од улю  n  
(m, n) н аибольш ий  общий  д елитель чис ел m и n  
m | n чис ло  m д елит  чис ло  n  
≅ отн ош ен ие изом ор физм а гр у п п   
ker ψ яд р о  гом ом ор физм а ψ  
G′ ком м у тан т  гр у п п ы  G  
G(n) n-ая п р оизвод н ая гр у п п ы  G  
γn(G) n-ы й  член  н иж н его  цен т р альн ого  р яд а гр у п п ы  G  
Gn п од гр у п п а гр у п п ы  G, п ор ож д ен н ая м н ожес твом  эле-

м ен тов {gn | g ∈ G} 
 

Z(G) цен т р  гр у п п ы  G  
CG(M  ) цен т р ализатор  м н ожес тва M в гр у п п е G  
NG(H  ) н о р м ализатор  п од гр у п п ы  H в гр у п п е G  
|g|, |G| п о р яд ок элем ен та g, гр у п п ы  G  
[G : H  ] ин д екс  п од гр у п п ы  H в гр у п п е G  
[H, K  ] взаим н ы й  ком м у тан т  п од гр у п п  H и K  
[x, y,…, z] ком м у татор  элем ен тов x, y,…, z  
r(G) р ан г абелевой  гр у п п ы  G 12 
〈a1, a2,…; 
r1, r2,…〉 

гр у п п а, зад аваем ая обр азу ющим и a1, a2,… и оп р ед е-
ляющим и с оот н ош ен иям и r1, r2,… 

 

〈a1, a2,…〉, 〈M  〉 п од гр у п п а, п ор ож д ен н ая элем ен там и a1, a2,…, м н о-
жес твом  M 

 

(A ∗ B; 
[H, K  ] = 1) 

с вобод н ое п р оизвед ен ие гр у п п  A и B с  ком м у ти-
р у ющим и п од гр у п п ам и H и K 

5 

(A ∗ B; [A, K  ] = 1, 
[H, B] = 1) 

с вобод н ое п р оизвед ен ие гр у п п  A и B с  цен т р ализо-
ван н ы м и п од гр у п п ам и H и K 

5 
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(∗ Ai; Hi = Ki+1, ϕi, 
i ∈ Zn) 

п олигон альн ое п р оизвед ен ие гр у п п  Ai с  т р ивиаль-
н ы м и п ер ес ечен иям и 

7 

(A ∗ B; H = K, ϕ) с вобод н ое п р оизвед ен ие гр у п п  A и B с  п од гр у п п ам и 
H и K, объед ин ен н ы м и в с о ответ с твии с  изом ор физ-
м ом  ϕ 

36 

l(g) д лин а элем ен та g обобщен н ого  с вобод н ого  п р оизве-
д ен ия 

38 

π п р оизвольн ое н еп у с тое м н ожес тво  п р о с ты х чис ел  
p в завис им о с ти от  кон текс та п р оизвольн ое п р о с тое 

чис ло  или м н ожес тво , с о с тоящее из од н ого  п р о с того  
чис ла p 

 

π′ м н ожес тво  вс ех п р о с ты х чис ел, н е п р ин ад леж ащих π  
τ(G), τΠ(G) п ер иод ичес кая час ть н ильп отен т н ой  гр у п п ы  G 11 
τπ(G) п од гр у п п а н ильп отен тн ой  гр у п п ы  G, с о с тавлен н ая 

из вс ех элем ен тов, п ор яд ки котор ы х являю т с я π-чис -
лам и 

11 

Kπ д ля лю бого  клас с а гр у п п  K —  клас с  вс ех гр у п п  из 
K, н е им еющих π′-кр у чен ия 

11 

K0 то  же, что  и K∅, —  клас с  вс ех K-гр у п п  без кр у чен ия 11 
F, FΠ клас с  вс ех кон ечн ы х гр у п п  11 
Fπ, Fp клас с ы  кон ечн ы х π-гр у п п , кон ечн ы х p-гр у п п  11 
A1 клас с  абелевы х гр у п п  кон ечн ого  р ан га 13 
A2 клас с  абелевы х гр у п п , уд овлетвор яющих у с ловию  (3) 

н а с т р . 12 
13 

A3, A клас с  огр ан ичен н ы х абелевы х гр у п п  13, 19 
Si клас с  р азр еш им ы х гр у п п , облад ающих кон ечн ы м  с у б-

н ор м альн ы м  р яд ом  с  Ai-фактор ам и 
13 

Ni клас с  н ильп отен т н ы х гр у п п , облад ающих кон ечн ы м  
цен т р альн ы м  р яд ом  с  Ai-фактор ам и 

13 

S то  же, что  и S3 —  клас с  огр ан ичен н ы х р азр еш им ы х 
гр у п п  

13, 19 

N то  же, что  и N3 —  клас с  огр ан ичен н ы х н ильп отен т -
н ы х гр у п п  

13, 19 

S0, N0 клас с ы  S-гр у п п  без кр у чен ия, N-гр у п п  без кр у чен ия 11 
Nπ, Np клас с ы  N-гр у п п , п ер иод ичес кие час ти котор ы х яв-

ляю т с я, с оответ с твен н о , π-гр у п п ам и, p-гр у п п ам и 
11 

ΨK(G) с ем ейс тво  вс ех гом ом ор физм ов гр у п п ы  G н а гр у п п ы  
из клас с а K 

19 
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ΩK(G) с ем ейс тво  вс ех н ор м альн ы х п од гр у п п  гр у п п ы  G, 
фактор -гр у п п ы  п о  котор ы м  п р ин ад леж ат  клас с у  K 

19 

ΨΠ(G), Ψπ(G), 
Ψp(G) 

то  же, что  и ( )GΠΨF , ( )GπΨF , ( )p GΨF  19 

ΩΠ(G), Ωπ(G), 
Ωp(G) 

то  же, что  и ( )GΠΩF , ( )GπΩF , ( )p GΩF  19 

K-ClG(H  ) K-зам ы кан ие п од гр у п п ы  H в гр у п п е G 20 
π′-IG(H  ) π′-изолятор  п од гр у п п ы  H в гр у п п е G 30 
G H′π  м н ожес тво  π′-кор н ей , извлекающихс я в гр у п п е G из 

элем ен тов п од гр у п п ы  H 
30 

∆π(G) с ем ейс тво  вс ех Fπ-отд елим ы х цикличес ких п од гр у п п  
гр у п п ы  G 

8 

( )Gπ∆  с ем ейс тво  вс ех π′-изолир ован н ы х цикличес ких п од -
гр у п п  гр у п п ы  G, н е являющихс я Fπ-от д елим ы м и в 
этой  гр у п п е 

8 

n кон ец д оказательс тва  
   
О бозна ч ени я, дей ст вующ и е на  п рот яжени и  вт орой  ч а ст и  
   
G с вобод н ое п р оизвед ен ие гр у п п  A и B с  п од гр у п п ам и 

H и K, объед ин ен н ы м и в с о ответ с твии с  изом ор физ-
м ом  ϕ 

36 

A, B с вобод н ые м н ож ители 36 
H, K объед ин яем ые п од гр у п п ы  гр у п п  A и B 36 
ϕ изом ор физм  п од гр у п п  H и K, в с оответ с твии с  кото -

р ы м  п р оис ход ит  объед ин ен ие 
36 

Θπ с ем ейс тво  п ар  п од гр у п п , п олу чаем ы х п ер ес ечен ием  
с  гр у п п ам и A и B вс евозм ож н ы х п од гр у п п  из Ωπ(G) 

43 

Θπ(A), Θπ(B) п р оекции с ем ейс тва Θπ н а гр у п п ы  A и B 43 
Λπ(A), Λπ(B) с ем ейс тва вс ех цикличес ких п од гр у п п  гр у п п  A и B, 

отд елим ы х п од гр у п п ам и из с ем ейс тв Θπ(A) и Θπ(B), 
с оответ с твен н о  

43 

( )AπΛ , ( )BπΛ  с ем ейс тва вс ех π′-изолир ован н ы х цикличес ких п од -
гр у п п  гр у п п  A и B, н е являющихс я отд елим ы м и п од -
гр у п п ам и из с ем ейс тв Θπ(A) и Θπ(B), с оответ с твен н о  

43 
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