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Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ è ðÿä íî-

âûõ óòâåðæäåíèé îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï íåêîòîðûìè êëàññàìè êîíå÷íûõ ãðóïï. Îñíîâíîå

âíèìàíèå óäåëåíî êëàññó ãðóïï, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ïîðÿäêîâ êîòîðûõ

ïðèíàäëåæàò ôèêñèðîâàííîìó ìíîæåñòâó ïðîñòûõ ÷èñåë, è åãî ïîäêëàñ-

ñàì, ñîñòîÿùèì èç íèëüïîòåíòíûõ è ðàçðåøèìûõ ãðóïï.

Ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèîííîãî ñâîéñòâà ãðóïï è òåðìèí �ôèíèòíàÿ àïïðîê-
ñèìèðóåìîñòü� ââåäåíû â ðàáîòå Ô. Õîëëà [1], õîòÿ ïåðâûå ðåçóëüòàòû îá àï-
ïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïï áûëè ïîëó÷åíû óæå ê êîíöó 30-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìîé êëàññîì ãðóïï C èëè,
êîðî÷å, C-àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò åäèíèöû ýëåìåíòà
x ∈ X ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû X íà ãðóïïó èç êëàññà C, ïðè êîòîðîì
îáðàç x ïî-ïðåæíåìó îòëè÷åí îò 1. Â ñëó÷àå, êîãäà êëàññ C ñîñòîèò èç âñåõ
êîíå÷íûõ ãðóïï, àïïðîêñèìèðóåìîñòü ýòèì êëàññîì íàçûâàþò ôèíèòíîé.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ãðóïï A è B ñ ïîä-
ãðóïïàìè H ≤ A è K ≤ B, îáúåäèíåííûìè îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà
φ : H → K, èëè, êîðî÷å, îáîáùåííûì ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A è B
íàçûâàåòñÿ ãðóïïà G, ïîðîæäàþùèìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèå ãðóïï
A è B, à îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè � îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãðóïï
A è B, à òàêæå âñå ñîîòíîøåíèÿ âèäà h = hφ, ãäå h � ñëîâî îò ïîðîæäàþùèõ
ãðóïïû A, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò èç ïîäãðóïïû H, à hφ � ñëîâî îò ïîðîæäàþ-
ùèõ ãðóïïû B, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò èç ïîäãðóïïû K, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì
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ýëåìåíòà h îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà φ (âñå ââåäåííûå â ýòîì àáçàöå îáîçíà-
÷åíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè äî êîíöà èçëîæåíèÿ).

Íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ îáîáùåí-
íîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ïîëîæèëà ðàáîòà Ã. Áàóìñëàãà [2], â êî-
òîðîé, â ÷àñòíîñòè, áûëî óêàçàíî âåñüìà îáùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ôèíèòíîé
àïïðîêñèìèðóåìîñòè äàííîé êîíñòðóêöèè. Ïî÷òè â òî æå âðåìÿ Ã. Õèãìåíîì [3]
áûë äîêàçàí êðèòåðèé àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ ãðóïï êëàññîì Fp âñåõ êîíå÷íûõ p-ãðóïï. Èñïîëüçóÿ ýòîò
êðèòåðèé, Å. Ä. Ëîãèíîâà [4] íàøëà äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Fp-àïïðîêñèìèðóå-
ìîñòè îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï, àíà-
ëîãè÷íîå óïîìÿíóòîìó âûøå äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ Ã. Áàóìñëàãà (ïîçæå ýòî
óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî òàêæå â [5]). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëü-
ñòâà áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá Fp-àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåí-
íûõ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ÿâíî èëè íåÿâíî îïèðàþòñÿ íà äàííîå óñëîâèå.

Çíà÷èòåëüíî ìåíåå èçó÷åíû ñâîéñòâà àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííîãî ñâî-
áîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êëàññîì Fπ âñåõ êîíå÷íûõ π-ãðóïï, à òàêæå åãî ïîä-
êëàññàìè (íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ π-ãðóïïîé, åñëè âñå ïðî-
ñòûå äåëèòåëè åå ïîðÿäêà ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó íåïóñòîìó
ìíîæåñòâó ïðîñòûõ ÷èñåë π). Ôàêòè÷åñêè âñå èçâåñòíûå äî íåäàâíåãî âðåìåíè
ðåçóëüòàòû îá Fπ-àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ãðóïï èñ÷åðïûâàþòñÿ ñôîðìóëèðîâàííûìè íèæå ïðåäëîæåíèÿìè 1, 2 è
òåîðåìàìè 2�5 èç ñòàòüè [6]. Ðÿä íîâûõ óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûõ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè, àíîíñèðîâàí â [7].

Ïðåæäå, ÷åì ïðèâåñòè îáåùàííûå ïðåäëîæåíèÿ, íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà Y
íåêîòîðîé ãðóïïû X íàçûâàåòñÿ π′-èçîëèðîâàííîé â ýòîé ãðóïïå, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà x ∈ X\Y è äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q /∈ π èç âêëþ÷åíèÿ xq ∈ Y
ñëåäóåò, ÷òî x ∈ Y . Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè π ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî π′-èçîëèðîâàííîé îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîäãðóïïà. Ïîýòî-
ìó òðåáîâàíèå π′-èçîëèðîâàííîñòè â äàííîì ñëó÷àå ðîâíûì ñ÷åòîì íè÷åãî íå
îçíà÷àåò.

Ïðåäëîæåíèå 1. [8], [9] Ïóñòü A è B � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå íèëüïî-
òåíòíûå ãðóïïû, H è K � èõ ñîáñòâåííûå áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóï-
ïû. Ãðóïïà G Fπ-àïïðîêñèìèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäãðóïïû 1
è H π′-èçîëèðîâàíû â ãðóïïå A, ïîäãðóïïû 1 è K π′-èçîëèðîâàíû â ãðóïïå B.

Ïðåäëîæåíèå 2. [10] Ïóñòü A è B � ñâîáîäíûå ãðóïïû, H è K � èõ
ñîáñòâåííûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.

1. Åñëè ãðóïïà G Fπ-àïïðîêñèìèðóåìà, òî ëèáî ïîäãðóïïû H è K π′-èçî-
ëèðîâàíû â ãðóïïàõ A è B, ëèáî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ
èçîëèðîâàííîé â ñîîòâåòñòâóþùåì ñâîáîäíîì ìíîæèòåëå.

2. Åñëè ïîäãðóïïû H è K π′-èçîëèðîâàíû â ãðóïïàõ A è B, òî ãðóïïà G
àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûìè ðàçðåøèìûìè π-ãðóïïàìè.
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3. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï H è K ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ñâîáîäíîì ìíîæèòåëå, òî ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷-
íûìè íèëüïîòåíòíûìè π-ãðóïïàìè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë π.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðåäëîæåíèé 1 è 2 äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà π äîêàçàíû òàêæå â [11].

Íàïîìíèì äàëåå, ÷òî êëàññ ãðóïï C íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì [12], åñëè îí ÿâëÿ-
åòñÿ íàñëåäñòâåííûì è âñÿêàÿ ãðóïïà X óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∀Y ∈ C∗(X) ∀Z ∈ C∗(Y ) ∃T ∈ C∗(X) T ≤ Z. (1)

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç C∗(X) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû X, ôàêòîð-ãðóïïû ïî êîòîðûì ïðèíàäëåæàò êëàññó C.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êëàññà, ñîñòîÿùåãî èç êîíå÷íûõ ãðóïï, óñëîâèå (1)
ðàâíîñèëüíî çàìêíóòîñòè äàííîãî êëàññà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ðàñøèðåíèé
ãðóïï. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê: â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè êëàññ ïî-
ëèñâîáîäíûõ ãðóïï (ò. å., ãðóïï, îáëàäàþùèõ êîíå÷íûì ñóáíîðìàëüíûì ðÿäîì
ñî ñâîáîäíûìè ôàêòîðàìè), êîòîðûé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäãðóïï è
ðàñøèðåíèé, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì [13].

Â ðàáîòå [14] ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîã äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ Ã. Áàóìñëàãà èìå-
åò ìåñòî è äëÿ ñâîéñòâà àïïðîêñèìèðóåìîñòè ïðîèçâîëüíûì êîðíåâûì êëàñ-
ñîì ãðóïï. Ñ åãî ïîìîùüþ òàì æå óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
ñ îáúåäèíåííûìè ðåòðàêòàìè äâóõ ãðóïï, àïïðîêñèìèðóåìûõ êîðíåâûì êëàñ-
ñîì C, ñàìî ÿâëÿåòñÿ C-àïïðîêñèìèðóåìîé ãðóïïîé. Åùå îäíèì ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû [14] ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè ïðîèçâîëüíûì êîðíåâûì
êëàññîì ãðóïï C, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè, ñâîáîäíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ C-ãðóïï ñ öåíòðàëüíûìè îáúåäèíåííûìè ïîäãðóïïàìè. ×àñòíûé
ñëó÷àé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êëàññà ðàçðåøèìûõ ãðóïï äîêàçàí â [15]. Ñëåäó-
åò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ Ä. Êàõðîáàéè [15]�[17] ïîëó÷åíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî
äðóãèõ èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííîãî ñâîáîäíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàçðåøèìûìè ãðóïïàìè.

Çàìåòèì, ÷òî âñå óïîìèíàâøèåñÿ äî ñèõ ïîð êëàññû ãðóïï ÿâëÿëèñü êîðíå-
âûìè. Õîðîøî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè íåêîðíåâûõ êëàññîâ ñëóæàò êëàññ âñåõ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, à òàêæå íåêîòîðûå åãî ïîäêëàññû, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷-
íûõ è êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà íèëüïîòåíòíà, èç àïïðîêñèìèðóåìî-
ñòè çàäàííîé ãðóïïû êîíå÷íûìè p-ãðóïïàìè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p
ñëåäóåò åå íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, î÷å-
âèäíî, âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà, íî äëÿ îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé �
äîâîëüíî ÷àñòî. Íàïðèìåð, ýòî âåðíî äëÿ ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
ïðåäëîæåíèé 1 è 2 ([8]�[10]). Áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ
ïðîèçâåäåíèé äâóõ ãðóïï, íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü êîòîðûõ íå ðàâ-
íîñèëüíà Fp-àïïðîêñèìèðóåìîñòè íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, óêàçàíî â
ðàáîòàõ Å. À. Èâàíîâîé [18]�[20]. Â ÷àñòíîñòè, åþ äîêàçàíî
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
a) A è B � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû;
b) A è B � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, H è K � áåñêî-

íå÷íûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.
Åñëè ïîäãðóïïû H è K ñîáñòâåííûì îáðàçîì ñîäåðæàòñÿ â ãðóïïàõ A è B,

òî ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ íèëüïîòåíòíûìè ãðóïïàìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷òî ïîäãðóïïà H p′-èçîëè-
ðîâàíà â ãðóïïå A è ïîäãðóïïà K p′-èçîëèðîâàíà â ãðóïïå B.

Ïåðâûì èç ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìàÿ íèæå òåî-
ðåìà 1. Îíà äîñòàâëÿåò åùå îäèí àíàëîã äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðóå-
ìîñòè Ã. Áàóìñëàãà è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óïîìÿíóòîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ èç
ðàáîòû [14] îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåííûõ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé êîð-
íåâûìè êëàññàìè. ×åðåç Φ · C â ôîðìóëèðîâêå äàííîé òåîðåìû îáîçíà÷åí êëàññ
ãðóïï, ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ ðàñøèðåíèé ñâîáîäíûõ ãðóïï ïðè ïîìîùè
ãðóïï èç êëàññà C. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ Φ·C, î÷åâèäíî, íå îáÿçàí áûòü êîðíåâûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ãðóïïû G âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:∩
X∈C∗(G)

(X ∩ A) = 1 =
∩

X∈C∗(G)

(X ∩B), (2)

∩
X∈C∗(G)

(X ∩ A)H = H,
∩

X∈C∗(G)

(X ∩B)K = K, (3)

∀X, Y ∈ C∗(G) ∃T ∈ C∗(G) T ≤ X ∩ Y. (4)

Òîãäà:
1. Äëÿ êàæäîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà g ∈ A ∪ B ñóùåñòâóåò ãîìîìîð-

ôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó èç êëàññà C, ïðè êîòîðîì g ïåðåõîäèò â ýëåìåíò,
îòëè÷íûé îò 1.

2. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g /∈ A∪B ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà
ãðóïïó èç êëàññà Φ · C, ïðè êîòîðîì g ïåðåõîäèò â ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò 1.

Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì Φ · C.

Íàïîìíèì äàëåå, ÷òî ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ñìûñ-
ëå À. È. Ìàëüöåâà [21], åñëè îíà îáëàäàåò êîíå÷íûì ñóáíîðìàëüíûì ðÿäîì,
êàæäûé ôàêòîð X êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëå-
äóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) âñå ïðèìàðíûå êîìïîíåíòû ãðóïïû X êîíå÷íû;
2) ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïûX ïî åå ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè èìååò êîíå÷íûé ðàíã.
Íèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáëàäàåò êîíå÷íûì öåíòðàëüíûì
ðÿäîì, ôàêòîðû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì 1
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è 2 [22], [23]. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî îãðàíè÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ âñå êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, ñâîéñòâà èçîëÿòîðîâ ïîäãðóïï â îãðàíè÷åííûõ íèëü-
ïîòåíòíûõ ãðóïïàõ è ãðóïïàõ, àïïðîêñèìèðóåìûõ îãðàíè÷åííûìè íèëüïîòåíò-
íûìè ãðóïïàìè áåç êðó÷åíèÿ, à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû èç [23],
ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êàæäàÿ èç ãðóïï A, B ïðèíàäëåæèò êëàññó BN
îãðàíè÷åííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï èëè àïïðîêñèìèðóåòñÿ BN -ãðóïïàìè áåç
êðó÷åíèÿ, H,K ∈ BN (ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè A∈BN
èëè B ∈ BN ), è ïóñòü ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

a) ïîäãðóïïû H è K ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèìè;
b) õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï H è K ëåæèò â öåíòðå ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñâîáîäíîãî ìíîæèòåëÿ;
c) ïîäãðóïïû H è K íîðìàëüíû â ãðóïïàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî, è ôàê-

òîð-ãðóïïà ãðóïïû H ïî åå êîììóòàíòó H ′ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî öèêëè÷å-
ñêîé, ëèáî ëåæèò â öåíòðå õîòÿ áû îäíîé èç ôàêòîð-ãðóïï A/H ′ è B/H ′.

Òîãäà:
1. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë π òàêîâî, ÷òî ïîäãðóïïû 1

è H π′-èçîëèðîâàíû â ãðóïïå A, à ïîäãðóïïû 1 è K π′-èçîëèðîâàíû â ãðóïïå B,
òî ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì Φ · FN π, à, ñëåäîâàòåëüíî, è êëàññîì
Fp · FN π äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

2. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîâî, ÷òî ïîäãðóïïà H p′-èçîëèðîâàíà â ãðóï-
ïå A è ïîäãðóïïà K p′-èçîëèðîâàíà â ãðóïïå B, òî ãðóïïà G àïïðîêñèìèðóåòñÿ
êëàññîì FN π äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë π, âêëþ÷àþùåãî ÷èñëî p
è âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïï A è B.

3. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîâî, ÷òî ïîäãðóïïû 1 è H p′-èçîëèðîâàíû â
ãðóïïå A, à ïîäãðóïïû 1 è K p′-èçîëèðîâàíû â ãðóïïå B, òî ãðóïïà G àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ êëàññîì Fp.

Çäåñü FN π îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ íèëüïîòåíòíûõ π-ãðóïï, à
Φ · FN π è Fp · FN π � êëàññû ãðóïï, ñîñòîÿùèå èç âñåâîçìîæíûõ ðàñøèðåíèé
ïðè ïîìîùè FN π-ãðóïï ñâîáîäíûõ ãðóïï è êîíå÷íûõ p-ãðóïï, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3 äàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ÷àñòíûì
ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ 1 è ïðèâîäèòñÿ ëèøü äëÿ íàãëÿäíîñòè.

Åñëè ãðóïïû A è B íèëüïîòåíòíû, à ïîäãðóïïû H è K ñîäåðæàòñÿ â íèõ
ñîáñòâåííûì îáðàçîì, óòâåðæäåíèÿ 1�3 òåîðåìû 2 äîñòàâëÿþò íå òîëüêî äîñòà-
òî÷íûå, íî è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû G óêàçàííûìè
â íèõ êëàññàìè êîíå÷íûõ ãðóïï. Òî æå ñàìîå âåðíî, è êîãäà H è K ÿâëÿþò-
ñÿ ñîáñòâåííûìè íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïï A è B. Ïîýòîìó òåîðåìà 2
îáîáùàåò ïðåäëîæåíèÿ 1 è 3, à òàêæå ðÿä ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîò [5], [6] è [16].

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2, π′-èçîëèðîâàííîñòü
îáåèõ ïîäãðóïï H è K äëÿ óêàçàííîãî â óòâåðæäåíèÿõ 1�3 ìíîæåñòâà π óæå íå
áóäåò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû G ñîîòâåòñòâóþùèì
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êëàññîì ãðóïï. Ìîæíî óòâåðæäàòü, îäíàêî, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H íå ÿâëÿåòñÿ
π′-èçîëèðîâàííîé â ãðóïïå A, òî ïîäãðóïïà K äîëæíà áûòü èçîëèðîâàííîé â
ãðóïïå B è íàîáîðîò.
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