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Об аппроксимируемости конечными π-группами

обобщенных свободных произведений

с нормальным объединением
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Получен критерий аппроксимируемости конечными π-группами обобщенного сво-
бодного произведения двух групп с нормальной объединенной подгруппой при условии,
что множество всех ее автоморфизмов, индуцированных внутренними автоморфизмами
свободных множителей, является конечной группой.
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The criterion of the residuality of the generalized free product of two groups with a
normal amalgamated subgroup by finite π-groups is obtained provided that the set of all
authomorphisms of the amalgamated subgroup induced by all internal authomorphisms of
the free multipliers is a finite group.

1. Введение

Пусть π — непустое множество простых чисел. Группа G называет-

ся аппроксимируемой конечными π-группами (Fπ-аппроксимируемой), ес-

ли для любого неединичного элемента g ∈ G существует гомоморфизм ϕ

группы G на некоторую конечную π-группу такой, что gϕ 6= 1.

Заметим, что если G — произвольная группа и H — ее нормальная под-

группа, то ограничение на подгруппу H любого внутреннего автоморфиз-

ма группы G является автоморфизмом группы H. Множество AutG(H)

всех таких автоморфизмов является подгруппой группы AutH всех авто-

морфизмов группы H.

Ранее автором получен критерий Fπ-аппроксимируемости обобщенного

свободного произведения двух конечных π-групп с нормальными объеди-

ненными подгруппами. А именно, доказана

Теорема 1 ([2]). Пусть π — непустое множество простых чисел, A

и B — конечные π-группы, H и K — нормальные подгруппы групп A и B

соответственно, ϕ — изоморфизм подгруппы H на подгруппу K. Свобод-

ное произведение G = (A ∗ B;H = K,ϕ) является Fπ-аппроксимируемой

группой тогда и только тогда, когда AutG(H) — конечная π-группа.
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С помощью этого результата в данной работе получен критерий ап-

проксимируемости конечными π-группами обобщенного свободного про-

изведения G двух групп A и B с собственными нормальными объединен-

ными подгруппами H и K такого, что группа AutG(H) конечна. Преж-

де, чем сформулировать соответствующую теорему, напомним несколько

определений.

Подмножество M группы G отделимо конечными π-группами (Fπ-от-

делимо) в группеG, если для любого элемента g группыG, не принадлежа-

щего подмножествуM , существует гомоморфизм ϕ группы G на конечную

π-группу такой, что gϕ /∈Mϕ.

Семейство {Ni}i∈I нормальных подгрупп некоторой группы G называ-

ется фильтрацией, если
⋂
i∈I

Ni = 1.

Пусть A и B — некоторые группы, H 6 A, K 6 B, и ϕ : H → K

— изоморфизм группы H на группу K. Подгруппы R и S групп A и B

соответственно называются (H,K,ϕ)-совместимыми, если выполнено ра-

венство (H ∩R)ϕ = K ∩ S.

Теорема 2. Пусть π — непустое множество простых чисел. Пусть

H — собственная нормальная подгруппа группы A, K — собствен-

ная нормальная подгруппа группы B, ϕ : H → K — изоморфизм,

G = (A ∗B;H = K,ϕ) — свободное произведение групп A и B с подгруппа-

ми H и K, объединенными относительно изоморфизма ϕ. Пусть также

{(Rλ, Sλ)}λ∈Λ — семейство всех пар нормальных (H,K,ϕ)-совместимых

подгрупп конечного π-индекса групп A и B соответственно. Если

AutG(H) — конечная группа, то группа G Fπ-аппроксимируема тогда и

только тогда, когда AutG(H) является конечной π-группой, семейства

{Rλ}λ∈Λ и {Sλ}λ∈Λ являются фильтрациями, подгруппа H Fπ-отделима

в группе A, подгруппа K Fπ-отделима в группе B.

Очевидно, что если подгруппа H центральна в группе G, то множе-

ство AutG(H) состоит только из тождественного отображения группы H

и, следовательно, является конечной π-группой для любого множества π

простых чисел. Поэтому из теоремы 2 вытекает

Следствие. Пусть π — непустое множество простых чисел. Пусть

H — собственная центральная подгруппа группы A, K — собствен-

ная центральная подгруппа группы B, ϕ : H → K — изоморфизм,

G = (A ∗B;H = K,ϕ) — свободное произведение групп A и B с подгруппа-

ми H и K, объединенными относительно изоморфизма ϕ. Пусть также

{(Rλ, Sλ)}λ∈Λ — семейство всех пар нормальных (H,K,ϕ)-совместимых

подгрупп конечного π-индекса групп A и B соответственно. Группа G

Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда семейства {Rλ}λ∈Λ и

{Sλ}λ∈Λ являются фильтрациями, подгруппа H Fπ-отделима в группе A,

подгруппа K Fπ-отделима в группе B.

Сформулированная теорема 2 обобщает теорему 2 из [2], а следствие

— теорему 3 из [1].
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2. Доказательство теоремы 2

Покажем достаточность условия. Так как подгруппа H Fπ-отделима в

группе A и подгруппа K Fπ-отделима в группе B, то фактор-группа G/H,

изоморфная свободному произведению Fπ-аппроксимируемых групп A/H

и B/K, также является Fπ-аппроксимируемой группой [3].

Пусть g — произвольный неединичный элемент группы G. Тогда воз-

можны два случая: g /∈ H и g ∈ H. Рассмотрим первый случай. Пусть

ε : G → G/H — естественный гомоморфизм. Так как g /∈ H, то gε —

отличный от 1 элемент Fπ-аппроксимируемой группы G/H. Поэтому су-

ществует гомоморфизм ψ группы G/H в конечную π-группу такой, что

gεψ 6= 1.

Рассмотрим второй случай: элемент g группы G содержится в H. То-

гда g ∈ A. По условию {Rλ}λ∈Λ — фильтрация, значит, найдется такое

λ0 ∈ Λ, что g /∈ Rλ0
. Обозначим через R подгруппу Rλ0

, через S — под-

группу Sλ0
. Так как подгруппы R и S (H,K,ϕ)-совместимы, то отобра-

жение ϕ : HR/R → KS/S, действующее по правилу (hR)ϕ = (hϕ)S, где

h ∈ H, определено корректно и является изоморфизмом подгруппы HR/R

фактор-группы A/R на подгруппу KS/S фактор-группы B/S. Это позво-

ляет построить свободное произведение

GR,S = (A/R ∗B/S;HR/R = KS/S, ϕ)

групп A/R и B/S с подгруппами HR/R и KS/S, объединенными отно-

сительно изоморфизма ϕ. Легко видеть, что существует гомоморфизм

ρR,S : G → GR,S , действие которого на подгруппах A и B совпада-

ет с действием естественных гомоморфизмов A → A/R и B → B/S.

Гомоморфизм ρR,S сюръективен и переводит H в HR/R. Поэтому

AutGR,S
(HR/R) — гомоморфный образ конечной π-группы AutG(H). Сле-

довательно, AutGR,S
(HR/R) также является конечной π-группой и груп-

па GR,S Fπ-аппроксимируема в силу теоремы 1. Подействовав гомомор-

физмом ρR,S на элемент g, получим отличный от 1 элемент gR фактор-

группы A/R. Значит, существует гомоморфизм σ группы GR,S в конечную

π-группу такой, что gRσ 6= 1.

Таким образом, группа G Fπ-аппроксимируема.

Проверим необходимость условия. Так как подгруппа H нормальна

в группе G, то ее централизатор CG(H) также нормален в G и группа

AutG(H) изоморфна фактор-группе G/CG(H). Из Fπ-аппроксимируемо-

сти группы G следует Fπ-отделимость подгруппы CG(H).

Действительно, пусть g — произвольный элемент группы G, не при-

надлежащий CG(H). Тогда найдется элемент h подгруппы H такой, что

[g, h] 6= 1. В силу Fπ-аппроксимируемости группы G существует гомомор-

физм γ группы G на конечную π-группу, при котором [g, h]γ 6= 1. Тогда

gγ /∈ CGγ(Hγ), значит, gγ /∈ CG(H)γ. Следовательно, подгруппа CG(H)

Fπ-отделима в группе G.
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Поэтому фактор-группа G/CG(H) Fπ-аппроксимируема. Тогда груп-

па AutG(H) также Fπ-аппроксимируема. К тому же AutG(H) конечна по

условию, значит, она является конечной π-группой.

Покажем, что семейство {Rλ}λ∈Λ — фильтрация.

Пусть g — произвольный отличный от 1 элемент группы A. Значит,

g отличен от 1 и в группе G. Группа G Fπ-аппроксимируема, следова-

тельно, существует нормальная подгруппа N конечного π-индекса груп-

пы G такая, что g /∈ N . Полагая R = A ∩ N и S = B ∩ N , получаем, что

g /∈ R и R, S — нормальные (H,K,ϕ)-совместимые подгруппы конечного

π-индекса групп A и B соответственно. Так как семейство {(Rλ, Sλ)}λ∈Λ

состоит из всех пар нормальных (H,K,ϕ)-совместимых подгрупп конеч-

ного π-индекса групп A и B соответственно, то существует такое λ ∈ Λ,

что Rλ = R и Sλ = S. Поскольку элемент g был выбран произвольным

и g /∈ Rλ, то
⋂

λ∈Λ

Rλ = 1. Таким образом, семейство {Rλ}λ∈Λ является

фильтрацией. Аналогично доказывается, что {Sλ}λ∈Λ — фильтрация.

Покажем, что подгруппа H Fπ-отделима в группе A. Предположим

противное. Тогда существует элемент a группы A, не принадлежащий H,

но переходящий в некоторый элемент из образа подгруппы H при каждом

гомоморфизме группы A на конечную π-группу. Так как K — собствен-

ная подгруппа группы B, то существует элемент b группы B, не принад-

лежащий подгруппе K. Обозначим элемент ab группы G через g. Тогда

ĝ ∈ AutG(H). Ввиду того, что AutG(H) — конечная группа, порядок эле-

мента ĝ равен некоторому конечному числу q.

Рассмотрим элемент f = [a, g−qagq]. Он имеет несократимую запись

длины 8q, следовательно, отличен от 1. Пусть ψ — произвольный гомо-

морфизм группы G на конечную π-группу. Тогда

fψ = [hψ, g−qψhψgqψ] = [h, g−qhgq]ψ

для подходящего элемента h подгруппы H. Так как ĝq = ĝq = id, то

[h, g−qhgq]ψ = 1, что противоречит Fπ-аппроксимируемости группы G.

Значит, подгруппа H Fπ-отделима в группе A.

Аналогично показывается Fπ-отделимость подгруппы K в группе B.

Теорема доказана.
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