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�¢¥¤¥¨¥
�à¥¤« £ ¥¬®¥ ¯®á®¡¨¥ ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â àë¬ ¢¢¥¤¥¨¥¬ ¢ â¥®à¨î ç¨á¥« |

à §¤¥« ¬ â¥¬ â¨ª¨, ¢ ª®â®à®¬ ¨§ãç îâáï á¢®©áâ¢  ®á®¢ëå ç¨á«®¢ëå á¨áâ¥¬. �®
¯à¥¤ § ç¥® ¯à¥¯®¤ ¢ â¥«ï¬ ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ãç é¨¬áï áâ àè¨å ª« áá®¢ áà¥¤¥©
èª®«ë ¨ ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ®á®¢®© ä ªã«ìâ â¨¢®£® ªãàá  ¯® â¥®à¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥-
«ëå ç¨á¥«.

� ¤ ç¨, á¢ï§ ë¥ á ¤¥«¨¬®áâìî æ¥«ëå ç¨á¥«, ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¢¥«¨ª®«¥¯-
ë© ¬ â¥à¨ « ¤«ï ¢®á¯¨â ¨ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ªã«ìâãàë ãç é¨åáï, ¢ ç áâ®áâ¨,
| «®£¨ç¥áª®© ªã«ìâãàë, ¨â¥à¥á  ª ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬ã â¢®àç¥áâ¢ã. � á®¦ «¥¨î,
èª®«ì ï ¯à®£à ¬¬  ¥ ¯à¥¤ãá¬ âà¨¢ ¥â ¤®áâ â®ç® ®á®¢ â¥«ì®£® § ª®¬áâ¢  á
â¥®à¨¥© æ¥«®£® ç¨á« ; ¢¢¥¤¥¨ï ¢ ¬« ¤è¨å ª« áá å ¯®ïâ¨© ¤¥«¨¬®áâ¨,  ¨¡®«ì-
è¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ¨ ¯à®áâ®£® ç¨á«  ¨ § ª®¬áâ¢  á ¥ª®â®àë¬¨  «£®à¨â¬ ¬¨
ï¢® ¥¤®áâ â®ç® ¤«ï à¥è¥¨ï ¤ ¦¥ ¯à®áâëå § ¤ ç ¢ íâ®© ®¡« áâ¨. �¢¨¤¥â¥«ì-
áâ¢®¬ íâ®£® ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ¨ â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ®   ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ®«¨¬¯¨ -
¤ å § ¤ ç¨, á¢ï§ ë¥ á æ¥«ë¬¨ ç¨á« ¬¨, à¥¤ª® ¯®«ãç îâ ¨áç¥à¯ë¢ îé¥ ®¡®á®-
¢ ®¥ à¥è¥¨¥. �«¥¤ã¥â, ¢¯à®ç¥¬, § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ ¯®á«¥¤¥¥ ¢à¥¬ï ¯à®£à ¬¬ë ¯®
¬ â¥¬ â¨ª¥ ¤«ï ª« áá®¢ á ã£«ã¡«¥®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¯®¤£®â®¢ª®© ¯à¥¤ãá¬ âà¨-
¢ îâ ¤®¢®«ì® á¥àì¥§®¥ ¢¢¥¤¥¨¥ ¢ â¥®à¨î æ¥«ëå ç¨á¥«.

�á®¢®© ¯à¨ç¨®© § âàã¤¥¨© ¯à¨ à¥è¥¨¨ § ¤ ç, á¢ï§ ëå á ¤¥«¨¬®-
áâìî æ¥«ëå ç¨á¥«, ï¢«ï¥âáï,    è ¢§£«ï¤, â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ãç é¨¥áï ¥
à á¯®« £ îâ ¤®áâ â®ç® ®âç¥â«¨¢ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ® á¢®©áâ¢ å æ¥«ëå ç¨á¥«, ®
â®¬, ç¥¬, á®¡áâ¢¥®, ®â«¨ç îâáï æ¥«ë¥ ç¨á«  ®â ¤àã£¨å ç¨á¥«, à æ¨® «ìëå ¨«¨
¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå. �¥§ ç¥âª®£® ¯®¨¬ ¨ï â®£®, çâ® ¬®¦® ¨ ç¥£® ¥«ì§ï ¤¥« âì ¯à¨
à¥è¥¨¨ § ¤ ç, á¢ï§ ëå á æ¥«ë¬¨ ç¨á« ¬¨, ¥¢®§¬®¦® ¨ ¯®«ãç¨âì ã¤®¢«¥â¢®-
à¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ â ª¨å § ¤ ç.

�®íâ®¬ã ¢¢¥¤¥¨¥ ¢ â¥®à¨î ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« á«¥¤ã¥â  ç âì á ®¡áã¦-
¤¥¨ï ¢®¯à®á  ® â®¬, çâ® â ª®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ¬®¦® ¤ âì  
à §«¨çëå ãà®¢ïå áâà®£®áâ¨.

�âã¨â¨¢ ï â®çª  §à¥¨ï   ¯à¨à®¤ã æ¥«ëå ç¨á¥« á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢
¬®¦¥áâ¢® æ¥«ëå ç¨á¥« ¢ª«îç îâ, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®,  âãà «ìë¥ ç¨á«  1, 2, 3, . . . ,
¢®§¨ª îé¨¥ ¯à¨ ¯®¤áç¥â¥ ç¨á«  í«¥¬¥â®¢ ª®¥çëå ¬®¦¥áâ¢. � «¥¥ ¢¢®¤¨âáï
ç¨á«® 0, ª ª ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ¯ãáâ®£® ¬®¦¥áâ¢ ,   § â¥¬ | ®âà¨æ â¥«ìë¥
ç¨á«  −1,−2,−3, . . . , ª ª ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬  âãà «ìë¬ ç¨á-
« ¬. �â®â ¯®¤å®¤ ª ¯®ïâ¨î æ¥«®£® ç¨á«  ¬®¦® á¤¥« âì ¡®«¥¥  £«ï¤ë¬, ¨§®¡à -
¦ ï æ¥«ë¥ ç¨á«  â®çª ¬¨ ç¨á«®¢®© ¯àï¬®©, ¨   íâ®¬ ¯ãâ¨ ®¡êïá¨âì á¬ëá« ®¯¥-
à æ¨© á«®¦¥¨ï, ã¬®¦¥¨ï ¨ ¢ëç¨â ¨ï æ¥«ëå ç¨á¥« ¨ ®â®è¥¨ï ¥à ¢¥áâ¢ .
�¤ ª®, ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ¡®«¥¥ â®ª¨å á¢®©áâ¢ æ¥«ëå ç¨á¥«, á¢ï§ ëå,  ¯à¨¬¥à, á
®â®è¥¨¥¬ ¤¥«¨¬®áâ¨, ¬ë ®¡ àã¦¨¢ ¥¬, çâ® íâ¨å ¨âã¨â¨¢ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨©
¥¤®áâ â®ç® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë áã¤¨âì ®¡ ¨áâ¨®áâ¨ ¨«¨ «®¦®áâ¨ ä®à¬ã«¨àã¥¬ëå
¯à¥¤¯®«®¦¥¨©. �âáî¤  | ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¡®«¥¥ â®ç®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ® æ¥«ëå
ç¨á« å, ¡®«¥¥  ¤¥¦®£® á¯®á®¡  ®â«¨ç âì ¨áâ¨ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ®â «®¦ëå.

� ªãî ¢®§¬®¦®áâì ¤ ¥â  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤, å®à®è® ¨§¢¥áâë©  ¬ ¯®
èª®«ì®¬ã ªãàáã £¥®¬¥âà¨¨. � § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¥ª®â®àë© ä¨ªá¨à®¢ -
ë© ¯¥à¥ç¥ì (¨âã¨â¨¢® ïáëå) á¢®©áâ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ®¢, ¢  è¥¬
á«ãç ¥ | ç¨á¥«, ¯à¨¨¬ ¥âáï ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  (¨ íâ¨ á¢®©áâ¢  ®¡êï¢«ïîâáï  ª-
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á¨®¬ ¬¨),   § â¥¬ ¯®áâã«¨àã¥âáï, çâ® ¢á¥ ®áâ «ìë¥ á¢®©áâ¢  íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ áç¨-
â îâáï ¨áâ¨ë¬¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨å ¬®¦® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§  ªá¨®¬ ç¨áâ®
«®£¨ç¥áª¨¬ ¯ãâ¥¬. �¯à¥¤¥«¥ ï (¨ ¢ ¥ª®â®à®© áâ¥¯¥¨ ®¯à ¢¤  ï) á¯¥æ¨ä¨ª 
¨§«®¦¥¨ï èª®«ì®£® ªãàá  ¬ â¥¬ â¨ª¨ á®§¤ ¥â ã ãç é¨åáï ¥¢¥à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥-
¨¥ ® â®¬, çâ®  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢  â®«ìª® ¯à¨ ¨§«®-
¦¥¨¨ £¥®¬¥âà¨¨. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, íâ® ¥ â ª, ¢ ç¥¬ ¬®¦¥â ã¡¥¤¨âìáï ç¨â â¥«ì
¤ ®£® ¯®á®¡¨ï.

� ¯¥à¢®¬ ¯ à £à ä¥ ¡ã¤ãâ ¨§«®¦¥ë â¥ á¢®©áâ¢  æ¥«ëå ç¨á¥«, ª®â®àë¥ ¬ë
¯à¨¨¬ ¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥  ªá¨®¬ á¨áâ¥¬ë æ¥«ëå ç¨á¥«. �¤¥áì ¦¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ¨ ¥ª®-
â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ íâ¨å  ªá¨®¬. �à¨ íâ®¬, á¨áâ¥¬  æ¥«ëå (  â ª¦¥ à æ¨® «ìëå
¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå) ç¨á¥« à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ®¯à¥¤¥«¥-
ë¬¨   ¥¬ ®¯¥à æ¨ï¬¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï ¨ ®â®è¥¨¥¬ ¯®àï¤ª  (¥à ¢¥-
áâ¢ ).

�«ï  ç «  ¯¥à¥ç¨á«ï¥âáï àï¤ ¨§¢¥áâëå ãç é¨¬áï á¢®©áâ¢ ®¯¥à æ¨© á«®¦¥-
¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï, ¯à¨áãé¨å ¢á¥¬ ç¨á«®¢ë¬ á¨áâ¥¬ ¬ ¨ ï¢«ïîé¨åáï, ¯® áãé¥áâ¢ã,
®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ®¤®£® ¨§ ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© á®¢à¥¬¥®© ¬ â¥¬ â¨ª¨ | ¯®ïâ¨ï
ª®«ìæ  (â®ç¥¥,  áá®æ¨ â¨¢®{ª®¬¬ãâ â¨¢®£® ª®«ìæ  á ¥¤¨¨æ¥©). �â¬¥ç ¥âáï ¨
¤¥¬®áâà¨àã¥âáï   àï¤¥ ¯à¨¬¥à®¢, çâ® ¬®£¨¥ ¯à¨¢ëçë¥ á¢®©áâ¢  ç¨á¥«, â ª¨¥,
 ¯à¨¬¥à, ª ª ¯à ¢¨«  ®¡à é¥¨ï á® § ª ¬¨ ¯à¨ ã¬®¦¥¨¨ ¨«¨ â®¦¤¥áâ¢  á®-
ªà é¥®£® ã¬®¦¥¨ï, ¬®£ãâ ¡ëâì á®¢¥àè¥® ä®à¬ «ì® ¢ë¢¥¤¥ë ¨§ ¯¥à¥ç¨á-
«¥ëå á¢®©áâ¢ ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ïîâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¤«ï «î¡®£® ª®«ìæ .

� «¨ç¨¥ ¬®£¨å ¯à¨¬¥à®¢ ª®«¥æ, á¢®©áâ¢  ª®â®àëå ¬®£ãâ ¡ëâì ¢¥áì¬  à §-
«¨çë¬¨, £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ª íâ®¬ã ¬®¬¥âã  ªá¨®¬ ï¢® ¥¤®áâ -
â®ç® ¤«ï ®¤®§ ç®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á¨áâ¥¬ë æ¥«ëå ç¨á¥«, ¨ ¯®â®¬ã ª ¨¬ á«¥¤ã¥â
¤®¡ ¢¨âì ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ á¢®©áâ¢ , ª®â®àë¬¨ á ¨âã¨â¨¢®© â®çª¨ §à¥¨ï ®¡« -
¤ îâ æ¥«ë¥ ç¨á« . � ä®à¬ã«¨à®¢ª å íâ¨å á¢®©áâ¢  àï¤ã á ®¯¥à æ¨ï¬¨ á«®¦¥¨ï
¨ ã¬®¦¥¨ï ãç áâ¢ãîâ ¨ ç¨á«®¢ë¥ ¥à ¢¥áâ¢ . �®ç¥¥ £®¢®àï,  ¯®¬¨ ¥âáï,
çâ®   ¬®¦¥áâ¢¥ ç¨á¥« (æ¥«ëå, à æ¨® «ìëå ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå) ®¯à¥¤¥«¥® ®â-
®è¥¨¥ "¬¥ìè¥", ¨ ¯¥à¥ç¨á«ïîâáï ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  íâ®£® ®â®è¥¨ï. �¬¥áâ¥ á
ä¨ªá¨à®¢ ë¬¨ à ¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï ®¨ á®áâ ¢«ïîâ ®¯à¥¤¥-
«¥¨¥ ®¢®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë | ã¯®àï¤®ç¥®£® ª®«ìæ . �®ª §ë¢ ¥âáï
àï¤ á¢®©áâ¢ ã¯®àï¤®ç¥ëå ª®«¥æ (¢ èª®«ì®© â¥à¬¨®«®£¨¨ | á¢®©áâ¢  ç¨á«®¢ëå
¥à ¢¥áâ¢).

� ¦¤ ï ¨§ âà¥å ãª § ëå ¢ëè¥ ç¨á«®¢ëå á¨áâ¥¬ ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬
ª®«ìæ®¬, ¨ ¯®â®¬ã ¤«ï ¢ë¤¥«¥¨ï áà¥¤¨ ¨å á¨áâ¥¬ë æ¥«ëå ç¨á¥« ¢á¥ ¥é¥ ¥®¡-
å®¤¨¬ë ¤®¯®«¨â¥«ìë¥  ªá¨®¬ë. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¤®áâ â®ç® ¢á¥£® ¤¢ãå â ª¨å
 ªá¨®¬: ¯¥à¢ ï ¨§ ¨å ãâ¢¥à¦¤ ¥â á¢®©áâ¢® ¤¨áªà¥â®áâ¨ ®â®è¥¨ï ¯®àï¤ª  (¨§
a < b á«¥¤ã¥â, çâ® a+1 6 b),   ¢â®à ï âà¥¡ã¥â, çâ®¡ë ¢ ª ¦¤®¬ ¥¯ãáâ®¬ ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« áãé¥áâ¢®¢ «  ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â. �â 
¯®á«¥¤ïï  ªá¨®¬  ä ªâ¨ç¥áª¨ à ¢®á¨«ì  â ª  §ë¢ ¥¬®¬ã ¯à¨æ¨¯ã ¯®«®©
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨, ¨ §¤¥áì ¦¥ ¯®¤à®¡® ®¡áã¦¤ ¥âáï ª ª íâ  à ¢®á¨«ì-
®áâì, â ª ¨ ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯® ¨¤ãªæ¨¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯¥à¢®¬ ¯ à £à ä¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¤®áâ â®ç® ¯à¨¢ëçë¥
á¢®©áâ¢  æ¥«ëå ç¨á¥«, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨ïâë ¢ ª ç¥áâ¢¥  ªá¨®¬, ®¯à¥¤¥«ï-
îé¨å á¨áâ¥¬ã æ¥«ëå ç¨á¥« (¢®¯à®áë ¯®«®âë ¨ ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ §¤¥áì, ¥áâ¥-
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áâ¢¥®, ¥ ®¡áã¦¤ îâáï). �  íâ®© ®á®¢¥ ¢® ¢â®à®¬ ¨ âà¥âì¥¬ ¯ à £à ä å ¨§« -
£ îâáï á ¯®¤à®¡ë¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨
æ¥«ëå ç¨á¥« ¨ á¢ï§ ëå á ¨¬ ¯®ïâ¨©, ¢ª«îç ï â¥®à¥¬ã ® à §«®¦¥¨¨   ¯à®-
áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨. � ç¥â¢¥àâ®¬ ¨ ¯ïâ®¬ ¯ à £à ä å à §¢¨¢ ¥âáï  ¯¯ à â â¥®à¨¨
áà ¢¥¨© ¨ ¤®ª §ë¢ îâáï ª« áá¨ç¥áª¨¥ â¥®à¥¬ë �©«¥à  ¨ �¥à¬ . �¥¬®áâà¨-
àã¥âáï íää¥ªâ¨¢®áâì ¯à¨¬¥¥¨ï íâ®£®  ¯¯ à â  ª à¥è¥¨î § ¤ ç ® ¤¥«¨¬®áâ¨
æ¥«ëå ç¨á¥«. �¥áâ®© ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ®¡®á®¢ ¨î ¢¢¥¤¥¨ï ¯®§¨æ¨®ëå á¨-
áâ¥¬ áç¨á«¥¨ï ¨ ¨§«®¦¥¨î ¥ª®â®àëå ¯à¨§ ª®¢ ¤¥«¨¬®áâ¨.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®á«®¢® ¯¥à¥¥á¥®   ¯à®-
¨§¢®«ìë¥ ª®«ìæ , ¨ ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  íâ®£® ®â®è¥¨ï ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨-
¢ë¬¨ ¢ á ¬®¬ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á ® â®¬, ¢á¥ «¨ â¥®à¥¬ë
® ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¬®¦® à á¯à®áâà ¨âì   «î¡ë¥ ª®«ìæ . � á¥¤ì¬®¬ ¯ -
à £à ä¥ ¯®ª § ®, çâ® íâ® ¥ â ª. �à¨¢®¤¨âáï ¯à¨¬¥à ª®«ìæ , â¥®à¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ ¢
ª®â®à®¬ ¢¥áì¬  ®â«¨ç  ®â â¥®à¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«: ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥ ®¡ ®¤®§ ç®áâ¨ à §«®¦¥¨ï   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨©
¤¥«¨â¥«ì ¤¢ãå í«¥¬¥â®¢ ¥ ®¡ï§ â¥«ì® áãé¥áâ¢ã¥â. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¯®ª § ®, çâ®
¢ ª®«ìæ¥ â ª  §ë¢ ¥¬ëå æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯à ªâ¨ç¥áª¨ â ª ï
¦¥ â¥®à¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨, ª ª ¨ ¢ ª®«ìæ¥ æ¥«ëå ç¨á¥«. �â®â ¯®á«¥¤¨© ¯ à £à ä ®-
á¨â ¡®«¥¥  ¡áâà ªâë© å à ªâ¥à, ¨ ¤«ï ¥£® ¯®¨¬ ¨ï ¥®¡å®¤¨¬® § ª®¬áâ¢® á
ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ç¨á« ¬¨.

� ¯®á®¡¨¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡é¥¯à¨ïâ ï ã¬¥à æ¨ï ¢ë¤¥«¥ëå ãâ¢¥à¦¤¥¨©;
 ¯à¨¬¥à, ááë«ª    â¥®à¥¬ã 2.1 ®âáë« ¥â ç¨â â¥«ï ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ¨§
¯ à £à ä  2. � ç®ª ¤ ®¡®§ ç ¥â ª®¥æ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨«¨ à¥è¥¨ï ¯à¨¬¥à ;
¯®ï¢«¥¨¥ ¥£® (¢ à¥¤ª¨å á«ãç ïå) áà §ã ¯®á«¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¥ª®â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥-
¨ï ®§ ç ¥â, çâ® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®, ¢ ç¥¬ ç¨â â¥«ì ¤®«¦¥ ã¡¥¤¨âìáï
á ¬®áâ®ïâ¥«ì®. �§«®¦¥¨¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å á¢¥¤¥¨© á®¯à®¢®¦¤ ¥âáï ¤®áâ â®çë¬
(  ¢§£«ï¤  ¢â®à ) ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¯à¨¬¥à®¢. �®á«¥ ª ¦¤®£® ¯ à £à ä  ¯à¨¢®¤¨âáï
á¯¨á®ª § ¤ ç ¨ ã¯à ¦¥¨© ¤«ï á ¬®áâ®ïâ¥«ì®£® à¥è¥¨ï. �á¥ § ¤ ç¨ á ¡¦¥ë
®â¢¥â ¬¨ ¨ ¯®çâ¨ ¢á¥ ¤®áâ â®ç® ¯®¤à®¡ë¬¨ ãª § ¨ï¬¨ (¯¥à¥å®¤ïé¨¬¨ ¢ àï¤¥
á«ãç ¥¢ ¢ ¨áç¥à¯ë¢ îé¨¥ à¥è¥¨ï). �à¨¢¥¤¥ â ª¦¥ àï¤ ¨§¤ ¨©, ¢ ª®â®àëå § -
¨â¥à¥á®¢ ë© ç¨â â¥«ì  ©¤¥â ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ¯® â¥®à¨¨ ç¨á¥« ¨  «-
£¥¡à¥. � íâ®â (¤ «¥ª® ¥ ¯®«ë©) á¯¨á®ª ¢ª«îç¥ë ª ª ¯®¯ã«ïàë¥ ª¨£¨, ¯à¥¤-
 § ç¥ë¥ ¤«ï ãç é¨åáï áà¥¤¥© èª®«ë, â ª ¨ ãç¥¡¨ª¨ ¤«ï áâã¤¥â®¢ ¬ â¥¬ -
â¨ç¥áª¨å ä ªã«ìâ¥â®¢ ã¨¢¥àá¨â¥â®¢.
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§ 1. �¯à¥¤¥«¥¨¥ á¨áâ¥¬ë æ¥«ëå ç¨á¥«

�â®â ¯ à £à ä ¬ë  ç¥¬ á ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï àï¤  ¨§¢¥áâëå (¨«¨, ¢¥à¥¥, ¯à¨-
¢ëçëå)  ¬ á¢®©áâ¢, ª®â®àë¬¨ ®¡« ¤ ¥â ª ¦¤®¥ ¨§ ®á®¢ëå ç¨á«®¢ëå ¬®¦¥áâ¢:
¬®¦¥áâ¢® Z ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥«, ¬®¦¥áâ¢® Q ¢á¥å à æ¨® «ìëå ç¨á¥« ¨ ¬®¦¥áâ¢®
R ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«. � â¥¬ ¡ã¤ãâ ãª § ë â¥ á¢®©áâ¢ , ª®â®àë¥ á¯à ¢¥¤-
«¨¢ë «¨èì ¤«ï æ¥«ëå ç¨á¥« ¨ ª®â®àë¥ (¢¬¥áâ¥ á® á¢®©áâ¢ ¬¨, ®¡é¨¬¨ ¤«ï ¢á¥å
ç¨á«®¢ëå á¨áâ¥¬) ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨ïâë ¢ ª ç¥áâ¢¥  ªá¨®¬, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å æ¥«ë¥
ç¨á« .

�  «î¡®¬ ¨§ ã¯®¬ïãâëå ¬®¦¥áâ¢ ç¨á¥« ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ®¯¥à æ¨¨ | á«®¦¥¨¥
+ ¨ ã¬®¦¥¨¥ ·, ¨ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª å ¯¥à¢®© £àã¯¯ë ®¡é¨å á¢®©áâ¢ ç¨á¥« ãç áâ-
¢ãîâ â®«ìª® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨. �¥à¥ç¨á«¨¬ íâ¨ á¢®©áâ¢ :

1) �¥à¥¬¥áâ¨â¥«ìë© (ª®¬¬ãâ â¨¢ë©) § ª® á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï: ¤«ï
«î¡ëå ç¨á¥« a ¨ b ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

a + b = b + a ¨ ab = ba.

2) �®ç¥â â¥«ìë© ( áá®æ¨ â¨¢ë©) § ª® á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï: ¤«ï «î¡ëå
ç¨á¥« a, b ¨ c ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

(a + b) + c = a + (b + c) ¨ (ab)c = a(bc).

3) � á¯à¥¤¥«¨â¥«ìë© (¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ë©) § ª® á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï: ¤«ï
«î¡ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

(a + b)c = ac + bc.

4) �ãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® ( §ë¢ ¥¬®¥ ã«¥¬ ¨ ®¡®§ ç ¥¬®¥ á¨¬¢®«®¬ 0),
çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  a ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® a+0 = a. �ãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® ( -
§ë¢ ¥¬®¥ ¥¤¨¨æ¥© ¨ ®¡®§ ç ¥¬®¥ á¨¬¢®«®¬ 1), çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  a ¢ë¯®«¥®
à ¢¥áâ¢® a1 = a.

5) �«ï «î¡®£® ç¨á«  a áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® x, çâ® ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®
a + x = 0.

�¥à¥ç¥ì â¥å ¨áå®¤ëå á¢®©áâ¢ ç¨á¥«, ¢ ª®â®àëå à¥çì ¨¤¥â â®«ìª® ®¡ ®¯¥à -
æ¨ïå á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï § ª®ç¥. �®¤ç¥àª¥¬ ¥é¥ à §, çâ® íâ¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨
®¡« ¤ îâ á«®¦¥¨¥ ¨ ã¬®¦¥¨¥ ¨ æ¥«ëå, ¨ à æ¨® «ìëå, ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨-
á¥«.

� ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¢áâà¥ç îâáï ¨ ¤àã£¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢,   ª®â®àëå ®¯à¥¤¥-
«¥ë ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï, ®¡« ¤ îé¨¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬¨ ¢ëè¥ á¢®©-
áâ¢ ¬¨. �¨¯¨çë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¬®£ãâ á«ã¦¨âì ¢á¥¢®§¬®¦ë¥ ¬®£®ç«¥ë ®â ®¤®©
¯¥à¥¬¥®© x, â. ¥. ¢ëà ¦¥¨ï ¢¨¤  a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an, £¤¥ n > 0 ¨
a0, a1, . . . an | ¥ª®â®àë¥ ç¨á« . �ã¬¬  ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå â ª¨å ¢ëà ¦¥¨©,
¢ëç¨á«ï¥¬ë¥ ¯® ¨§¢¥áâë¬ ¯à ¢¨« ¬ (à áªàëâ¨¥ áª®¡®ª ¨ ¯à¨¢¥¤¥¨¥ ¯®¤®¡ëå
ç«¥®¢), á®¢  ï¢«ïîâáï ¬®£®ç«¥ ¬¨, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢ë-
è¥¯¥à¥ç¨á«¥ë¬ á¢®©áâ¢ ¬ 1) { 5). �ë ¯à¨¨¬ ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:
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�à®¨§¢®«ì®¥ ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® K,   ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥ë ®¯¥à æ¨¨ á«®-
¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ á¢®©áâ¢ ¬ 1) { 5),  §ë¢ ¥âáï ª®«ìæ®¬.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¥ ¨§ ç¨á«®¢ëå ¬®¦¥áâ¢ Z, Q ¨ R ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬.
�®«ìæ®¬ ï¢«ï¥âáï ¨ ¬®¦¥áâ¢® ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¯¥à¥¬¥®© x, ª®íää¨æ¨¥âë ª®-
â®àëå ¯à¨ ¤«¥¦ â «î¡®¬ã ¨§ íâ¨å ç¨á«®¢ëå ª®«¥æ. �àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ª®«¥æ  ¬
¢áâà¥âïâáï ¨¦¥ ¢ ¯ à £à ä å 4 ¨ 7.

�ë á¥©ç á ã¢¨¤¨¬, çâ® àï¤ ¨§¢¥áâëå  ¬ ¯à ¢¨« ®¡à é¥¨ï á® á«®¦¥¨¥¬ ¨
ã¬®¦¥¨¥¬ ç¨á¥« ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë¢¥¤¥ë ¨§ ¢ëè¥¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¯ïâ¨ á¢®©áâ¢ ç¨-
áâ® «®£¨ç¥áª¨¬ ¯ãâ¥¬. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ â ª¨¥ ¯à ¢¨«  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ «î¡®¬
ª®«ìæ¥, ¨ ¯®â®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨ ä®à¬ã«¨à®¢ âì, ¨ ¤®ª §ë¢ âì ¨å áà §ã ¤«ï ¯à®¨§-
¢®«ì®£® ª®«ìæ .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1.  ) � «î¡®¬ ª®«ìæ¥ í«¥¬¥âë ã«ì ¨ ¥¤¨¨æ , áãé¥áâ¢®-
¢ ¨¥ ª®â®àëå ¯®áâã«¨àã¥âáï á¢®©áâ¢®¬ 4), ï¢«ïîâáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬¨. �à¨
íâ®¬, ¥á«¨ ¢ ª®«ìæ¥ ¨¬¥¥âáï ¡®«¥¥ ®¤®£® í«¥¬¥â , â® 1 6= 0.

¡) � «î¡®¬ ª®«ìæ¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  a í«¥¬¥â x, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥
ª®â®à®£® ¯®áâã«¨àã¥âáï á¢®©áâ¢®¬ 5), ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬. (� ª®© í«¥¬¥â
¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¬ ª í«¥¬¥âã a ¨ ®¡®§ ç ¥¬ ç¥à¥§ −a.)

¢) � «î¡®¬ ª®«ìæ¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 
a · 0 = 0, −(−a) = a ¨ a(−b) = −ab.

�®ª ¦¥¬ íâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, § ®¤® ®¡êïá¨¢ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡® ¨å á¬ëá«. �ãáâì
 ¬ ¤ ® ¥ª®â®à®¥ ª®«ìæ® K. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥  è«¨áì ¤¢  í«¥-
¬¥â  x ¨ y, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥¨î ã«ï, â. ¥. ¤«ï «î¡®£®
í«¥¬¥â  a ∈ K ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  a + x = a ¨ a + y = a. �®¤áâ ¢«ïï ¢ ¯¥à¢®¥
¨§ ¨å ¢¬¥áâ® a í«¥¬¥â y,   ¢® ¢â®à®¥ ¢¬¥áâ® a í«¥¬¥â x, ¯®«ãç ¥¬ y + x = y ¨
x+y = x,   â ª ª ª ¢¢¨¤ã á¢®©áâ¢  1) x+y = y +x, ¬ë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¨¬¥¥¬ x = y.
� «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¥¤¨¨æë.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯ãªâ  ¡) ®¯ïâì ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥-
¬¥â  a ª®«ìæ  K ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥ ®ª § «®áì ¤¢  í«¥¬¥â  x ¨ y â ª¨å, çâ® a + x = 0
¨ a + y = 0. �®£¤  ¨¬¥¥¬

x = x + 0 = x + (a + y) = (x + a) + y = (a + x) + y = 0 + y = y + 0 = y

(ç¨â â¥«î à¥ª®¬¥¤ã¥âáï á ¬®áâ®ïâ¥«ì® ®¯à¥¤¥«¨âì,   ª ª®¬ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå
¢ëè¥ á¢®©áâ¢ ®á®¢  ¯¥à¥å®¤ ç¥à¥§ ª ¦¤ë© § ª à ¢¥áâ¢ ). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï
«î¡®£® í«¥¬¥â  a ¢ ª®«ìæ¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® áãé¥áâ¢ã¥â «¨èì ®¤¨ í«¥¬¥â, ª®â®àë©
¢ áã¬¬¥ á í«¥¬¥â®¬ a ¤ ¥â ã«ì. � ª ãª § ® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.1,
íâ®â í«¥¬¥â, ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© í«¥¬¥â®¬ a, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à®â¨¢®-
¯®«®¦ë¬ ª í«¥¬¥âã a ¨ ®¡®§ ç âì −a. �é¥ à § ¯®¤ç¥àª¥¬, çâ® ¨¬¥® à ¢¥-
áâ¢® a+(−a) = 0 ï¢«ï¥âáï ¤«ï  á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ í«¥¬¥â  −a, ¯à®â¨¢®¯®«®¦®£® ª
í«¥¬¥âã a. � ª ª ª ¨§ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ¢ á¨«ã ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ á«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â
à ¢¥áâ¢® (−a) + a = 0, â® í«¥¬¥â a ï¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¬ ª í«¥¬¥âã −a,
â. ¥. a = −(−a), ¨ íâ¨¬ ¤®ª § ® ¢â®à®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ ¯ãªâ  ¢).

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ¨§ ¨å ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì® § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¥ª®-
â®àë© í«¥¬¥â b ª®«ìæ  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã b + b = b, â® ® à ¢¥ ã«î:
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¤¥©áâ¢¨â¥«ì®,

b = b + 0 = b + (b + (−b)) = (b + b) + (−b) = b + (−b) = 0.

�®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® a · 0 + a · 0 = a · 0
(â ª ª ª a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0), ®âáî¤  ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® a · 0 = 0. � ª®¥æ, ¤«ï
¯à®¨§¢®«ìëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ª®«ìæ  ¨¬¥¥¬ ab + a(−b) = a(b + (−b)) = a0 = 0,  
íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥â a(−b) ï¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¬ ª í«¥¬¥âã ab, â. ¥.
a(−b) = −ab.

�¥à¥¬áï â¥¯¥àì ª ®áâ ¢è¥¬ãáï ¥¤®ª § ë¬ ¯®á«¥¤¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î
¯ãªâ   ). �á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¥ª®â®àë© í«¥¬¥â c ª®«ìæ  K ®¡« ¤ ¥â ®¤-
®¢à¥¬¥® á¢®©áâ¢ ¬¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬¨ ¨ ã«ì, ¨ ¥¤¨¨æã, â® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®
í«¥¬¥â  a ¨§ K ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì a = a · c (¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¥¤¨¨æë) ¨ a · c = c (¯®
¤®ª § § ®¬ã ¢ ¯ãªâ¥ ¢) á¢®©áâ¢ã ã«ï). �âáî¤  a = c, ¨  è¥ ª®«ìæ® ¤®«¦® ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ á®áâ®ïâì «¨èì ¨§ ®¤®£® íâ®£® í«¥¬¥â  c.

(�«¥¤ã¥â ¤®¡ ¢¨âì ¤«ï ¯®«®âë ª àâ¨ë, çâ® â ª ï ¢®§¬®¦®áâì ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì® à¥ «¨§ã¥¬ . � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢§ïâì ¬®¦¥áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¥¤¨-
áâ¢¥®£® í«¥¬¥â  c, ¨ ®¯à¥¤¥«¨âì   íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®-
¦¥¨ï á«¥¤ãîé¨¬ (¥¤¨áâ¢¥® ¢®§¬®¦ë¬) á¯®á®¡®¬: c + c = c ¨ c · c = c. �¥¯®-
áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ®¡« ¤ îâ ¢á¥¬¨ ¢ëè¥¯¥à¥ç¨á«¥ë¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨ 1) { 5), ¨ ¯®â®¬ã  è¥ ¬®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬. �¤¨áâ¢¥ë©
í«¥¬¥â c íâ®£® ª®«ìæ  ï¢«ï¥âáï ®¤®¢à¥¬¥® ¨ ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥©. � ª®¥ ª®«ìæ®
 §ë¢ îâ ã«¥¢ë¬ ª®«ìæ®¬.)

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1 ¯®«®áâìî ¤®ª § ®. ¤
� ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®«ìæ¥ K ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ®¯¥à æ¨î ¢ëç¨â ¨ï, ¯®« £ ï ¯®

®¯à¥¤¥«¥¨î a − b = a + (−b). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® í«¥¬¥â x = a − b,  §ë¢ ¥-
¬ë© à §®áâìî í«¥¬¥â®¢ a ¨ b, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã x + b = a, ¨ ¯®íâ®¬ã ¬ë
£®¢®à¨¬, çâ® ®¯¥à æ¨ï ¢ëç¨â ¨ï ï¢«ï¥âáï ®¡à â®© ª ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï. �®§-
¬®¦®áâì ¢¢¥¤¥¨ï ®¯¥à æ¨¨, ®¡à â®© ª ã¬®¦¥¨î, ¡ã¤¥â ®¡áã¦¤ âìáï ¨¦¥.

�¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥¥ë ª
¤¢ã¬ í«¥¬¥â ¬ ª®«ìæ . �â®¡ë á«®¦¨âì âà¨ í«¥¬¥â  a, b ¨ c, á«¥¤ã¥â,  ¯à¨¬¥à,
á ç «   ©â¨ áã¬¬ã a + b ¯¥à¢ëå ¤¢ãå,   § â¥¬ íâã áã¬¬ã á«®¦¨âì á âà¥âì¨¬,
¯®«ãç¨¢ (a + b) + c. �® ¬®¦® á ç «  á«®¦¨âì ¢â®à®© ¨ âà¥â¨© í«¥¬¥âë,   § â¥¬
| ¯¥à¢ë© á ¯®«ãç¥®© áã¬¬®©, ¯®«ãç¨¢ a + (b + c). �¢®©áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨
£®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ®¡  á¯®á®¡  ¢ëç¨á«¥¨ï ¤ îâ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ à¥§ã«ìâ â. �«ï
¢ëç¨á«¥¨ï áã¬¬ë ç¥âëà¥å í«¥¬¥â®¢ a, b, c ¨ d ¨¬¥¥âáï ã¦¥ ¯ïâì à §«¨çëå
á¯®á®¡®¢:

(a + b) + (c + d), ((a + b) + c) + d, (a + (b + c)) + d,

a + ((b + c) + d), a + (b + (c + d))

(¨ ¨å ç¨á«® ®ç¥ì ¡ëáâà® à áâ¥â á à®áâ®¬ ç¨á«  á« £ ¥¬ëå). � ¯®¬®éìî á¢®©-
áâ¢   áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ ¬®¦® ¤®ª § âì, çâ® ¢á¥ ®¨ ¯à¨¢®¤ïâ ª ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥
à¥§ã«ìâ âã. � ¯à¨¬¥à,

((a + b) + c) + d = (a + (b + c)) + d = a + ((b + c) + d) = a + (b + (c + d)).
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�¤¥áì ¯¥à¢ë© § ª à ¢¥áâ¢  ®á®¢    ¯à¨¬¥¥¨¨ á¢®©áâ¢   áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ ª
í«¥¬¥â ¬ a, b ¨ c; ¢â®à®© § ª à ¢¥áâ¢  ®á®¢    ¯à¨¬¥¥¨¨ á¢®©áâ¢   áá®æ¨-
 â¨¢®áâ¨ ª í«¥¬¥â ¬ a, b + c ¨ d; âà¥â¨© § ª à ¢¥áâ¢  ®á®¢    ¯à¨¬¥¥¨¨
á¢®©áâ¢   áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ ª í«¥¬¥â ¬ b, c ¨ d.

� «®£¨ç®, ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï áã¬¬ë ¯ïâ¨, è¥áâ¨ ¨ â. ¤. í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ 
á«¥¤ã¥â ãª § âì (á ¯®¬®éìî áª®¡®ª) ¯®àï¤®ª ¢ë¯®«¥¨ï ¤¥©áâ¢¨© â ª, çâ®¡ë ¢
ª ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å ¤¥©áâ¢¨© áª« ¤ë¢ «®áì ¤¢  í«¥¬¥â . �á®¢ë¢ ïáì   á¢®©áâ¢¥
 áá®æ¨ â¨¢®áâ¨, ¬®¦® ¤®ª § âì, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ à ááâ ®¢ª¨ áª®¡®ª ¯à¨¢®¤ïâ ª
®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ à¥§ã«ìâ âã. � §ã¬¥¥âáï, ¢á¥ íâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï ã¬®¦¥¨ï.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®«ìæ¥ ¬®¦® £®¢®à¨âì ® áã¬¬¥ ¨ ¯à®¨§-
¢¥¤¥¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® ç¨á«  í«¥¬¥â®¢ a1, a2, . . . , an. � ç áâ®áâ¨, ¯à¨ n > 1
(®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«¥®¥) ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ í«¥¬¥â®¢ a1, a2, . . . , an, ª ¦¤ë© ¨§ ª®-
â®àëå à ¢¥ ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ í«¥¬¥âã a  è¥£® ª®«ìæ , ¬ë ®¡®§ ç ¥¬ an ¨
 §ë¢ ¥¬ áâ¥¯¥ìî í«¥¬¥â  a á ¯®ª § â¥«¥¬ n. �®« £ ï â ª¦¥ a1 = a ¨ a0 = 1,
¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® ª®«ìæ  ¯®ïâ¨¥ áâ¥¯¥¨ í«¥¬¥â  á
¯à®¨§¢®«ìë¬ ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬. �à¨ íâ®¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®
¨§  è¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« m ¨
n ¨ «î¡®£® í«¥¬¥â  a ∈ K ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

am+n = am · an ¨ (am)n = amn.

�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ ã¬®¦¥¨ï, ¬®¦® ¤®ª § âì â ª¦¥, çâ® ¤«ï
«î¡®£® ¥®âà¨æ â¥«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  m ¨ «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ∈ K ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢®

(ab)m = am · bm.

�®§¬®¦®áâì ¢¢¥¤¥¨ï ¯®ïâ¨ï áâ¥¯¥¨ á ®âà¨æ â¥«ìë¬ æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬ ¡ã¤¥â
®¡áã¦¤ âìáï ¨¦¥.

� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¥®âà¨æ â¥«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  n ¨
¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  a ª®«ìæ  K ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®ïâ¨¥ n-ªà â®£® na í«¥¬¥â 
a, ¯®« £ ï

na = a + a + · · ·+ a

(n á« £ ¥¬ëå) ¯à¨ n > 1, na = a ¯à¨ n = 1 ¨ na = 0 ¯à¨ n = 0.
� §ã¬¥¥âáï, ¢á¥ ¢ëè¥áª § ®¥ ¬®¦® ¯à¨¬¥¨âì, ¢ ç áâ®áâ¨, ¨ ª ®á®¢-

ë¬ ç¨á«®¢ë¬ á¨áâ¥¬ ¬ Z, Q ¨ R (¯®«ãç¨¢ ¯à¨¢ëçë¥  ¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï). �¥«ë©
àï¤ ¤àã£¨å ¨§¢¥áâëå á¢®©áâ¢ ç¨á¥« â ª¨å,  ¯à¨¬¥à, ª ª ä®à¬ã«ë á®ªà é¥®£®
ã¬®¦¥¨ï, â ª¦¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë¢¥¤¥ë ¨§ á¢®©áâ¢ 1) { 5); ¨¬¥® íâ® ¨¬¥îâ ¢
¢¨¤ã ¬ â¥¬ â¨ª¨, ª®£¤  £®¢®àïâ, çâ® â® ¨«¨ ¨®¥ á¢®©áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¤ ®©
ç¨á«®¢®© á¨áâ¥¬ë ¯à®áâ® ¯®â®¬ã, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬.

�®ª ¦¥¬,  ¯à¨¬¥à, çâ® ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®«ìæ¥ K ¨¬¥¥â ¬¥áâ® § ª®¬®¥  ¬
â®¦¤¥áâ¢® (a + b)2 = a2 + 2ab + b2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,

(a + b)2 = (a + b) · (a + b) = (a + b)a + (a + b)b =
(a2 + ba) + (ab + b2) = a2 + ab + ab + b2 = a2 + 2ab + b2.
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�¤¥áì ¬ë ¯à¨¬¥ï¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® á¢®©áâ¢® ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨,  áá®æ¨ â¨¢®-
áâ¨ (ª®£¤  ®¯ãáª ¥¬ áª®¡ª¨) ¨ ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨.

�¥à¥¬áï, ®¤ ª®, ª § ¤ ç¥ ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï â¥å á¢®©áâ¢, ª®â®àë¥ á¬®£ãâ á®áâ -
¢¨âì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ á¨áâ¥¬ë æ¥«ëå ç¨á¥«. �â¬¥ç¥ëå ¢ëè¥ ¯ïâ¨ á¢®©áâ¢ ¤«ï íâ®£®
ï¢® ¥¤®áâ â®ç®, â ª ª ª áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥àë à §«¨çëå ª®«¥æ, á¢®©áâ¢  ª®â®-
àëå ¢¥áì¬  à §®®¡à §ë, ¨ ¢ ç áâ®áâ¨, áãé¥áâ¢ã¥â ª®«ìæ®, á®áâ®ïé¥¥ ¢ â®ç®áâ¨
¨§ ®¤®£® í«¥¬¥â . �â®¡ë ¨áª«îç¨âì íâ®â ¢ëà®¦¤¥ë© á«ãç ©, ¬ë ¢¢®¤¨¬ ¢  è
¯¥à¥ç¥ì á¢®©áâ¢ âà¥¡®¢ ¨¥

6) �¨á«  0 ¨ 1 à §«¨çë.
� §ã¬¥¥âáï, ¢ª«îç¥¨¥ ¢ ¯¥à¥ç¥ì á¢®©áâ¢, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å æ¥«ë¥ ç¨á« , íâ®£®

"âà¨¢¨ «ì®£®" ãá«®¢¨ï ¬®¦¥â ¯®ª § âìáï ¨§«¨è¨¬. � á¢ï§¨ á íâ¨¬, ãª ¦¥¬  
â®, çâ® (ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì) ¢á¥ ¤àã£¨¥ á¢®©áâ¢ , ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ  ¬¨ ¯à¨ïâë ¢
ª ç¥áâ¢¥  ªá¨®¬ á¨áâ¥¬ë æ¥«ëå ç¨á¥«, ¢ë¯®«ïîâáï ¨ ¢ ã«¥¢®¬ ª®«ìæ¥. �®íâ®¬ã
¨áª«îç¥¨¥ íâ®£® á¢®©áâ¢  ¯à¨¢¥¤¥â ª ®ç¥¢¨¤®© ¯®â¥à¥ ®¤®§ ç®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥-
¬®© á¨áâ¥¬ë. � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.1 ãá«®¢¨¥ 6) ¬®¦® § ¬¥¨âì
à ¢®á¨«ìë¬ âà¥¡®¢ ¨¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï å®âï ¡ë ¤¢ãå à §«¨çëå ç¨á¥«.

� ä®à¬ã«¨à®¢ª å ¤ «ì¥©è¨å ¥®¡å®¤¨¬ëå  ¬ á¢®©áâ¢ ç¨á¥«  àï¤ã á ®¯¥-
à æ¨ï¬¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï ¡ã¤¥â ãç áâ¢®¢ âì ¨ ®â®è¥¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ . � ª
 ¬ å®à®è® ¨§¢¥áâ®,   ¬®¦¥áâ¢¥ ç¨á¥« ®¯à¥¤¥«¥® ®â®è¥¨¥ "¬¥ìè¥", ®¡®-
§ ç ¥¬®¥ á¨¬¢®«®¬ < ¨ ®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

7) �«ï «î¡®£® ç¨á«  a ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® â®¬, çâ® a < a, ¥¢¥à® ( â¨à¥ä«¥ª-
á¨¢®áâì).

8) �«ï «î¡ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨§ â®£®, çâ® a < b ¨ b < c, á«¥¤ã¥â, çâ® a < c
(âà §¨â¨¢®áâì).

9) �«ï «î¡ëå ¥à ¢ëå ç¨á¥« a ¨ b ¤®«¦® ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¨«¨ a < b, ¨«¨ b < a
(¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥®áâì).

�â®è¥¨¥ <, ®¯à¥¤¥«¥®¥   ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ A ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï-
îé¥¥ íâ¨¬ âà¥¬ á¢®©áâ¢ ¬,  §ë¢ ¥âáï ®â®è¥¨¥¬ ¯®àï¤ª . �®¦¥áâ¢® A, à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¢¬¥áâ¥ á ®¯à¥¤¥«¥ë¬   ¥¬ ®â®è¥¨¥¬ ¯®àï¤ª ,  §ë¢ ¥âáï ã¯®-
àï¤®ç¥ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬.

�®£¤  ®¯à¥¤¥«¥®¥ â®«ìª® çâ® ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª   §ë¢ îâ ®â®è¥¨¥¬
áâà®£®£® ¯®àï¤ª , çâ®¡ë ®â«¨ç¨âì ¥£® ®â ®â®è¥¨ï ¥áâà®£®£® ¯®àï¤ª  "¬¥ìè¥
¨«¨ à ¢®", ®¡®§ ç ¥¬®£® 6 ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

 ) �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® a 6 a (à¥ä«¥ªá¨¢®áâì).
¡) �«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ¨ c ¨§ â®£®, çâ® a 6 b ¨ b 6 c, á«¥¤ã¥â, çâ® a 6 c

(âà §¨â¨¢®áâì).
¢) �«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¨§ â®£®, çâ® a 6 b ¨ b 6 a, á«¥¤ã¥â, çâ® a = b

( â¨á¨¬¬¥âà¨ç®áâì).
£) �«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¤®«¦® ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¨«¨ a 6 b, ¨«¨ b 6 a (¢áî¤ã

®¯à¥¤¥«¥®áâì).
�â¨ ®â®è¥¨ï ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬®®¯à¥¤¥«¨¬ë¬¨: ¥á«¨   ¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥-

áâ¢¥ § ¤ ® ®â®è¥¨¥ <, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬ 7), 8) ¨ 9), â® ¯®« £ ï ¯®
®¯à¥¤¥«¥¨î, çâ® a 6 b â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨«¨ a = b, ¨«¨ a < b, ¯®«ãç¨¬
®â®è¥¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨  ), ¡), ¢) ¨ £). � ®¡®à®â, ¨¬¥ï ®â®è¥¨¥ 6,



11

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬  ), ¡), ¢) ¨ £), ¨ ¯®« £ ï, çâ® a < b â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  a 6 b ¨ a 6= b, ¯à¨¤¥¬ ª ®â®è¥¨î, ®¡« ¤ îé¥¬ã á¢®©áâ¢ ¬¨ 7), 8) ¨
9). � ª¨¬ ®¡à §®¬, áç¨â ï § ¤ ë¬ ®â®è¥¨¥ <, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï, ª®£¤ 
 ¬ ã¤®¡®, ¨ ®â®è¥¨¥¬ 6.

�á«¨ A | ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ®â®è¥¨¥¬ ¯®àï¤ª  < ("¬¥ìè¥"), â®
¬ë ¬®¦¥¬ ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ä®à¬ã«¨à®¢®ª ¢¢¥áâ¨   íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ â ª¦¥ ¨ ®â®-
è¥¨¥ "¡®«ìè¥" (¨ "¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢®"), ¯®« £ ï ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, çâ® a > b (¨«¨
a > b), ¥á«¨ b < a (á®®â¢¥âáâ¢¥®, b 6 a).

� ¯®¬¨¬, çâ® ç¨á«® a  §ë¢ ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ (¥®âà¨æ â¥«ìë¬), ¥á«¨
a > 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥®, a > 0), ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬ (¥¯®«®¦¨â¥«ìë¬), ¥á«¨ a < 0
(á®®â¢¥âáâ¢¥®, a 6 0).

� á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå á¢®©áâ¢ å £®¢®à¨âáï ® á¢ï§¨ ®â®è¥¨ï "¬¥ìè¥" á ®¯¥-
à æ¨ï¬¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï.

10) �«ï «î¡ëå âà¥å ç¨á¥« a, b ¨ c ¨§ â®£®, çâ® a < b, á«¥¤ã¥â, çâ® a+ c < b+ c.
11) �«ï «î¡ëå âà¥å ç¨á¥« a, b ¨ c ¨§ â®£®, çâ® a < b ¨ c > 0, á«¥¤ã¥â, çâ®

ac < bc.
�à®¨§¢®«ì®¥ ª®«ìæ®,   ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥® ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª , ã¤®¢«¥â¢®-

àïîé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬ 10) ¨ 11) (¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª å ª®â®àëå á«¥¤ã¥â ¢¬¥áâ® ç¨á¥« £®-
¢®à¨âì ®¡ í«¥¬¥â å ª®«ìæ ),  §ë¢ îâ ã¯®àï¤®ç¥ë¬ ª®«ìæ®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
 è¨ ®á®¢ë¥ ç¨á«®¢ë¥ á¨áâ¥¬ë ï¢«ïîâáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨ ª®«ìæ ¬¨. �á¥ ¨§-
¢¥áâë¥  ¬ ¯à ¢¨«  ®¡à é¥¨ï á ç¨á«®¢ë¬¨ ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨-
ï¬¨ á¢®©áâ¢ 7) { 11) (¨ ¯®â®¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ã¯®àï¤®ç¥®£®
ª®«ìæ ).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.2.  ) �¥à ¢¥áâ¢  ®¤¨ ª®¢®£® § ª  ¬®¦® ¯®ç«¥®
áª« ¤ë¢ âì, â. ¥. ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« a, b, c ¨ d ¨§ â®£®, çâ® a < b ¨ c < d, á«¥¤ã¥â,
çâ® a + c < b + d.

¡) �¥à ¢¥áâ¢  ®¤¨ ª®¢®£® § ª  á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ç«¥ ¬¨ ¬®¦®
¯®ç«¥® ¯¥à¥¬®¦ âì, â. ¥. ¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b, c ¨ d ¨§
â®£®, çâ® a < b ¨ c < d, á«¥¤ã¥â, çâ® ac < bd.

¢) �«ï «î¡ëå ç¨á¥« a ¨ b ¥à ¢¥áâ¢® a < b ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® −b < −a. � ç áâ®áâ¨, ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï
¯®«®¦¨â¥«ìë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® −a ï¢«ï¥âáï ®âà¨æ â¥«ì-
ë¬.

£) �«ï «î¡ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨§ â®£®, çâ® a < b ¨ c < 0, á«¥¤ã¥â, çâ® ac > bc.
�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥  ). �ãáâì ¤ ë ¥à ¢¥áâ¢  a < b ¨ c < d. �à¨¡ ¢¨¢

ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ ¯¥à¢®£® ¨§ ¨å ç¨á«® c,   ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ ¢â®à®£® ç¨á«® b, ¢ á®®â-
¢¥âáâ¢¨¨ á® á¢®©áâ¢®¬ 10) ¯®«ãç ¥¬ a + c < b + c ¨ b + c < b + d. � á¨«ã á¢®©áâ¢ 
âà §¨â¨¢®áâ¨ ®â®è¥¨ï ¯®àï¤ª  (á¢®©áâ¢® 8)) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® a+ c < b+d.
�â¢¥à¦¤¥¨¥ ¡) ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç® (á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ á¢®©áâ¢  11) ¢¬¥áâ®
á¢®©áâ¢  10)).

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥¨© ¯ãªâ  ¢) ¯à¨¡ ¢¨¬ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ ¥à -
¢¥áâ¢  a < b ç¨á«® −a. �®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢® 0 < b + (−a), ª®â®à®¥ ¯®á«¥ ¯à¨¡ ¢-
«¥¨ï ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ ç¨á«  −b ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ −b < −a. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢¨¤¨¬,
çâ® ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  a < b á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® −b < −a. � «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï,
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çâ® ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  −b < −a á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® a < b, ¨ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
¯ãªâ  ¢) ¤®ª § ®. �à¨¬¥ïï ¥£® ª ¥à ¢¥áâ¢ã 0 < a, ¯®«ãç ¥¬ ¨ ¢â®à®¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥.

�®ª ¦¥¬,  ª®¥æ, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ £). �ãáâì a < b ¨ c < 0. �®£¤  ¢ á¨«ã ã¦¥
¤®ª § ®£® ¯ãªâ  ¢) ¨¬¥¥¬ −c > 0, ¨ ¯®â®¬ã ¢¢¨¤ã á¢®©áâ¢  11) ¢ë¯®«ï¥âáï
¥à ¢¥áâ¢® a(−c) < b(−c). � ª ª ª a(−c) = −ac ¨ b(−c) = −bc (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥
1.1), íâ® ¥à ¢¥áâ¢® ¬®¦® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ −ac < −bc, ®âªã¤  ¢¢¨¤ã ¯ãªâ  ¢)
¯®«ãç ¥¬ ac > bc, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. �à¥¤«®¦¥¨¥ 1.2 ¤®ª § ®. ¤

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥é¥ ®¤® ¢ ¦®¥ á¢®©áâ¢® ç¨á¥«, ¯®áâ®ï® ¨á¯®«ì§ã-
¥¬®¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯à¨ à¥è¥¨¨ ãà ¢¥¨©, ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå
¢ëè¥ á¢®©áâ¢ 1) { 11).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.3. �à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ç¨á¥« à ¢® ã«î â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© à ¢¥ ã«î.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¤«ï ¤¢ãå ç¨á¥« a ¨ b ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ab = 0 ¨, â¥¬ ¥
¬¥¥¥, a 6= 0 ¨ b 6= 0 â® ¢¢¨¤ã á¢®©áâ¢  9) ¤®«¦  ¢ë¯®«ïâìáï ®¤  ¨§ á«¥¤ãîé¨å
ç¥âëà¥å ¢®§¬®¦®áâ¥©:

 )
{

a > 0
b > 0 ; ¡)

{
a > 0
b < 0 ; ¢)

{
a < 0
b > 0 ; £)

{
a < 0
b < 0 .

�§ á¢®©áâ¢  11) ¨ ¯ãªâ  £) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ á«ãç ¥  ) ¢ë¯®«-
ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® ab > 0, ¢ á«ãç ¥ ¡) | ¥à ¢¥áâ¢® ab < 0, ¢ á«ãç ¥ ¢) | ¥à -
¢¥áâ¢® ab < 0 ¨ ¢ á«ãç ¥ £) | ¥à ¢¥áâ¢® ab > 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ à ¢¥áâ¢ 
ab = 0 á«¥¤ã¥â (¢ á¨«ã  â¨à¥ä«¥ªá¨¢®áâ¨ ®â®è¥¨ï ¯®àï¤ª ), çâ® ¨«¨ a = 0,
¨«¨ b = 0. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.1, ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥
1.3 ¤®ª § ®. ¤

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.3 ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ®¡®á®¢ ¨¥¬ ¨§¢¥áâ®£® ¨ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã-
¥¬®£® ¯à ¢¨«  á®ªà é¥¨ï:

�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨§ â®£®, çâ® ac = bc ¨ c 6= 0, á«¥¤ã¥â,
çâ® a = b.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ¤®áâ â®ç® à ¢¥áâ¢® ac = bc ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥
(a− b)c = 0,   § â¥¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 3. ¤

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥àë ª®«¥æ, ¤«ï ª®â®àëå ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.3 ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï, â. ¥. ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ¬®¦¥â
®ª § âìáï à ¢ë¬ ã«î (á¬. § 4). �¥ ª®«ìæ , ¤«ï ª®â®àëå ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 1.3 á¯à ¢¥¤«¨¢®, ¨¬¥îâ á¯¥æ¨ «ì®¥  §¢ ¨¥. � ¨¬¥®, ª®«ìæ® K  §ë¢ ¥âáï
æ¥«®áâë¬ ª®«ìæ®¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¥£® í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¨§ à ¢¥áâ¢  ab = 0 á«¥-
¤ã¥â, çâ® ¨«¨ a = 0, ¨«¨ b = 0. �«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.3 ä ªâ¨ç¥áª¨ £®¢®à¨â
® â®¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®áâ®£® ª®«ìæ  á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à ¢¨«® á®ªà é¥¨ï. �¥£ª®
¯®ïâì, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ®¡à â®¥: ª®«ìæ® á ¯à ¢¨«®¬ á®ªà é¥¨ï ï¢«ï¥âáï æ¥-
«®áâë¬.

� ª ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.3 ¡¥§ ¨§¬¥¥¨© ¯à®å®¤¨â, à §ã¬¥-
¥âáï, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ã¯®àï¤®ç¥®£® ª®«ìæ , ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢á¥ ã¯®àï¤®ç¥ë¥
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ª®«ìæ  ï¢«ïîâáï æ¥«®áâë¬¨. � ¯ à £à ä¥ 7 ¡ã¤ãâ ãª § ë ¯à¨¬¥àë æ¥«®áâëå
ª®«¥æ, ¥ ï¢«ïîé¨åáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨.

� ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® á ¯®¬®éìî â¥å ¦¥ à ááã¦¤¥¨©, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥
¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.3, ¬®¦® ¤®ª § âì ¥é¥ ®¤® ¨§¢¥áâ®¥ á¢®©áâ¢®: ¤«ï «î¡®£® í«¥-
¬¥â  a ã¯®àï¤®ç¥®£® ª®«ìæ  ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® a2 > 0,   ¥á«¨ a 6= 0, â®
a2 > 0. � ª ª ª 1 = 12, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ «î¡®¬ ã¯®àï¤®ç¥®¬ ª®«ìæ¥ 1 > 0
¨ ¯®â®¬ã ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® a < a + 1.

�¢®©áâ¢® ¥®âà¨æ â¥«ì®áâ¨ ª¢ ¤à â  «î¡®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ç¨á«  è¨à®ª®
¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å ç¨á«®¢ëå ¥à ¢¥áâ¢. � áá¬®âà¨¬,  ¯à¨¬¥à,

�à¨¬¥à 1.1. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a ¨ b
¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® a2 + b2 > 2ab. �à¨ íâ®¬, à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a = b.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç® § ¯¨á âì ®ç¥¢¨¤®¥ (¢ á¨«ã ®â¬¥ç¥®£® â®-
«ìª® çâ® á¢®©áâ¢ ) ¥à ¢¥áâ¢® (a − b)2 > 0 ¢ ¢¨¤¥ a2 − 2ab + b2 > 0. �à¥¡ã¥¬®¥
¥à ¢¥áâ¢® a2 + b2 > 2ab ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¨¡ ¢«¥¨¥¬ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬
ç¨á«  2ab. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® à ¢¥áâ¢® ¢® ¢á¥å âà¥å ¥à ¢¥áâ¢ å ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
®¤®¢à¥¬¥®. ¤

� ®â®è¥¨¥¬ ¯®àï¤ª    ¬®¦¥áâ¢¥ ç¨á¥« á¢ï§ ® ¢ ¦®¥ ¯®ïâ¨¥  ¡á®«îâ-
®© ¢¥«¨ç¨ë ¨«¨ ¬®¤ã«ï ç¨á« . �«ï ¯®«®âë ¨§«®¦¥¨ï ¯à¨¢¥¤¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¯®ª ¦¥¬, ª ª ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  íâ®£® ¯®ïâ¨ï ¬®¦® ¢ë¢¥áâ¨
¨§ áä®à¬ã«¨à®¢ ëå ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ 1) { 11).

�¡á®«îâ®© ¢¥«¨ç¨®© ¨«¨ ¬®¤ã«¥¬ ç¨á«  a  §ë¢ ¥âáï ç¨á«®, ®¡®§ ç ¥¬®¥
|a| ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

|a| =
{

a, ¥á«¨ a > 0
−a, ¥á«¨ a < 0.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« a ¨ b ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® |ab| = |a| · |b|.
� á ¬®¬ ¤¥«¥, íâ® à ¢¥áâ¢® ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ íâ¨å ç¨á¥« à ¢®
ã«î. �á«¨ ¦¥ a 6= 0 ¨ b 6= 0, â® á«¥¤ã¥â, à ááã¦¤ ï â ª ¦¥, ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥
¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.3, à áá¬®âà¥âì ç¥âëà¥ á«ãç ï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â § ª®¢ ç¨á¥« a ¨ b.
� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ a > 0 ¨ b < 0, â® |a| = a, |b| = −b, ¨ â ª ª ª ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ab < 0,
¨¬¥¥¬

|ab| = −ab = a(−b) = |a| · |b|.
�®¢¥¤¥¨¥ ¬®¤ã«ï áã¬¬ë ¨ à §®áâ¨ ¤¢ãå ç¨á¥« ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬

¯à¥¤«®¦¥¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.4.  ) �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥« a ¨ b, £¤¥ ç¨á«® b ¥®âà¨æ -
â¥«ì®, ¥à ¢¥áâ¢® |a| 6 b à ¢®á¨«ì® ¤¢®©®¬ã ¥à ¢¥áâ¢ã −b 6 a 6 b.

¡) �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥« a ¨ b, £¤¥ ç¨á«® b ¥®âà¨æ â¥«ì®, ¥à ¢¥áâ¢®
|a| > b ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨«¨ a 6 −b ¨«¨ a > b.

¢) �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥« a ¨ b ¢ë¯®«ïîâáï ¥à ¢¥áâ¢  |a + b| 6 |a|+ |b| ¨
|a− b| > |a| − |b|.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç¥¬ á ¯ãªâ   ). �ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ç¨á« ,
¯à¨ç¥¬ b > 0. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® |a| 6 b. �®£¤ 
¥á«¨ a > 0, â® |a| = a ¨ ¯®â®¬ã ¤ ®¥  ¬ ¥à ¢¥áâ¢® ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ a 6 b. �à®¬¥
â®£®, ¯®áª®«ìªã −b 6 0, â® ¢ë¯®«¥® ¨ ¥à ¢¥áâ¢® −b 6 a. �á«¨ ¦¥ a < 0, â®
|a| = −a. �®£¤  ¥à ¢¥áâ¢® |a| 6 b á®¢¯ ¤ ¥â á ¥à ¢¥áâ¢®¬ −a 6 b, ª®â®à®¥ ¢¢¨¤ã
¯ãªâ  ¢) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 à ¢®á¨«ì® ¥à ¢¥áâ¢ã −b 6 a. �¥à ¢¥áâ¢® a 6 b ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ ®ç¥¢¨¤®, â ª ª ª a < 0 ¨ b > 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ ¨§
¥à ¢¥áâ¢  |a| 6 b á«¥¤ã¥â ¤¢®©®¥ ¥à ¢¥áâ¢® −b 6 a 6 b.

�¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® −b 6 a 6 b. �®£¤  ¯à¨
a > 0 ¨¬¥¥¬ |a| = a 6 b,   ¯à¨ a < 0 ¯®áª®«ìªã a = −|a|, ¯®«ãç ¥¬ −b 6 −|a| ¨ á®¢ 
|a| 6 b. �â¢¥à¦¤¥¨¥ ¯ãªâ   ) ¤®ª § ®. �â¢¥à¦¤¥¨¥ ¯ãªâ  ¡) ¤®ª §ë¢ ¥âáï
  «®£¨ç®.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯ãªâ  ¢) § ¬¥â¨¬ á ç « , çâ® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  a ¢ë-
¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® −|a| 6 a 6 |a|. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, â ª ª ª ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®¤ã«ï
¤«ï «î¡®£® ç¨á«  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® |a| > 0, â® ¯à¨ a > 0 ¨¬¥¥¬ −|a| 6 a
¨ a = |a|,   ¯à¨ a < 0 −|a| = a ¨ a 6 |a|.

�ª« ¤ë¢ ï â¥¯¥àì ¯®ç«¥® ¥à ¢¥áâ¢  −|a| 6 a 6 |a| ¨ −|b| 6 b 6 |b|,
¯®«ãç ¥¬ −(|a|+ |b|) 6 a+ b 6 |a|+ |b|, ®âªã¤  ¢¢¨¤ã ã¦¥ ¤®ª § ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
¯ãªâ   ) ¨ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ ¥à ¢¥áâ¢® |a + b| 6 |a|+ |b|. �â®à®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¨§
¯ãªâ  ¢) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯¥à¢®£® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¬¥¥¬

|a| = |(a− b) + b| 6 |a− b|+ |b|,

â ª çâ® |a| 6 |a−b|+|b|, ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® |a−b| > |a|−|b|. �à¥¤«®¦¥¨¥
¯®«®áâìî ¤®ª § ®. ¤

�á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.4, ¬®£¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ , á®¤¥à¦ é¨¥ § ª  ¡á®«îâ-
®© ¢¥«¨ç¨ë, ¬®¦® ¤®ª § âì á®¢¥àè¥® ä®à¬ «ì®. �®ª ¦¥¬,  ¯à¨¬¥à, çâ®
¤«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® |a + b + c| 6
|a|+ |b|+ |c|. � á¨«ã ¯¥à¢®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¨§ ¯ãªâ  ¢) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4 ¨¬¥¥¬

|a + b + c| = |(a + b) + c| 6 |a + b|+ |c| 6 (|a|+ |b|) + |c| = |a|+ |b|+ |c|.

� áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ®¤¨
�à¨¬¥à 1.2. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a ¨ b ¨¬¥¥â

¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® ||a| − |b|| 6 |a + b|.
�§ ¢â®à®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¨§ ¯ãªâ  ¢) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4 ¯®«ãç ¥¬

|a + b| = |a− (−b)| > |a| − | − b| = |a| − |b|.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® |a|− |b| 6 |a+ b|,   â ª ª ª |a+ b| = |b+a|,
â® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¥à ¢¥áâ¢® |b| − |a| 6 |a + b|, â. ¥. ¥à ¢¥áâ¢® −|a + b| 6 |a| − |b|.
�à¥¡ã¥¬®¥ ¥à ¢¥áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯®«ãç¥®£® ¤¢®©®£® ¥à ¢¥áâ¢ 

−|a + b| 6 |a| − |b| 6 |a + b|
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¢¢¨¤ã ¯ãªâ   ) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4. ¤
�ëè¥¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ á¢®©áâ¢  1) { 11) ¯®-¯à¥¦¥¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¨ ¤«ï æ¥«ëå,

¨ ¤«ï à æ¨® «ìëå, ¨ ¤«ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«. �®¯®«¨¢ ¨å á«¥¤ãîé¨¬¨ ¤¢ã¬ï
á¢®©áâ¢ ¬¨, ¬ë ¯®«ãç ¥¬,  ª®¥æ, ¨áª®¬ãî å à ªâ¥à¨§ æ¨î æ¥«ëå ç¨á¥«.

12) �«ï «î¡ëå ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ¨§ â®£®, çâ® a < b, á«¥¤ã¥â, çâ® a+1 6 b.
13) � «î¡®¬ ¥¯ãáâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« áãé¥áâ¢ã¥â

 ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«®.
�®¦® ¯®ª § âì, çâ® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ª®«ìæ®, ®¡« ¤ îé¥¥ ¤¢ã¬ï íâ¨¬¨ á¢®©-

áâ¢ ¬¨ ï¢«ï¥âáï (¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥, ãâ®ç¥¨î ª®â®à®£® §¤¥áì ¥ ¬¥áâ®)
¥¤¨áâ¢¥ë¬. �£® ¬ë ¨ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®«ìæ®¬ æ¥«ëå ç¨á¥«,   ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥
á¢®©áâ¢  1) | 13) ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª á¨áâ¥¬ã  ªá¨®¬, ®¯à¥¤¥«ïîéãî æ¥-
«ë¥ ç¨á« . �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ á¢®©áâ¢  æ¥«ëå ç¨á¥« ¬®¦® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ íâ¨å
âà¨ ¤æ â¨ á¢®©áâ¢. �®«®¦¨â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  âãà «ìë¬¨
ç¨á« ¬¨.

�¡áã¤¨¬ â¥¯¥àì ¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë  ªá¨®¬ ª®«ìæ  æ¥«ëå ç¨á¥«.
�¢®©áâ¢® 12)  §ë¢ îâ á¢®©áâ¢®¬ ¤¨áªà¥â®áâ¨ ã¯®àï¤®ç¥¨ï æ¥«ëå ç¨á¥«:

¢ëà ¦ ïáì á®¤¥à¦ â¥«ì®, ¢ ¥¬ £®¢®à¨âáï ® â®¬, çâ® ¬¥¦¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï æ¥-
«ë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¢¨¤  a ¨ a + 1 ¥â ¨ ®¤®£® æ¥«®£® ç¨á« . (�«ï à æ¨® «ìëå ¨
¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ã¦¥ ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï;  ¯à¨¬¥à, ¤«ï «î¡ëå
ç¨á¥« a ¨ b, £¤¥ a < b, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® a < (a + b)/2 < b.) �â¬¥â¨¬, çâ®
¨§ íâ®£® á¢®©áâ¢  á«¥¤ã¥â â ª¦¥, çâ® 1 ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå
æ¥«ëå ç¨á¥«: ¥á«¨ a > 0, â® a > 1. �¥«®¥ ç¨á«® 1 + 1, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ãîé¥¥
§  1, ¬ë ®¡®§ ç ¥¬ á¨¬¢®«®¬ 2, ç¨á«®, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ãîé¥¥ §  2, | á¨¬-
¢®«®¬ 3 ¨ â. ¤. �¯®á®¡ë ®¡®§ ç¥¨ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« ¡ã¤ãâ ¯®¤à®¡®
à áá¬®âà¥ë ¨¦¥ ¢ § 6.

�¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢®, «î¡®¥ ¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®â®à®£® ®¡« ¤ ¥â
 ¨¬¥ìè¨¬ í«¥¬¥â®¬, ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥  §ë¢ îâ ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥ë¬. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¢ á¢®©áâ¢¥ 13) ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå
ç¨á¥«, ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥ë¬. �®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, íâ® ®§ ç ¥â, çâ®
«î¡®¥ ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® A  âãà «ìëå ç¨á¥« á®¤¥à¦¨â â ª®© í«¥¬¥â a, çâ®
¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  x ¬®¦¥áâ¢  A ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® x > a.

�«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥« ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥ë¬
¥ ï¢«ï¥âáï, â. ª.,  ¯à¨¬¥à, ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®âà¨æ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« ¥ ¨¬¥¥â
 ¨¬¥ìè¥£® í«¥¬¥â : ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® a−1 <
a, ¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ a < 0, â® ¨ a− 1 < 0.

�§ á¢®©áâ¢  ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢   âãà «ìëå ç¨á¥« ¢ëâ¥-
ª ¥â â ª  §ë¢ ¥¬ë© ¯à¨æ¨¯ ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨. � ¬®¦¥â ¡ëâì
áä®à¬ã«¨à®¢  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.5. �ãáâì ¥ª®â®à®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ § ¢¨-
á¨â ®â ¯ à ¬¥âà  n, ¯à¨¨¬ îé¥£® ¢á¥  âãà «ìë¥ § ç¥¨ï (¡ã¤¥¬ § ¯¨áë-
¢ âì íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ P (n)). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

(i) �â¢¥à¦¤¥¨¥ P (1) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬.
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(ii) �«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  m ¨§ â®£®, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m) ï¢«ï-
¥âáï ¨áâ¨ë¬, á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m + 1) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨-
ë¬.

�®£¤  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬ ¤«ï «î¡®£® § ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà  n.
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (n) ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï

(i) ¨ (ii), ®, â¥¬ ¥ ¬¥¥¥, áãé¥áâ¢ã¥â  âãà «ì®¥ ç¨á«® a â ª®¥, çâ® P (a) ï¢-
«ï¥âáï «®¦ë¬. � ç¥ £®¢®àï, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® A ¢á¥å  âãà «ìëå
ç¨á¥« x, ¤«ï ª®â®àëå P (x) «®¦®, ¥ ï¢«ï¥âáï ¯ãáâë¬. �®íâ®¬ã ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®
á¢®©áâ¢®¬ 13) ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ A ¥áâì  ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â; ®¡®§ ç¨¬ ¥£® á¨¬¢®«®¬
x0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, £®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, ¨§ á¢®©áâ¢  13) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥
 âãà «ì®£® ç¨á«  x0 â ª®£®, çâ® P (x0) «®¦®, ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á« 
m, ¬¥ìè¥£®, ç¥¬ x0, P (m) ¨áâ¨®. �§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï (i) á«¥¤ã¥â, çâ® x0 > 1 ¨
¯®â®¬ã ç¨á«® m = x0 − 1 ¯®«®¦¨â¥«ì®, â. ¥. ï¢«ï¥âáï  âãà «ìë¬ ç¨á«®¬. � ª
ª ª m < x0, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m) ¤®«¦® ¡ëâì ¨áâ¨ë¬. �® â®£¤  ¢ á¨«ã ¯à¥¤¯®-
«®¦¥¨ï (ii) ¨áâ¨ë¬ ¤®«¦® ¡ëâì ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m + 1), â. ¥. ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
P (x0), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ç¨á«  x0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¥¯ã-
áâ®â¥ ¬®¦¥áâ¢  A ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î, ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¯à¨æ¨¯  ¯®«®©
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ ¤®ª §  . ¤

(�ë ¯®«ãç¨«¨ ¯à¨æ¨¯ ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ ª ª á«¥¤áâ¢¨¥ á¢®©-
áâ¢  ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢   âãà «ìëå ç¨á¥«. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨,
ª ª ¡ã¤ãâ ¯®ª § ® ¨¦¥, ¬®¦® ¤®ª § âì ¨ ®¡à â®¥, â. ¥. íâ¨ ¤¢  ®á®¢®¯®« £ -
îé¨å á¢®©áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« ï¢«ïîâáï à ¢®á¨«ìë¬¨.)

�ï¤ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ãâ¢¥à¦¤¥¨©, § ¢¨áïé¨å ®â  âãà «ì®£® ¯ à ¬¥âà  n,
¬®£ãâ «¨¡® ¥ ¨¬¥âì á¬ëá«  ¯à¨ ¥áª®«ìª¨å  ç «ìëå § ç¥¨ïå ¯ à ¬¥âà  ( -
¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬  ® áã¬¬¥ ¢ãâà¥¨å ã£«®¢ ¢ë¯ãª«®£® n-ã£®«ì¨ª ), «¨¡® ¡ëâì
«®¦ë¬¨ ¯à¨ ¥áª®«ìª¨å  ç «ìëå § ç¥¨ïå ¯ à ¬¥âà  ( ¯à¨¬¥à, ¥à ¢¥áâ¢®
2n > 2n + 1). � â ª¨å á«ãç ïå ã¤®¡¥¥ ¯®«ì§®¢ âìáï ¡®«¥¥ ®¡é¥© ä®à¬ã«¨à®¢ª®©
¯à¨æ¨¯  ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.6. �ãáâì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n) § ¢¨á¨â ®â ¯ à ¬¥âà  n,
¯à¨¨¬ îé¥£® ¢á¥  âãà «ìë¥ § ç¥¨ï, ¡®«ìè¨¥ ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£®
ç¨á«  k ¨«¨ à ¢ë¥ ç¨á«ã k. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

(i) �â¢¥à¦¤¥¨¥ P (k) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬.
(ii) �«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  m > k ¨§ â®£®, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m)

ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬, á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m + 1) ï¢«ï¥âáï ¨á-
â¨ë¬.

�®£¤  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬ ¤«ï «î¡®£® § ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà 
n > k.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.6 ¤®áâ â®ç® ¯à¨¬¥¨âì ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.5
ª ãâ¢¥à¦¤¥¨î P ′(n) = P (n + k − 1). ¤

�  ¯à¨æ¨¯¥ ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ ®á®¢  ¢¥áì¬  ¬®éë© ¬¥â®¤
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ãâ¢¥à¦¤¥¨© | ¬¥â®¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯® ¨¤ãª-
æ¨¨. � á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë áç¨â âì ¤®ª § ®© ¨áâ¨®áâì ¥ª®-
â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (n) ¯à¨ ¢á¥å § ç¥¨ïå  âãà «ì®£® ¯ à ¬¥âà  n, ¡®«ìè¨å
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¨«¨ à ¢ëå ¥ª®â®à®¬ã ä¨ªá¨à®¢ ®¬ã  âãà «ì®¬ã ç¨á«ã k (¢®§¬®¦®, k = 1),
¤®áâ â®ç® ¢ë¯®«¨âì á«¥¤ãîé¨¥ è £¨:

� £ 1. �à®¢¥à¨âì ¨áâ¨®áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (n) ¯à¨ n = k. (�â®â è £  §ë-
¢ ¥âáï ®á®¢ ¨¥¬ ¨«¨ ¡ §¨á®¬ ¨¤ãªæ¨¨.)

� £ 2. �à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«  m > k ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m)
ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬. (�â®â è £  §ë¢ ¥âáï ä®à¬ã«¨à®¢ª®© ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®-
«®¦¥¨ï.)

� £ 3. �®ª § âì, çâ® ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï, á¤¥« ®£®   ¢â®à®¬
è £¥, á«¥¤ã¥â ¨áâ¨®áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (m+1). (�â®â è £  §ë¢ ¥âáï ¨¤ãªâ¨¢-
ë¬ ¯¥à¥å®¤®¬.)

� áá¬®âà¨¬ ª®ªà¥âë© ¯à¨¬¥à â ª®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .
�à¨¬¥à 1.3. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 áã¬¬  ¢á¥å

æ¥«ëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® n à ¢  n(n + 1)
2 .

� £ 1. �à¨ n = 1 ãª §  ï áã¬¬  à ¢  1. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨ § ç¥¨¥ ¢ë-
à ¦¥¨ï n(n+1)/2 ¯à¨ n = 1 à ¢® 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ë à á¯®« £ ¥¬ ®á®¢ ¨¥¬
¨¤ãªæ¨¨.

� £ 2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  m > 1 ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¨áâ¨®, â. ¥.

1 + 2 + · · ·+ m = m(m + 1)
2

.
� £ 3. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤   è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¨áâ¨® ¨ ¤«ï ç¨á«  m + 1.

�¬¥¥¬

1 + 2 + · · ·+ (m + 1) = (1 + 2 + · · ·+ m) + (m + 1) =
m(m + 1)

2 + (m + 1) = m(m + 1) + 2(m + 1)
2 =

(m + 1)(m + 2)
2 = (m + 1)((m + 1) + 1)

2 .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, áã¬¬  ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® m + 1 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® á®¢¯ ¤ ¥â á®
§ ç¥¨¥¬ ¢ëà ¦¥¨ï n(n + 1)

2 ¯à¨ n = m + 1, ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ë¯®«¥.
� á¨«ã ¯à¨æ¨¯  ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ãâ¢¥à-

¦¤¥¨¥ ¬®¦® áç¨â âì ¤®ª § ë¬. ¤
� §ã¬¥¥âáï, á®¢á¥¬ ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¯à¨ ¯à®¢¥¤¥¨¨ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¤®ª § â¥«ì-

áâ¢   áâ®«ìª® ¯®¤à®¡® à á¯¨áë¢ âì ª ¦¤ë© è £. � áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ®¤¨
�à¨¬¥à 1.4. �®ª § âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« n > 3 ¢ë¯®«¥®

¥à ¢¥áâ¢® 2n > 2n + 1.
� ª ª ª 23 = 8 ¨ 2 · 3 + 1 = 7, ¯à¨ n = 3  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¨áâ¨®.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® m > 3 ¥à ¢¥áâ¢® 2m >

2m + 1 ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬. � ª ª ª 2m+1 = 2 · 2m, ã¬®¦¨¢   2 ®¡¥ ç áâ¨
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¥à ¢¥áâ¢  2m > 2m + 1, ¤ ®£®  ¬ ¨¤ãªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬, ¯®«ãç ¥¬
2m+1 > 2(2m + 1).

�¬¥¥¬ ¤ «¥¥ 2(2m + 1) = (2(m + 1) + 1) + (2m − 1), ¨ ¯®áª®«ìªã ¯à¨ m > 3
¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® 2m − 1 > 0, ®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ 2(2m + 1) > 2(m + 1) + 1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ 2m+1 > 2(m + 1) + 1, ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ë¯®«¥. �
á¨«ã ¯à¨æ¨¯  ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤

�®£¤  ¡ë¢ ¥â ã¤®¡® ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âì ¢ ¥áª®«ìª®
¨®© ä®à¬¥. �â  ä®à¬  ¨¤ãªæ¨¨ ®á®¢     ãâ¢¥à¦¤¥¨¨, ª®â®à®¥ ¬®¦®  -
§¢ âì ®á« ¡«¥ë¬ ¯à¨æ¨¯®¬ ¯®«®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ ¨ ª®â®à®¥ ä®à-
¬ã«¨àã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.7. �ãáâì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n) § ¢¨á¨â ®â ¯ à ¬¥âà  n,
¯à¨¨¬ îé¥£® ¢á¥  âãà «ìë¥ § ç¥¨ï, ¡®«ìè¨¥ ¨«¨ à ¢ë¥ ¥ª®â®à®¬ã  -
âãà «ì®¬ã ç¨á«ã k. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

(i) �â¢¥à¦¤¥¨¥ P (k) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬.
(ii) �«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  m > k ¨§ â®£®, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (x) ï¢-

«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬ ¤«ï ª ¦¤®£® ç¨á«  x, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¥à ¢¥áâ¢ ¬
k 6 x 6 m, á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (m + 1) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬.

�®£¤  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬ ¤«ï «î¡®£® § ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà 
n > k.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.7 ¬®¦® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.6, ¤®ª § ¢ ®á®¢ ë¬
  ¥¬ ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P ′(n), ®§ ç îé¥¥ ¨áâ¨-
®áâì P (x) ¤«ï ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥« x â ª¨å, çâ® k 6 x 6 n. ¤

�â® ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¢ë£«ï¤¨â ¡®«¥¥ á« ¡ë¬, ç¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.6, â ª ¢ ä®à¬ã-
«¨à®¢ª¥ ¯ãªâ  (ii) ¤«ï § ª«îç¥¨ï ®¡ ¨áâ¨®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (m+1) à §à¥è -
¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ®¡¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨
¯à¨æ¨¯  ¨¤ãªæ¨¨ à ¢®á¨«ìë, ¨ ¬ë á¥©ç á ¦¥ ã¡¥¤¨¬áï ¢ íâ®¬, ¤®ª § ¢, çâ®
¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.7 á«¥¤ã¥â á¢®©áâ¢® 13), ¨§ ª®â®à®£®,  ¯®¬¨¬, ¬ë
¢ë¢¥«¨ ¨áå®¤ë© ¯à¨æ¨¯ ¨¤ãªæ¨¨. �¥¬ á ¬ë¬ ¡ã¤¥â ¤®ª §   â ª¦¥ à ¢®á¨«ì-
®áâì ¯à¨æ¨¯  ¨¤ãªæ¨¨ ¨ á¢®©áâ¢  13) à ¢®á¨«ìë.

(�®á«¥¤ïï äà §  ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ  âà¥¡ã¥â ãâ®ç¥¨ï. � ¨¬¥®, ¯à¨
¢ë¢®¤¥ á¢®©áâ¢  ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«
¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.7 ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï (ï¢® ¨«¨ ¥ï¢®) ¨ â¥¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨ æ¥«ëå ç¨á¥«, ª®â®àë¥ ®á®¢ ë   ¯à¨ïâëå  ¬¨  ªá¨®¬ å 1) { 12).
�®íâ®¬ã â®ç ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ¢ëà ¦ ¥¬®£® íâ®© äà §®©, ¤®«¦ 
¨¬¥âì á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤: á¨áâ¥¬   ªá¨®¬ 1) { 13) à ¢®á¨«ì  á¨áâ¥¬¥, á®áâ®ïé¥© ¨§
 ªá¨®¬ 1) { 12) ¨ ¯à¨æ¨¯  ¨¤ãªæ¨¨, áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.7.)

�â ª, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¥ª®â®à®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® A ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯®«®¦¨-
â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« ¥ ¨¬¥¥â  ¨¬¥ìè¥£® í«¥¬¥â . �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.7,
¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  íâ® ¬®¦¥áâ¢® ¤®«¦® ¡ëâì ¯ãáâë¬, ¤®ª § ¢ â¥¬ á ¬ë¬,
çâ® á¢®©áâ¢® 13) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®. �«ï íâ®£® ¤®£®¢®à¨¬áï, çâ® P (n) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì
á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: " âãà «ì®¥ ç¨á«® n ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã A".

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® P (1) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¡ë ç¨á«® 1
¢å®¤¨«® ¡ë ¢ ¬®¦¥áâ¢® A, â® ®® ï¢¨«®áì ¡ë  ¨¬¥ìè¨¬ í«¥¬¥â®¬ íâ®£® ¬®¦¥-
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áâ¢ , â ª ª ª ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  12) ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ áà¥¤¨ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå
æ¥«ëå ç¨á¥«.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ç¨á«  m ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥ P (x) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬ ¤«ï ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« x, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å
ç¨á«  m. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  x 6 m á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® x ¥ ¢å®¤¨â ¢
¬®¦¥áâ¢® A. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ¨ ç¨á«® m + 1 ¥ ¢å®¤¨â ¢ ¬®¦¥áâ¢® A.

�ãáâì,  ¯à®â¨¢ m + 1 ¢å®¤¨â ¢ A. � ª ª ª ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ A ¥â  ¨¬¥ì-
è¥£® í«¥¬¥â , ¤®«¦®  ©â¨áì  âãà «ì®¥ ç¨á«® x, ¯à¨ ¤«¥¦ é¥¥ ¬®¦¥áâ¢ã
A ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢ã x < m + 1. �® â®£¤  ¨§ á¢®©áâ¢  12) á«¥¤ã¥â,
çâ® x 6 m, ¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¨¤ãªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¤®ª §   ¨áâ¨®áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (m + 1), ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ë-
¯®«¥. �ë¢®¤¨¬®áâì á¢®©áâ¢  13) ¨§ ®á« ¡«¥®£® ¯à¨æ¨¯  ¨¤ãªæ¨¨ ¤®ª §  .
�â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¬ë ¯à®¤¥¬®áâà¨à®¢ «¨ ¥é¥ ®¤¨ á¯®á®¡ ¨¤ãªâ¨¢®£®
¤®ª § â¥«ìáâ¢  (®á®¢ ë©   ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.7). ¤

� àï¤¥ á«ãç ¥¢ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® ¥ª®â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n)
á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« n, ¬®¦® ¢¬¥áâ® ¨¤ãªâ¨¢®£® à á-
áã¦¤¥¨ï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¬¥â®¤®¬ ¡¥áª®¥ç®£® á¯ãáª , ª®â®àë© ¯à¨¤ã¬ « �ì¥à
�¥à¬ . �â®â ¬¥â®¤ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¨áâ¨®áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨ï P (n) áç¨â -
¥âáï ãáâ ®¢«¥®©, ¥á«¨ ¨§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ® â®¬, çâ® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «®¦® ¤«ï
¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  a, ¬®¦® ¤®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â  âãà «ì®¥
ç¨á«® b, ¬¥ìè¥¥, ç¥¬ a, ¤«ï ª®â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ P (n) â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï «®¦ë¬.

�«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¬¥â®¤  ¡¥áª®¥ç®£® á¯ãáª   ¯®¬¨¬, çâ® ç¨á«®¢®© ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî  §ë¢ ¥âáï äãªæ¨ï f(n), ¯à¨¨¬ îé ï ç¨á«®¢ë¥ § ç¥¨ï
¨ ®¯à¥¤¥«¥ ï «¨¡®   ¬®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥«, «¨¡®   ¬®¦¥áâ¢¥
¢á¥å â¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« n, ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã n 6 m (£¤¥
m | ¥ª®â®à®¥ ä¨ªá¨à®¢ ®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®). � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì f(n)  §ë¢ ¥âáï ¡¥áª®¥ç®©,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ | ª®¥ç®©. � ç¥¨ï
íâ®© äãªæ¨¨  §ë¢ îâáï í«¥¬¥â ¬¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨, ¨ ¤«ï ¨å ®¡®§ ç¥¨ï
¢¬¥áâ® f(n) ¨á¯®«ì§ã¥âáï á¨¬¢®« an,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì § ¯¨áë¢ ¥âáï «¨¡® ¢
¢¨¤¥ a1, a2, a3, . . . (¥á«¨ ®  ¡¥áª®¥ç ), «¨¡® ¢ ¢¨¤¥ a1, a2, a3, . . . , am (¥á«¨ ® 
ª®¥ç ; ç¨á«® m  §ë¢ îâ ç¨á«®¬ í«¥¬¥â®¢ â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨).

�¥áª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì a1, a2, a3, . . .  §ë¢ ¥âáï ã¡ë¢ îé¥©, ¥á«¨
¤«ï «î¡®£® n ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® an > an+1; ª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
a1, a2, a3, . . . , am  §ë¢ ¥âáï ã¡ë¢ îé¥©, ¥á«¨ íâ® ¥à ¢¥áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï
¢á¥å n = 1, 2, . . . , m − 1. �¥â®¤ ¡¥áª®¥ç®£® á¯ãáª  ®á®¢    â®¬ ä ªâ¥, çâ®
¡¥áª®¥çëå ã¡ë¢ îé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©  âãà «ìëå ç¨á¥« ¥ áãé¥áâ¢ã¥â.
� ¨¬¥®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.8. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

a1, a2, a3, . . . , am

 âãà «ìëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ã¡ë¢ îé¥©, â® m 6 a1.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã n = a1. �ãáâì n = 1. � ª ª ª
1 ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬  âãà «ìë¬ ç¨á«®¬,  âãà «ì®£® ç¨á«  a2 â ª®£®, çâ®
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a2 < a1, ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ m = 1, ¨  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® n > 1 ¨ çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£®
ç¨á«  k < n ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥àë¬: ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢
«î¡®© ã¡ë¢ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¯¥à¢ë© ç«¥ ª®â®à®©
à ¢¥ k, ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â k. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ¤«ï ã¡ë¢ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
a1, a2, a3, . . . , am, ã ª®â®à®© a1 = n á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢® m 6 n. � áá¬®âà¨¬
¤«ï íâ®£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì a2, a3, . . . , am, ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ª®â®à®© à ¢® m−1.
� ª ª ª ç¨á«® k = a2 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã k < n, ¯® ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤¯®«®-
¦¥¨î ¨¬¥¥¬ m−1 6 k,   â ª ª ª k+1 6 n, ®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ m 6 n. �¤ãªâ¨¢ë©
¯¥à¥å®¤ ¢ë¯®«¥, ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.8 ¤®ª § ®. ¤

� § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ®¡áã¤¨¬ ¢®¯à®á ®¡ ®¡à â¨¬®áâ¨ ®¯¥à æ¨¨
ã¬®¦¥¨ï ¢ ª®«ìæ¥ æ¥«ëå ç¨á¥«, â. ¥. ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï
¢¨¤  ax = b.

�§¢¥áâ®, çâ® ¥á«¨ a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ à æ¨® «ìë¥ ¨«¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥
ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ a 6= 0, â® ãª § ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥. �®íâ®¬ã
ª ¦¤®¥ ¨§ ª®«¥æ Q à æ¨® «ìëå ç¨á¥« ¨ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬
¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥£® ®¡é¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï: ¥ã«¥¢®¥ ª®«ìæ® K  §ë¢ ¥âáï ¯®«¥¬,
¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b íâ®£® ª®«ìæ , £¤¥ a 6= 0, ãà ¢¥¨¥ ax = b ¨¬¥¥â ¢
K å®âï ¡ë ®¤® (¨ ¬®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¢ â®ç®áâ¨ ®¤®) à¥è¥¨¥.

� ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®«ï ¬®¦® ¯®¤®©â¨ ¥áª®«ìª® ¨ ç¥. �á«¨ ª®«ìæ® K ï¢«ï-
¥âáï ¯®«¥¬, â® ¤«ï «î¡®£® ¥£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  a ãà ¢¥¨¥ ax = 1 ¤®«¦®
¨¬¥âì à¥è¥¨¥ ¢ K, ¨ ¯®â®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â c, çâ® ac = 1. �â®â (®¤-
®§ ç® ®¯à¥¤¥«¥ë©) í«¥¬¥â  §ë¢ îâ ®¡à âë¬ ª í«¥¬¥âã a ¨ ®¡®§ ç îâ
ç¥à¥§ a−1. �«¥¬¥â a ª®«ìæ  K  §ë¢ îâ ®¡à â¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ¥£® áãé¥áâ¢ã¥â
®¡à âë© í«¥¬¥â. �ë â®«ìª® çâ® ¯®ª § «¨, çâ® ¥á«¨ ª®«ìæ® K ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬, â®
ª ¦¤ë© ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â ¨§ K ®¡à â¨¬. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â-
®¥: ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â ª®«ìæ  K ®¡à â¨¬, â® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ãà ¢¥-
¨¥ ax = b, £¤¥ a 6= 0 ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ x = ba−1, ¨ ¯®â®¬ã ª®«ìæ® K ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«¥ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì, ª ª ¥ã«¥¢®¥ ª®«ìæ®, «î¡®© ¥ã«¥¢®©
í«¥¬¥â ª®â®à®£® ®¡à â¨¬.

�ëè¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  ª®«ìæ  ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ áâ¥¯¥¨ á
¯à®¨§¢®«ìë¬ ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬. �«ï ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢
¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®ïâ¨¥ áâ¥¯¥¨ ¨ á ®âà¨æ â¥«ìë¬ æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬. � ¨¬¥®,
¥á«¨ a | ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â ª®«ìæ  K ¨ n | ®âà¨æ â¥«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, ¯®« £ ¥¬
¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î an = (a−1)−n (§ ç¥¨¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢ 
¨¬¥¥â ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ë© á¬ëá«, â ª ª ª ç¨á«® −n ¯®«®¦¨â¥«ì®). � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, ¤«ï ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  ¬®¦® £®¢®à¨âì ® áâ¥¯¥¨ á ¯à®¨§¢®«ìë¬
æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬. �§  è¨å ®¯à¥¤¥«¥¨© «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®
®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥â  a ª®«ìæ  K ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« m ¨ n ®¡ëçë¥
á¢®©áâ¢  áâ¥¯¥¨ am+n = am · an ¨ (am)n = amn ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨. �à®¬¥
â®£®, ¤«ï «î¡ëå ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ª®«ìæ  K ¨ ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  m
¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (ab)m = am ·bm. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¨âì à §ã¬ë¬ ®¡-
à §®¬ (â. ¥. â ª, çâ®¡ë ¢ë¯®«ï«¨áì ãª § ë¥ á¢®©áâ¢ ) áâ¥¯¥ì á ®âà¨æ â¥«ìë¬
æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬ ¥®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥â  ª®«ìæ  ¥¢®§¬®¦®.

�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ª®«ìæ® K ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬, ¬ë ¬®¦¥¬ £®-
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¢®à¨âì ® áâ¥¯¥¨ á ¯à®¨§¢®«ìë¬ æ¥«ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬ «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â 
¨§ K. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®«¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«®áâë¬ ª®«ìæ®¬. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¤«ï í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¤ ®£® ¯®«ï ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ab = 0 ¨
í«¥¬¥â a ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, â® ¯®á«¥ ã¬®¦¥¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥©   a−1  è¥ à ¢¥áâ¢®
¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ b = 0.

� ¬ å®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ª®«ìæ® Z æ¥«ëå ç¨á¥« ¯®«¥¬ ¥ ï¢«ï¥âáï, â ª ª ª
¤ «¥ª® ¥ ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï ax = b ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬
ç¨á«®¬. �¥¯¥àì, ª®£¤  ã  á ¥áâì â®ç®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¬ë ¬®¦¥¬ ¤ âì
íâ®¬ã áâà®£®¥ ®¡®á®¢ ¨¥.

�®ª ¦¥¬,  ¯à¨¬¥à, çâ® ãà ¢¥¨¥ 2x = 1 ¥ ¨¬¥¥â æ¥«ëå à¥è¥¨©. �ãáâì,
 ¯à®â¨¢, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® c, çâ® 2c = 1. �®£¤  c 6= 0, ¨ ¯®â®¬ã (¢
á¨«ã ãá«®¢¨ï 12)) |c| > 1. �¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢    ¯®«®¦¨â¥«ì-
®¥ ç¨á«® 2, ¯®«ãç ¥¬ 2|c| > 2, ®âªã¤  ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® 2 > 1, ¨¬¥¥¬ 2|c| > 1. �
¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ à ¢¥áâ¢  2c = 1 á«¥¤ã¥â, çâ® 2|c| = 1 . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¯®-
«®¦¥¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ æ¥«®£® à¥è¥¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ãà ¢¥¨ï ¯à¨¢®¤¨â
ª ¥à ¢¥áâ¢ã 1 > 1, ¯à®â¨¢®à¥ç é¥¬ã  â¨à¥ä«¥ªá¨¢®áâ¨ ®â®è¥¨ï ¯®àï¤ª 
( ªá¨®¬  7)).

� ¯®¬®éìî   «®£¨çëå à ááã¦¤¥¨© ¬®¦® ¤®ª §ë¢ âì ¥à §à¥è¨¬®áâì ¢
ª®«ìæ¥ æ¥«ëå ç¨á¥« ¨ ¤àã£¨å ãà ¢¥¨© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¢¨¤ . � §ã¬¥¥âáï, à¥çì
§¤¥áì ¨¤¥â «¨èì ® â®¬, çâ® ¬ë à á¯®« £ ¥¬ ¯à¨æ¨¯¨ «ì®© ¢®§¬®¦®áâìî ®¡®á®-
¢ âì «î¡®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®¤®¡®£® â¨¯ , ª®â®à®¥ ª ¦¥âáï  ¬ ¨âã¨â¨¢® ¢¥àë¬.
�à¨ íâ®¬, ª ª ¨ ¢ £¥®¬¥âà¨¨, á®¢á¥¬ ¥®¡ï§ â¥«ì® ¤®¢®¤¨âì à ááã¦¤¥¨¥ ¤® ááë-
«®ª    ªá¨®¬ë,   ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ã¦¥ ¤®ª § ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï. � ¯à¨¬¥à,
¥à §à¥è¨¬®áâì ãà ¢¥¨ï 2x = 3 á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ , áâ®¨â «¨èì
§ ¬¥¨âì ¥£® à ¢®á¨«ìë¬ ãà ¢¥¨¥¬ 2(x− 1) = 1.

�â ª, ª ª ¬ë â®«ìª® çâ® ¢¨¤¥«¨, ®¯¥à æ¨ï ã¬®¦¥¨ï ¢ ª®«ìæ¥ æ¥«ëå ç¨-
á¥« ¥®¡à â¨¬ . � â® ¢§ ¬¥ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢¥áì¬  á®¤¥à¦ â¥«ìãî ¨ ¨â¥à¥áãî
â¥®à¨î ¤¥«¨¬®áâ¨, ª ¨§«®¦¥¨î ª®â®à®© ¬ë ¯à¨áâã¯ ¥¬ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥.

������ � ��������� 1
1.1. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  ¨¬¥îâ

¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  a2 − b2 = (a − b)(a + b), a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2) ¨ a3 + b3 =
(a + b)(a2 − ab + b2).

1.2. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ¨ c ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc.

1.3. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ¨ c ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

a3 + b3 + c3 = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc) + 3abc.

1.4. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  ¨ ¯à®¨§-
¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 2 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + · · ·+ abn−2 + bn−1).
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1.5. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  ¨ ¯à®¨§-
¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

a2n+1 + b2n+1 = (a + b)(a2n − a2n−1b + a2n−2b2 − a2n−3b3 + · · ·
+ a2b2n−2 − ab2n−1 + b2n).

1.6. �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« n ¨ k, £¤¥ n > 1 ¨ 0 6 k 6 n ®¯à¥¤¥«¨¬
¯® ¨¤ãªæ¨¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  Ck

n á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
(i) ¯à¨ n = 1 ¯®« £ ¥¬ C0

1 = C1
1 = 1;

(ii) ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® n > 1 ¨ ¢á¥å k, 0 6 k 6 n, ç¨á«  Ck
n ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥ë,

¯®« £ ¥¬ ¤«ï k = 0 ¨ k = n + 1 C0
n+1 = Cn+1

n+1 = 1,   ¤«ï 1 6 k 6 n ¯®« £ ¥¬
Ck

n+1 = Ck−1
n + Ck

n.
 ) �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« n ¨ k, £¤¥ n > 1 ¨ 1 6 k 6 n

¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® Ck
n = n(n−1)(n−2)···(n−k+1)

k! . (�¤¥áì k! (ç¨â ¥âáï k-ä ªâ®à¨ «)
®¡®§ ç ¥â ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® k.)

¡) �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  ¨ ¯à®¨§-
¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

(a + b)n = C0
nan + C1

nan−1b + C2
nan−2b2 + · · ·+ Cn−1

n abn−1 + Cn
nbn.

(�â® à ¢¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï ä®à¬ã«®© ¡¨®¬  �ìîâ® ,   ç¨á«  Ck
n  §ë¢ îâáï

¡¨®¬¨ «ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.)
1.7. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a ¨ b ¢ë¯®«¥® ¥à -

¢¥áâ¢® a2 + ab + b2 > 0. �à¨ íâ®¬ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  a = b = 0.

1.8. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¢ë¯®«¥® ¥à -
¢¥áâ¢® a2 + b2 + c2 > ab + ac + bc. �à¨ íâ®¬ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  a = b = c.

1.9. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¢ë¯®«¥® ¥à -
¢¥áâ¢® a2 + b2 + c2 + 3 > 2(a + b + c). �à¨ íâ®¬ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a = b = c = 1.

1.10. �®ª § âì, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¯¥à¢ëå n  âãà «ìëå ç¨á¥« á®¢¯ ¤ ¥â
á ç¨á«®¬ n(n + 1)(2n + 1)

6 .
1.11. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-

áâ¢® 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(2n− 1)(2n + 1)
3 .

1.12. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢®

12 − 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1 n(n + 1)
2 .

1.13. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢® 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = n2(n + 1)2

4 .
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1.14. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢® 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n · (n + 1) = n(n + 1)(n + 2)

3 .

1.15. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢® 1 · 4 + 2 · 7 + · · ·+ n · (3n + 1) = n(n + 1)2.

1.16. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢®

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · ·+ n · (n + 1) · (n + 2) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
4 .

1.17. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢®

1
1 · 3 + 1

3 · 5 + · · ·+ 1
(2n− 1) · (2n + 1) = n

(2n + 1) .

1.18. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢®

12

1 · 3 + 22

3 · 5 + · · ·+ n2

(2n− 1) · (2n + 1) = n(n + 1)
2(2n + 1) .

1.19. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢®

1
1 · 4 + 1

4 · 7 + · · ·+ 1
(3n− 2) · (3n + 1) = n

(3n + 1) .

1.20. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥-
áâ¢®

1
1 · 5 + 1

5 · 9 + · · ·+ 1
(4n− 3) · (4n + 1) = n

(4n + 1) .

1.21. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢®

1
n + 1 + 1

n + 2 + · · ·+ 1
2n

>
13
24 .

1.22. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢®

1
n + 1 + 1

n + 2 + · · ·+ 1
3n + 1 > 1.

1.23. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢®

4n

n + 1 <
(2n)!
(n!)2 .

1.24. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 4 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢® 2n > n2.

1.25. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 10 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢® 2n > n3.
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1.26. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢®

(
2− 1

n

)n

> n.

1.27. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢® 1

22 + 1
32 + · · ·+ 1

n2 < 1.
1.28. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -

¢¥áâ¢® 1√
1

+ 1√
2

+ · · ·+ 1√
n

>
√

n.

1.29. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 2 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à -
¢¥áâ¢® (n!)2 > nn.

1.30. �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ç¨á¥«, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï
áã¬¬®© ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«, â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå æ¥«ëå
ç¨á¥«.

1.31. �®ª § âì, çâ® ª¢ ¤à â áã¬¬ë ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå ¥ã«¥¢ëå à §«¨çëå æ¥-
«ëå ç¨á¥« â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥«.

1.32. �ãáâì æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b â ª®¢ë, çâ® ab = 1. �®ª § âì, çâ® «¨¡® a = b = 1,
«¨¡® a = b = −1.

1.33. � ©â¨ ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  a, ¤«ï ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«®¥ ç¨á«® x, ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¥¥ à ¢¥áâ¢ã (a + 1)x = a.

1.34. � ©â¨ ¢á¥ ¯ àë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ç¨á¥«, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï
ª¢ ¤à â®¬ æ¥«®£® ç¨á« .

1.35. �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ç¥âëà¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«,
á«®¦¥®¥ á ¥¤¨¨æ¥©, ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .
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§ 2. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢ 
®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«

� ç¥¬ áà §ã á ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«. �ã¤¥¬ £®¢®-
à¨âì, çâ® æ¥«®¥ ç¨á«® a ¤¥«¨â æ¥«®¥ ç¨á«® b ¨ á¨¬¢®«¨ç¥áª¨ § ¯¨áë¢ âì íâ® ¢ ¢¨¤¥
a |b, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® c, çâ® ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® b = ac. � íâ®¬
á«ãç ¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì â ª¦¥, çâ® ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  b, ¨«¨
çâ® ç¨á«® b ¤¥«¨âáï   a, ¨«¨ çâ® ç¨á«® b ªà â® ç¨á«ã a.

� ¯à¨¬¥à, 2 | 6, â ª ª ª 6 = 2 · 3. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ ª®æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®
¯ à £à ä  ä ªâ¨ç¥áª¨ ¯®ª § ®, çâ® ç¨á«® 2 ¥ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  1, â. ¥.
2 -1.

�à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§
®¯à¥¤¥«¥¨ï, á®¡à ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.1. �â®è¥¨¥ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãî-
é¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) � ¦¤®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ á ¬®£® á¥¡ï, â. ¥. a |a.
2) �á«¨ a |b ¨ b |c, â® a |c.
3) �á«¨ a |b ¨ a |c, â® a |(b + c).
4) �á«¨ a |b, â® a |(bc) ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  c.
5) �á«¨ ac |bc ¨ c 6= 0, â® a |b.
6) �¨á«® 0 ¤¥«¨âáï   «î¡®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®.
7) �à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¤¥«¨âáï   0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

a = 0.
8) �î¡®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® ¤¥«¨âáï   1.
9) �á«¨ a |b ¨ b 6= 0, â® |a| 6 |b|.
10) �¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b ®¤®¢à¥¬¥® ¤¥«ïâáï ¤àã£   ¤àã£  â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  |a| = |b|.
11) �à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ 1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  |a| = 1.
�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¥ª®â®àëå ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå á¢®©áâ¢ ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤ . � á -

¬®¬ ¤¥«¥, á¢®©áâ¢® 1) (à ¢®, ª ª ¨ á¢®©áâ¢® 8)) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ à ¢¥áâ¢  a = a · 1.
�á«¨ a |b ¨ b |c, â®, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬, ¤«ï ¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« x ¨
y ¤®«¦ë ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢  b = ax ¨ c = by. � ª ª ª â®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à -
¢¥áâ¢® c = a(xy) (¨ ç¨á«® xy æ¥«®¥), ¨¬¥¥¬ a |c, ¨ á¢®©áâ¢® 2) ¤®ª § ®. �¢®©áâ¢ 
3) ¨ 4) ¤®ª §ë¢ îâáï   «®£¨ç®.

�®ª ¦¥¬ á¢®©áâ¢® 5). �á«¨ ac | bc, â® ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  x ¨¬¥¥¬
bc = (ac)x, ®âªã¤  ¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï   c ( 6= 0) ¯®«ãç ¥¬ b = ax, â. ¥. a |b.

�¢®©áâ¢® 6) á«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ à ¢¥áâ¢  0 = a · 0. �á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«®
a ¤¥«¨âáï   0, â® ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  x ¬ë ¤®«¦ë ¨¬¥âì a = 0 · x,
®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® a = 0. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ á¢®©áâ¢¥ 6), ¨,
â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ® ¨ á¢®©áâ¢® 7).

(�®à¬ã«¨à®¢ª  á¢®©áâ¢  7) ç áâ® ¢®á¯à¨¨¬ ¥âáï á ¥¤®ã¬¥¨¥¬,  à£ã¬¥-
â¨à®¢ ë¬ â¥¬ å®à®è® ãá¢®¥ë¬ ¯à ¢¨«®¬, çâ® "  ã«ì ¤¥«¨âì ¥«ì§ï". �®
¢ íâ®¬ ¯à ¢¨«¥ à¥çì ¨¤¥â ®¡ ®¯¥à æ¨¨ ¤¥«¥¨ï ç¨á«  a   ç¨á«® b, à¥§ã«ìâ â®¬
ª®â®à®© ¤®«¦® ¡ëâì â ª®¥ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ç¨á«® c, çâ® a = bc. �á«¨
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b = 0, â® ¯à¨ a 6= 0 â ª®£® ç¨á«  ¥ áãé¥áâ¢ã¥â,   ¯à¨ a = 0 ¢ ª ç¥áâ¢¥ c ¬®¦¥â
¡ëâì ¢§ïâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«®, â. ¥. ¯®â¥àï  ®¤®§ ç®áâì à¥§ã«ìâ â  ®¯¥à æ¨¨.
�âáî¤  | ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥®¥ ¯à ¢¨«®. �ë ¦¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ®â®è¥¨¥ ¬¥¦¤ã
¤¢ã¬ï ç¨á« ¬¨; ®® ¬®¦¥â ¡ëâì «¨¡® ¨áâ¨ë¬, «¨¡® «®¦ë¬, ¨ ¢ á¢®©áâ¢ å 6)
¨ 7) áä®à¬ã«¨à®¢ ë ãá«®¢¨ï ¥£® ¨áâ¨®áâ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ®¤® ¨§ íâ¨å ç¨á¥«
à ¢® 0.)

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì á¢®©áâ¢® 9). �ãáâì a | b, â. ¥. b = ax ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£®
ç¨á«  x. �á«¨ b 6= 0, â® ¨ x 6= 0, ¨ ¯®â®¬ã |x| > 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, |b| = |a| · |x| > |a|,
çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�§ à ¢¥áâ¢  |a| = |b| ¢ á¢®©áâ¢¥ 10) á«¥¤ã¥â, çâ® a = ±b, ¨ ¯®â®¬ã ç¨á«  a ¨
b ¤¥«ïâáï ¤àã£   ¤àã£ . �¡à â®, ¥á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   ¤àã£®¥ ¨
®¤® ¨§ ¨å à ¢® 0, â® ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  7) ¨ ¤àã£®¥ ¤®«¦® ¡ëâì à ¢ë¬ 0, â ª çâ®
à ¢¥áâ¢® |a| = |b| ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®. �á«¨ ¦¥ ®¡  ®¨ ®â«¨çë ®â 0, â® ¨§
á¢®©áâ¢  9) á«¥¤ãîâ ¥à ¢¥áâ¢  |a| 6 |b| ¨ |b| 6 |a|, ®âªã¤  á®¢  ¨¬¥¥¬ |a| = |b|, ¨
á¢®©áâ¢® 10) ¤®ª § ®. � ª®¥æ, á¢®©áâ¢® 11) á«¥¤ã¥â ¨§ á¢®©áâ¢ 8) ¨ 10). ¤

�¯¨à ïáì «¨èì   ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2.1 á¢®©áâ¢ , ¬®¦® ã¦¥
à¥è âì ¬®£¨¥ § ¤ ç¨ ® ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«. �¥è¨¬,  ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîéãî
§ ¤ çã:

�à¨¬¥à 2.1. � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  a, ¤«ï ª®â®àëå ç¨á«® a2 + 1
¤¥«¨âáï   ç¨á«® a + 1.

� ª ª ª a2 + 1 = (a2 − 1) + 2 = (a + 1)(a− 1) + 2, ¨§ á¢®©áâ¢  3) ¯à¥¤«®¦¥¨ï
2.1 á«¥¤ã¥â, çâ® (a + 1) | (a2 + 1) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (a + 1) | 2. � á¢®î
®ç¥à¥¤ì, ¨§ á¢®©áâ¢  9) á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ (a + 1) | 2, â® |a + 1| 6 2, ¨ â ª ª ª
a + 1 6= 0, â® «¨¡® |a + 1| = 1, «¨¡® |a + 1| = 2. � ç¨â, ¥á«¨ (a + 1) | (a2 + 1),
â® «¨¡® a + 1 = ±1, «¨¡® a + 1 = ±2, ¨ ¯®â®¬ã a á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ç¥âëà¥å
ç¨á¥« −3,−2, 0, 1. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å
§ ç¥¨© a âà¥¡ã¥¬ ï ¤¥«¨¬®áâì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®. ¤

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ¢ë¢®¤¨âáï ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ç áâ® ¯à¨-
¬¥ï¥¬®¥ á¢®©áâ¢®:

�á«¨ áã¬¬  ¤¢ãå ç¨á¥« b ¨ c ¤¥«¨âáï   ç¨á«® a ¨ ®¤® ¨§ á« £ ¥¬ëå ¤¥«¨âáï
  íâ® ç¨á«®, â® ¨ ¤àã£®¥ á« £ ¥¬®¥ ¤¥«¨âáï   ç¨á«® a.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ a | (b + c) ¨ a | b, â® ¢¢¨¤ã á¢®©áâ¢  4) ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  −b = b · (−1), ¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  3) a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬
ç¨á«  c = (−b) + (b + c). ¤

�®«¥¥ £«ã¡®ª¨¥ á¢®©áâ¢  ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ®á®¢ ë   á«¥¤ãîé¥¬ ¢ ¦-
®¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨, ª®â®à®¥  §ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬®© ® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬.

�¥®à¥¬  2.1. �«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b, £¤¥ b > 0, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-
áâ¢¥ ï ¯ à  æ¥«ëå ç¨á¥« q ¨ r, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

a = bq + r (1)

¨ ¤¢®©®¥ ¥à ¢¥áâ¢® 0 6 r < b.
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�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¯¥à¥©â¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã íâ®© â¥®à¥¬ë, ¯à®ïá¨¬ ¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨ï ¨ ¤®£®¢®à¨¬áï ® â¥à¬¨®«®£¨¨.

�¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï ¤ ëå ä¨ªá¨à®¢ ëå ç¨á¥« a ¨ b áãé¥áâ¢ã¥â
¬®£® à §«¨çëå ¯ à ç¨á¥« q ¨ r, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® ¢¨¤  (1).
� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ a = 7 ¨ b = 3, â® ¬®¦® § ¯¨á âì, çâ® 7 = 3·1+4, ¨«¨ 7 = 3·(−2)+13,
¨«¨ 7 = 3 · 2 + 1, ¨«¨ 7 = 3 · 5 + (−8) ¨ â. ¤. �® «¨èì ¢ ®¤®© ¨§ íâ¨å ¯ à (  ¨¬¥®,
2 ¨ 1) ç¨á«® r ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¨ ¥à ¢¥áâ¢ã ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë 2.1. �¬ëá«
â¥®à¥¬ë 2.1 ¨ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® áà¥¤¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥¨©
¤ ®£® ç¨á«  a ¢ ¢¨¤¥ (1) (¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ ç¨á«¥ b) ®¡ï§ â¥«ì®  ©¤¥âáï
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥, ¢ ª®â®à®¬ ç¨á«® r ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãª § ë¬ ¥à ¢¥áâ¢ ¬, ¨ çâ®
â ª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬. � íâ®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ç¨á«® r  §ë-
¢ ¥âáï ®áâ âª®¬ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨ a   b,   q | ¥¯®«ë¬ ç áâë¬ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨ a
  b.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.1  ç¥¬ á ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ® ¥¤¨-
áâ¢¥®áâ¨ ¯ àë ç¨á¥« q ¨ r, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¤¢¥ ¯ àë æ¥«ëå ç¨á¥« q1, r1 ¨ q2, r2, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, â. ¥. ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

a = bq1 + r1 ¨ a = bq2 + r2

¨ ¥à ¢¥áâ¢ 
0 6 r1 < b ¨ 0 6 r2 < b.

�ëç¨â ï ¯®ç«¥® ¨§ ¯¥à¢®£® à ¢¥áâ¢  ¢â®à®¥, ¯®á«¥ ®ç¥¢¨¤ëå ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨© ¯®«ãç¨¬ b(q1 − q2) = r2 − r1. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ç¨á«® b ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨-
â¥«¥¬ ç¨á«  r2 − r1, ¨ ¯®â®¬ã ¥á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® r2 − r1 6= 0, ¨§ ¯ãªâ  8)
¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì, çâ® b 6 |r2 − r1|. �® íâ®£® ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì, ¯®-
áª®«ìªã áª« ¤ë¢ ï ¯®ç«¥® ¥à ¢¥áâ¢  0 6 r2 < b ¨ −b < −r1 6 0, ¯®«ãç¨¬
¥à ¢¥áâ¢® −b < r2 − r1 < b, ª®â®à®¥ ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4 à ¢®á¨«ì® ¥à -
¢¥áâ¢ã |r2 − r1| < b. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® â®¬, çâ® r2 − r1 6= 0, ¯à¨-
¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î, ¨ ¯®â®¬ã ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® r1 = r2. �¥¯¥àì à ¢¥áâ¢®
b(q1 − q2) = r2 − r1 ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ b(q1 − q2) = 0, ¨ â ª ª ª b > 0, ¬ë § ª«îç ¥¬,
çâ® q1 − q2 = 0, â. ¥. q1 = q2.

�â ª, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¬®¦¥â áãé¥áâ¢®¢ âì ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ¯ àë æ¥«ëå ç¨á¥«
q ¨ r, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® å®âï ¡ë ®¤ 
â ª ï ¯ à  áãé¥áâ¢ã¥â.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ A ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¥®âà¨æ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«, ¨¬¥îé¨å
¢¨¤ a − bx, £¤¥ x | æ¥«®¥ ç¨á«®. � ¬¥â¨¬, çâ® íâ® ¬®¦¥áâ¢® ¥¯ãáâ®. � á ¬®¬
¤¥«¥, ¥á«¨ ç¨á«® a ¥®âà¨æ â¥«ì®, â® ®® ¢å®¤¨â ¢ ¬®¦¥áâ¢® A, ¯®áª®«ìªã ¬®¦¥â
¡ëâì § ¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥ a − bx ¯à¨ x = 0. �á«¨ ¦¥ a < 0, â® ¢ á¨«ã â®£®, çâ® b > 1,
ç¨á«® a(1 − b) ¥®âà¨æ â¥«ì®. � ª ª ª a(1 − b) = a − ba, ®® ¨¬¥¥â âà¥¡ã¥¬ë©
¢¨¤ (¯à¨ x = a) ¨ ¯®â®¬ã ¢å®¤¨â ¢ A. � ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ A ¥áâì
 ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ç¨á«® 0 ¯à¨ ¤«¥¦¨â íâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã,
â® ®® ¨ ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, ¥£®  ¨¬¥ìè¨¬ í«¥¬¥â®¬. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ A á®-
áâ®¨â «¨èì ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«, ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¢ ¥¬  ¨¬¥ìè¥£®
í«¥¬¥â  á«¥¤ã¥â ¨§  ªá¨®¬ë 13).
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�¡®§ ç¨¬  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«®, ¢å®¤ïé¥¥ ¢ ¬®¦¥áâ¢® A, ç¥à¥§ r. �®£¤ , ¯®
®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®¦¥áâ¢  A, r > 0 ¨ r = a − bq ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  q.
�â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ç¨á«  r ¨ q ¨áª®¬ë¥. � ª ª ª ®¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥áâ¢ã (1),
â® ¤«ï íâ®£®  ¬ ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì «¨èì, çâ® r < b. � ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢®£®,
¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® r > b. �®£¤  r− b > 0, ¨ â ª ª ª r− b = (a− bq)− b = a− b(q + 1),
ç¨á«® r−b á«¥¤ã¥â áç¨â âì í«¥¬¥â®¬ ¬®¦¥áâ¢  A. �® ¯®áª®«ìªã ¨§ ãá«®¢¨ï b > 0
á«¥¤ã¥â, çâ® r − b < r, íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ç¨á«  r. � ª¨¬ ®¡à §®¬, r < b, ¨
â¥®à¥¬  ¤®ª §  . ¤

�â¬¥â¨¬ ¢ ¦®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®© â¥®à¥¬ë, ª®â®à®¥,   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤, §¢ãç¨â
ª ª â ¢â®«®£¨ï, ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¥âà¨¢¨ «ìë¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬,
®á®¢ ë¬   á¢®©áâ¢¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¥¯®«®£® ç áâ®£® ¨ ®áâ âª .

�«¥¤áâ¢¨¥. �¥«®¥ ç¨á«® b > 0 ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ æ¥«®£® ç¨á«  a â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï a   b à ¢¥ ã«î.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¢ à ¢¥áâ¢¥ (1) ç¨á«® r à ¢® 0, â® íâ® à ¢¥áâ¢® ¯à¨¨¬ ¥â
¢¨¤ a = bq,   íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® b |a. �¡à â®, ¥á«¨ b |a, â® ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£®
ç¨á«  c ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® a = bc. �®£¤  ç¨á«  q = c ¨ r = 0 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
âà¥¡®¢ ¨ï¬ â¥®à¥¬ë, ¨ ¯®â®¬ã ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï a   b à ¢¥ ã«î. ¤

�§ â¥®à¥¬ë ® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ (¯à¨ b = 2) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥
ç¨á«® a ¬®¦¥â ¡ëâì ®¤®§ ç® § ¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥ a = 2n+r, £¤¥ n | ¥ª®â®à®¥ æ¥«®¥
ç¨á«®,   r à ¢® «¨¡® 0, «¨¡® 1. � ¯®¬¨¬, çâ® æ¥«®¥ ç¨á«®  §ë¢ ¥âáï ç¥âë¬,
¥á«¨ ®® ¤¥«¨âáï   2, ¨ ¥ç¥âë¬ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. � á¨«ã ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥®£®
á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ â¥®à¥¬ë ® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ æ¥«®¥ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ç¥âë¬ â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ a = 2n, ¨ ¥ç¥âë¬ | â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ a = 2n + 1 (£¤¥ ç¨á«® n æ¥«®¥). � ª¨¬
®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì íâ¨å å®à®è® ¨§¢¥áâëå ãâ¢¥à¦¤¥¨© ®á®¢     â¥®à¥¬¥
® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ (¢¯à®ç¥¬, ¯¥à¢®¥ ¨§ ¨å á«¥¤ã¥â ã¦¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§
®¯à¥¤¥«¥¨ï ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨).

� «®£¨ç®, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  a áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¤®£® ¨§ âà¥å ¢¨¤®¢ a = 3n, a = 3n + 1 ¨«¨ a = 3n + 2, £¤¥ n
| ¥ª®â®à®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. �à¨ ¤¥«¥¨¨ æ¥«®£® ç¨á«    4 ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âìáï ã¦¥
ç¥âëà¥ ®áâ âª  ¨ ¯®â®¬ã ¨¬¥îâáï ç¥âëà¥ ¢¨¤  § ¯¨á¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á« 
¨ â. ¤. � §¤¥«¥¨¥   á«ãç ¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â § ç¥¨ï ®áâ âª  ®â ¤¥«¥¨ï æ¥«®£®
ç¨á«    ¤ ®¥ ç¨á«® b > 0 ï¢«ï¥âáï à á¯à®áâà ¥ë¬ ¬¥â®¤®¬ à¥è¥¨ï § ¤ ç
  ¤¥«¨¬®áâì. �¥è¨¬,  ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîéãî § ¤ çã:

�à¨¬¥à 2.2. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ç¨á«® a2 + b2

¤¥«¨âáï   3 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¡  ç¨á«  a ¨ b ¤¥«ïâáï   3.

� ®¤ã áâ®à®ã íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®: ¥á«¨ 3 |a ¨ 3 | b, â® 3 |a2 ¨ 3 | b2, ¨
¯®â®¬ã 3 |(a2 + b2).

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï   3, â® «¨¡® a = 3n + 1, «¨¡®
a = 3n + 2 ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  n. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥

a2 = 3(3n2 + 2n) + 1,
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  ¢® ¢â®à®¬
a2 = 3(3n2 + 4n + 1) + 1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª¢ ¤à â æ¥«®£® ç¨á« , ¥ ¤¥«ïé¥£®áï   3, ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   âà¨ ¤ ¥â
¢ ®áâ âª¥ 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ ®¤® ¨§ ç¨á¥« a ¨«¨ b ¥ ¤¥«¨âáï   3,   ¤àã£®¥
¤¥«¨âáï, â® ç¨á«® a2 + b2 § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ 3q + 1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« 
q ¨ ¯®â®¬ã ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3 ¤ ¥â ¢ ®áâ âª¥ 1,   ¥á«¨ ®¡  ç¨á«  a ¨ b ¥ ¤¥«ïâáï  
3, â® ç¨á«® a2 + b2 § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ 3q + 2 ¨ ¯®â®¬ã ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3 ¤ ¥â ¢
®áâ âª¥ 2. � ç¨â, ¥á«¨ 3 |(a2 + b2), â® 3 |a ¨ 3 |b. ¤

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¢¢¥¤¥¨î á«¥¤ãîé¥£® ¢ ¦®£® ¯®ïâ¨ï. �âã¨â¨¢® ïá®
(¨ ¬®¦® áâà®£® ¤®ª § âì), çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¥«¨â¥«¥© æ¥«®£® ç¨á«  a 6= 0 ï¢-
«ï¥âáï ª®¥çë¬. �®íâ®¬ã ª®¥çë¬ ï¢«ï¥âáï ¨ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥©
¤¢ãå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b, ¨ â ª ª ª ¢ ª ¦¤®¬ ª®¥ç®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ æ¥«ëå
ç¨á¥« ¥áâì  ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥â, áà¥¤¨ ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨ b, ¥áâì  ¨¡®«ì-
è¥¥ ç¨á«®. �â® ç¨á«® ¬ë ¨ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥«
a ¨ b. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:

� ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ¤¢ãå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥«  §ë¢ ¥âáï  ¨-
¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¨§ ¢á¥å ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© íâ¨å ç¨á¥«.

(�¤¥áì á«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ a = 0 ¨ b = 0, â® ª ¦¤®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®
ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b, ¨ ¯®â®¬ã  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï
íâ¨å ç¨á¥« ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨, áª ¦¥¬, a 6= 0 ¨ b = 0, â® a |b ¨
¯®â®¬ã  ¨¡®«ìè¨¬ áà¥¤¨ ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï ç¨á«® |a|. �¥¬ ¥
¬¥¥¥, çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ®£®¢®à®ª, ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® ¯®ïâ¨¥  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ¨¬¥¥â á¬ëá« «¨èì ¤«ï ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå
ç¨á¥« a ¨ b.)

�®â ä ªâ, çâ® ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b,
¬ë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ d = (a, b). �á«¨ d = 1, ç¨á«  a ¨ b  §ë¢ îâáï ¢§ ¨¬®
¯à®áâë¬¨. � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¢ á¨«ã ¯à¨ïâ®£®  ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï  ¨¡®«ìè¨© ®¡-
é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï ç¨á«®¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬.

� á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ®¤® ¨§ ®á®¢ëå á¢®©áâ¢  ¨¡®«ìè¥£®
®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¨§ ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
¬®¦® ¨§¢«¥çì ¥é¥ ®¤® ®¡®á®¢ ¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï
¤¢ãå «î¡ëå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥«.

�¥®à¥¬  2.2. �ãáâì a ¨ b | ®â«¨çë¥ ®â ã«ï æ¥«ë¥ ç¨á«  ¨ d = (a, b) |
 ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ æ¥«ë¥ ç¨á«  u ¨ v
â ª¨¥, çâ®

d = au + bv. (2)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦ëå ç¨á¥« ¢¨¤ 
ax + by, £¤¥ x ¨ y | æ¥«ë¥ ç¨á« . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã ç¨á«  a ¨ b ¬®£ãâ ¡ëâì
§ ¯¨á ë ¢ ¢¨¤¥ a = a·1+b·0 ¨ b = a·0+b·1, â® ®¨ ¢å®¤ïâ ¢ ¬®¦¥áâ¢® M , ¨ ¯®â®¬ã,
¢ ç áâ®áâ¨, íâ® ¬®¦¥áâ¢® á®¤¥à¦¨â ¥ã«¥¢ë¥ ç¨á« . �á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® c ¢å®¤¨â
¢ ¬®¦¥áâ¢® M ¨ ¯®â®¬ã c = ax+by ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å x ¨ y, â® ¨ ç¨á«® −c = a(−x)+
b(−y) â ª¦¥ ¢å®¤¨â ¢ M . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«,
¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¬®¦¥áâ¢ã M , ¥¯ãáâ® ¨ ¯®â®¬ã ®¡« ¤ ¥â  ¨¬¥ìè¨¬ í«¥¬¥â®¬.
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�ãáâì c = au + bv |  ¨¬¥ìè¥¥ ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«, ¯à¨ ¤«¥-
¦ é¨å ¬®¦¥áâ¢ã M . �ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® c = d (¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë, â¥¬ á ¬ë¬,
¡ã¤¥â ¤®ª § ®). �«ï íâ®£® ¤®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® c ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨-
á¥« a ¨ b.

� §¤¥«¨¬ a   c á ®áâ âª®¬, â. ¥. ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 2.1  ©¤¥¬ æ¥«ë¥
ç¨á«  q ¨ r â ª¨¥, çâ® a = cq + r ¨ 0 6 r < c. �®£¤  ç¨á«® r ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢
¢¨¤¥

r = a− cq = a− (au + bv)q = a(1− uq) + b(−vq)
¨ ¯®â®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã M . � ª ª ª r < c ¨ ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬
¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥«, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¬®¦¥áâ¢ã M , ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«®
r ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬, â. ¥. r 6 0. �¬¥áâ¥ á ¥à ¢¥áâ¢®¬ 0 6 r íâ® ¤ ¥â
r = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, c |a, ¨   «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® c |b.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® c ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a
¨ b, ¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ¤®«¦® ¢ë¯®«-
ïâìáï ¥à ¢¥áâ¢® c 6 d. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®áª®«ìªã ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b, â® ®¡  á« £ ¥¬ëå ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  c = au + bv
¤¥«ïâáï   d ¨ ¯®â®¬ã d | c. �®íâ®¬ã ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¥à ¢¥áâ¢® d 6 c. (�¤¥áì ¨á-
¯®«ì§®¢ «¨áì á¢®©áâ¢  ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2.1.)
�«¥¤®¢ â¥«ì®, c = d, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  . ¤

�§ â¥®à¥¬ë 2.2 ¢ë¢®¤¨âáï àï¤ ¢ ¦ëå á¢®©áâ¢ ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå
ç¨á¥« ¨ á¢ï§ ëå á ¨¬ ¯®ïâ¨©. �¥§ § ¨ï íâ¨å á¢®©áâ¢ ¥¢®§¬®¦® ¯®«ãç¨âì
ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ª ¦¤®© § ¤ ç¨ ® æ¥«ëå ç¨á« å. �â¬¥-
â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®,

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨-
â¥«¥¬ æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b. �¨á«® d ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ íâ¨å
ç¨á¥« â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b ï¢-
«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  d.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì c ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  d, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 |c| 6 d ¨ â ª ª ª c 6 |c|, ¯®«ãç ¥¬
c 6 d, â ª çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ç¨á«® d ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ áà¥¤¨
®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨ b.

�¡à â®, ¥á«¨ d |  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b, â® ¯® â¥®à¥¬¥
2.2 ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« u ¨ v ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® d = au + bv, ¤¥« -
îé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® â®¬, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ d, ®ç¥¢¨¤ë¬. ¤

�é¥ ®¤¨ ªà¨â¥à¨© â®£®, ª®£¤  ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï
¨å  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬, ¤ ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨-
â¥«¥¬ æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ¨ ¯ãáâì a = da1 ¨ b = db1 ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« a1
¨ b1. �¨á«® d ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«  a1 ¨ b1 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® á«¥¤áâ¢¨ï ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® d = (a, b).
�®£¤  ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 2.2 ¤«ï ¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« u ¨ v ¤®«¦®
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¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢® d = au + bv, ¯¥à¥¯¨á ¢ ª®â®à®¥ ¢ ¢¨¤¥ d = (da1)u + (db1)v
¨ á®ªà â¨¢ ®¡¥ ç áâ¨   d, ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã a1u + b1v = 1. �¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤®,
çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a1 ¨ b1 ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  1, çâ®
¨ ®§ ç ¥â ¢§ ¨¬ãî ¯à®áâ®âã íâ¨å ç¨á¥«.

�¡à â®, ¥á«¨ ç¨á«  a1 ¨ b1 ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨, â. ¥. ¨å  ¨¡®«ìè¨©
®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì à ¢¥ 1, â® ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« u ¨ v ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï
à ¢¥áâ¢® a1u + b1v = 1. �¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢    ç¨á«® d, ¯®«ãç ¥¬
au + bv = d, ®âªã¤  ¢¨¤®, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ¨ ç¨á«  d. �§ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¢ëâ¥ª ¥â â¥¯¥àì, çâ® d = (a, b). ¤

�¢®©áâ¢® 4) ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ç¨á¥«
¤¥«¨âáï   âà¥âì¥, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© ¤¥«¨âáï   íâ® âà¥âì¥ ç¨á«®.
� ª ¯®ª §ë¢ îâ ¯à®áâë¥ ¯à¨¬¥àë (áª ¦¥¬, 6 |3 ·4), ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¢®®¡é¥
£®¢®àï, ¥¢¥à®. �®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ ¥£® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ¤ ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¤¢ãå
æ¥«ëå ç¨á¥« b ¨ c ¨ ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨-
â¥«¥¬ ç¨á«  c.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, â ª ª ª ç¨á«  a ¨ b ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨, â® ¤«ï ¯®¤-
å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« u ¨ v ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® au + bv = 1. �¬®¦ ï ®¡¥ ç áâ¨
¥£®   ç¨á«® c, ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã a(uc) + (bc)v = c, ®¡  á« £ ¥¬ëå «¥¢®© ç áâ¨
ª®â®à®£® ¤¥«ïâáï   a. �âáî¤  a |c, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤

�à®áâë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¤¥«¨â¥«¥© ¥ª®â®à®£®
æ¥«®£® ç¨á«  c ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¡ã¤¥â ¤¥«¨â¥«¥¬ íâ®£® ç¨á« : ç¨á«® 12 ¤¥«¨âáï ¨  
6, ¨   4, ® ¥ ¤¥«¨âáï   ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥. � á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ á®¤¥à¦¨âáï
¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ § ª«îç¥¨¥ ®ª § «®áì á¯à -
¢¥¤«¨¢ë¬.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬
æ¥«®£® ç¨á«  c ¨ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ab íâ¨å ç¨á¥«
ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  c.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã b | c, â® c = bx ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  x.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, a | bx, ¨ ¯®áª®«ìªã (a, b) = 1, â® ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«¥¤áâ¢¨ï ¨¬¥¥¬
a |x, â. ¥. x = ay ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  y. �®íâ®¬ã à ¢¥áâ¢® c = bx ¬®¦¥â
¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥ c = (ab)y, çâ® ¨ ¤¥« ¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (ab) |c ®ç¥¢¨¤ë¬. ¤

�â® á«¥¤áâ¢¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢¥áì¬  ¯®«¥§ë¬ ¯à¨ à¥è¥¨¨ ¬®£¨å § ¤ ç ®
¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«.

�à¨¬¥à 2.3. �®ª § âì, çâ® ç¨á«® ¢¨¤  a(a + 1)(2a + 1) ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ a
¤¥«¨âáï   6.

� ª ª ª ç¨á«® 6 ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢ãå ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå ç¨á¥« 2 ¨ 3,
â® ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 4 ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ãª § ®¥ ç¨á«® ¤¥«¨âáï   2 ¨
¤¥«¨âáï   3.

�®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ç¨á«® a(a+ 1)(2a+ 1) ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ a ¤¥«¨âáï   2.
�â® ®ç¥¢¨¤® (¢¢¨¤ã á¢®©áâ¢  4) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1), ¥á«¨ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ç¥âë¬.
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� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ a = 2n + 1, â® ¢â®à®© á®¬®¦¨â¥«ì a + 1 = 2n + 2  è¥£®
ç¨á«  ï¢«ï¥âáï ç¥âë¬, ¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¢  ®ç¥¢¨¤®.

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® ç¨á«® a(a + 1)(2a + 1) ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ a ¤¥«¨âáï   3.
�«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ®â¤¥«ì® âà¨ á«ãç ï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢¥«¨ç¨ë ®áâ âª  ®â
¤¥«¥¨ï ç¨á«  a   3. �á«¨ a = 3n, â® ¯¥à¢ë© á®¬®¦¨â¥«ì ¤ ®£® ç¨á«  ¤¥«¨âáï
  3; ¥á«¨ a = 3n + 1, â® ¥£® âà¥â¨© á®¬®¦¨â¥«ì 2a + 1 = 6n + 3 ¤¥«¨âáï   3; ¥á«¨
a = 3n + 2, â® ¢â®à®© á®¬®¦¨â¥«ì a + 1 = 3n + 3 ¤¥«¨âáï   3. ¤

� áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ¥áª®«ìª® § ¤ ç, à¥è¥¨¥ ª®â®àëå ®á®¢ ®   ¯®«ãç¥ëå
§¤¥áì á¢®©áâ¢ å ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«.

�à¨¬¥à 2.4. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ª ¦¤ë¬
¨§ æ¥«ëå ç¨á¥« b ¨ c, â® a ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® ¨ á ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ bc. �®ª § âì
â ª¦¥, çâ® ¥á«¨ (a, b) = 1, â® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 (a, bn) = 1.

� ª ª ª (a, b) = 1 ¨ (a, c) = 1, â® ¤«ï ¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« u, v, x ¨ y ¨¬¥îâ
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  au + bv = 1 ¨ ax + cy = 1. �¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ¯¥à¢®£® ¨§ ¨å  
c, ¯®«ãç ¥¬ c = auc + bvc. �®¤áâ ¢¨¢ íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ ç¨á«  c ¢® ¢â®à®¥ à ¢¥áâ¢®,
¨¬¥¥¬ ax + (auc + bvc)y = 1, â. ¥. a(x + ucy) + (bc)vy = 1. �¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤®, çâ®
¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ bc ï¢«ï¥âáï 1, â ª çâ®
(a, bc) = 1.

�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ ¯¥à¢®£® ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãª-
æ¨¨. �à¨ n = 1 ®® âà¨¢¨ «ì®. �á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«  n > 1 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
(a, bn) = 1 á¯à ¢¥¤«¨¢®, â® ¯®áª®«ìªã bn+1 = b · bn, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
(a, bn+1) = 1 á«¥¤ã¥â ¨§ ¯¥à¢®© ç áâ¨ § ¤ ç¨. ¤

�à¨¬¥à 2.5. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¨å
áã¬¬  a + b ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ab â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨.

�ãáâì,  ¯à®â¨¢, ã ç¨á¥« a + b ¨ ab áãé¥áâ¢ã¥â ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì t > 1. �®£¤  t
¡ã¤¥â ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a(a+ b) = a2 +ab,   ¯®â®¬ã | ¨ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a2. � «®-
£¨ç®, t ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  (a+b)b = ab+b2,   ¯®â®¬ã | ¨ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á« 
b2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a2 ¨ b2. � ¤àã£®© áâ®à®ë,
¤¢ãªà â®¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ ª ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬ ç¨á« ¬ a ¨ b ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï § -
¤ ç¨ ¨§ ¯à¨¬¥à  2.4 ¤ ¥â (a2, b2) = 1. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â  è¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. ¤

�à¨¬¥à 2.6. �ãáâì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b
ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« . �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ (a, b) = 1, â®
ª ¦¤®¥ ¨§ ç¨á¥« a ¨ b â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ ¯®¤å®¤ïé¥£® æ¥«®£® ç¨á« .

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¯à¨áâã¯¨âì ª à¥è¥¨î íâ®© § ¤ ç¨, á¤¥« ¥¬ ¤¢  § ¬¥ç ¨ï. �¥à-
¢®¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¥á¬®âàï   â®, çâ® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥¬®£® ¥î
á¢®©áâ¢  ¥â ï¢®£® ã¯®¬¨ ¨ï ®¡ ®â®è¥¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨, ¥¥ à¥è¥¨¥ ®á®¢ ®
  á¢®©áâ¢ å íâ®£® ®â®è¥¨ï. �®-¢â®àëå, á«¥¤ã¥â ®¡à â¨âì ¢¨¬ ¨¥   â®, çâ®
¡¥§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ® ¢§ ¨¬®© ¯à®áâ®â¥ ç¨á¥« a ¨ b ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ § ¤ ç¨ ¬®¦¥â ¥
¨¬¥âì ¬¥áâ  ( ¯à¨¬¥à, ¯à¨ a = 3 ¨ b = 12).

�â ª, ¯ãáâì (a, b) = 1 ¨ ¯ãáâì ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  c ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢® ab = c2. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ d  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ c.
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�®£¤  ¤«ï ¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« a1 ¨ b1 ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢  a = a1d ¨ c = c1d,
¯à¨ç¥¬ ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 2 ª â¥®à¥¬¥ 2.2 ¨¬¥¥¬ (a1, c1) = 1. � ¢¥áâ¢® ab = c2

¬®¦¥â â¥¯¥àì ¡ëâì § ¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥ a1db = c2
1d

2, ®âªã¤  ¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï   d
¯®«ãç ¥¬ a1b = c2

1d. �â® ®§ ç ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® d |(a1b). �§ â®£®, çâ® ç¨á«  a ¨
b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë ¨ d |a, ®ç¥¢¨¤® á«¥¤ã¥â, çâ® (d, b) = 1. �®íâ®¬ã (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 3)
d |a1. � ¯¨áë¢ ï a1 = a2d ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® æ¥«®£® ç¨á«  a2, ¨§ à ¢¥áâ¢  a1b = c2

1d
¯®«ãç ¥¬ a2b = c2

1, ¨ ¯®â®¬ã a2 | c2
1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, (a2, c2

1) = a2. �® â ª ª ª
ç¨á«  a1 ¨ c1 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë ¨ a2 | a1, ¨¬¥¥¬ (a2, c1) = 1, ®âªã¤  ¢¢¨¤ã ¢â®à®£®
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¨¬¥à  2.4 § ª«îç ¥¬, çâ® (a2, c2

1) = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, a2 = 1, ¨ ¨§
à ¢¥áâ¢  a2b = c2

1 ¯®«ãç ¥¬ b = c2
1. �à®¬¥ â®£®, a1 = d, ¨ ¯®â®¬ã a = d2. ¤

�ëè¥ ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨-
á¥«. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì âà¥å
¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a, b ¨ c, ª ª  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® áà¥¤¨ ¢á¥å ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥©
íâ¨å ç¨á¥«. �®ç® â ª ¦¥ ¢¢®¤¨âáï  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¥âëà¥å, ¯ïâ¨ ¨,
¢®®¡é¥, ¯à®¨§¢®«ì®© ª®¥ç®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥«. �«ï
®¡®§ ç¥¨ï â®£® ä ªâ , çâ® ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥«
a1, a2, . . . , an, ¬ë á®¢  ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¯¨áì d = (a1, a2, . . . , an).

�®ª ¦¥¬, çâ® ¨ ¢ íâ®¬, ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤-
áâ¢¨ï 1 ¨§ â¥®à¥¬ë 2.2:

�à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì «î¡ëå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a1, a2, . . . , an

(n > 2) ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¨å  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï.
�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. �à¨ n = 2 íâ® |

ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â®«ìª® çâ® ã¯®¬ïãâ®£® á«¥¤áâ¢¨ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® n > 3, ¨ ¢¢¥¤¥¬
¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ®¡®§ ç¥¨ï, ¯®« £ ï d = (a1, a2, . . . , an), d′ = (a1, a2, . . . , an−1)
¨ d′′ = (d′, an). �á«¨ t | ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a1, a2, . . . , an,
â® t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a1, a2, . . . , an−1, ¨ ¢ á¨«ã ¨¤ãªâ¨¢®£®
¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï t |d′. � ª¨¬ ®¡à §®¬, t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ¤¢ãå ç¨á¥« d′ ¨
an,   ¯®â®¬ã ¨ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  d′′.

�â ª, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® ª ¦¤ë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a1, a2, . . . , an ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  d′′. �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® d = d′′. � ª ª ª ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a1, a2, . . . , an, ¨¬¥¥¬ d | d′′ ¨ ¯®â®¬ã d 6 d′′. � ¤àã£®© áâ®à®ë,
ç¨á«® d′′ ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a1, a2, . . . , an, â ª ª ª ®® ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  an ¨ ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï d′ ç¨á¥« a1, a2, . . . , an−1. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
d′′ 6 d, ®âªã¤  á ãç¥â®¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¥à ¢¥áâ¢  ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® d = d′′. �â¨¬
§ ¢¥àè¥ ¨¤ãªâ¨¢ë© è £, ¨  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®¯ãâ® ¬ë ãáâ ®¢¨«¨ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨ á«¥¤ãîé¥£® ¯®«¥§-
®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

�«ï «î¡®£® n > 3 ¨ «î¡ëå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a1, a2, . . . , an  ¨¡®«ìè¨©
®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì íâ¨å ç¨á¥« á®¢¯ ¤ ¥â á  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬  ¨¡®«ìè¥£®
®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ç¨á¥« a1, a2, . . . , an−1 ¨ ç¨á«  an, â. ¥.

(a1, a2, . . . , an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an). (3)
� ¢¥áâ¢® (3) ¯®§¢®«ï¥â ¯à®¢®¤¨âì ¨¤ãªâ¨¢ë¥ à ááã¦¤¥¨ï ¤«ï à á¯à®-

áâà ¥¨ï   ®¡é¨© á«ãç © ¨ ¬®£¨å ¤àã£¨å á¢®©áâ¢  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï
¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«. �®ª ¦¥¬,  ¯à¨¬¥à, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë 2.2:
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.2. �ãáâì a1, a2, . . . , an (n > 2) | ®â«¨çë¥ ®â ã«ï
æ¥«ë¥ ç¨á«  ¨ d = (a1, a2, . . . , an). �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ æ¥«ë¥ ç¨á«  u1, u2, . . . , un

â ª¨¥, çâ®
d = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun. (4)

�à¨ n = 2 ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ â¥®à¥¬ë 2.2.
�ãáâì n > 2 ¨ ¯ãáâì d′ = (a1, a2, . . . , an−1). �®£¤  ¢¢¨¤ã (3) ¨¬¥¥¬ d = (d′, an). �®
â¥®à¥¬¥ 2.2 áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  u ¨ v, çâ® ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

d = d′u + anv.

�à®¬¥ â®£®, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¨¤ãªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬ ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥-
«ëå ç¨á¥« v1, v2, . . . , vn−1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

d′ = a1v1 + a2v2 + · · ·+ an−1vn−1.

�®¤áâ ¢¨¢ ¢ ¯¥à¢®¥ à ¢¥áâ¢® ¢ëà ¦¥¨¥ ç¨á«  d′ ¨§ ¢â®à®£®, ¯®«ãç ¥¬
d = (a1v1 + a2v2 + · · ·+ an−1vn−1)u + anv = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun,

£¤¥ ui = viu ¯à¨ 1 6 i 6 n− 1 ¨ un = v. ¤
�¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¥é¥ ®¤® ¯®ïâ¨¥. �á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï ¤¥-

«¨â¥«¥¬ ç¨á«  c, â® c ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¡é¨¬ ªà âë¬ ç¨á¥« a ¨ b. �á«¨ ç¨á« 
a ¨ b ®â«¨çë ®â ã«ï, â® ã ¨å ¥áâì ¥ã«¥¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥ ( ¯à¨¬¥à, ab),  
¯®â®¬ã | ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥ ( ¯à¨¬¥à, |ab|). � ¨¬¥ìè¨¬ ®¡é¨¬
ªà âë¬ ç¨á¥« a ¨ b  §ë¢ ¥âáï  ¨¬¥ìè¥¥ ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¡é¨å ªà âëå
íâ¨å ç¨á¥«.

�à¥¤ë¤ãé¥¥ à ááã¦¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ã «î¡ëå ¤¢ãå ¥ã«¥¢ëå æ¥«ëå
ç¨á¥« áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥. �®â ä ªâ, çâ® ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï  ¨-
¬¥ìè¨¬ ®¡é¨¬ ªà âë¬ ç¨á¥« a ¨ b á¨¬¢®«¨ç¥áª¨ ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥
c = [a, b]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, § ¯¨áì c = [a, b] ®§ ç ¥â, çâ® c > 0, a | c, b | c ¨ ¤«ï
«î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  x > 0 ¨§ â®£®, çâ® a | x ¨ b | x, á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® x > c.
�®¤ç¥àª¥¬ ¥é¥ à §, çâ® ¯®ïâ¨¥  ¨¬¥ìè¥£® ®¡é¥£® ªà â®£® ®¯à¥¤¥«¥®  ¬¨
«¨èì ¤«ï ¥ã«¥¢ëå ç¨á¥« a ¨ b.

�®ª ¦¥¬ ¤¢  ¢ ¦ëå á¢®©áâ¢   ¨¬¥ìè¥£® ®¡é¥£® ªà â®£® æ¥«ëå ç¨á¥«.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.3. � ¨¬¥ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï

¤¥«¨â¥«¥¬ «î¡®£® ¤àã£®£® ®¡é¥£® ªà â®£® íâ¨å ç¨á¥«.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a ¨ b | æ¥«ë¥ ç¨á«  ¨ k = [a, b] | ¨å  ¨¬¥ìè¥¥

®¡é¥¥ ªà â®¥. �ãáâì ¥é¥ c | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥ ç¨á¥« a ¨ b, â. ¥. a |
c ¨ b | c. �®ª ¦¥¬, çâ® k | c. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¤«ï íâ®£® ã¦¥ ¢áâà¥ç ¢è¨¬áï  ¬
¢¥áì¬  à á¯à®áâà ¥ë¬ á¯®á®¡®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤¥«¨¬®áâ¨ ®¤®£® æ¥«®£® ç¨á« 
  ¤àã£®¥: à §¤¥«¨¬ c   k á ®áâ âª®¬,   § â¥¬ ¯®¯ëâ ¥¬áï ¯®ª § âì, çâ® íâ®â
®áâ â®ª à ¢¥ ã«î.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 2.1  ©¤¥¬ æ¥«ë¥ ç¨á«  q ¨ r â ª¨¥, çâ® c = kq + r
¨ 0 6 r < k. � ª ª ª ®¡  á« £ ¥¬ëå ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  r = c−kq ¤¥«ïâáï   a,
¨¬¥¥¬ a |r. � «®£¨ç® b |r, â ª çâ® ç¨á«® r ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ªà âë¬ ç¨á¥« a ¨ b.
� ª ª ª r < k, â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï  ¨¬¥ìè¥£® ®¡é¥£® ªà â®£® á«¥¤ã¥â, çâ® r ¥
¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ç¨á«®¬. �¬¥áâ¥ á ¥à ¢¥áâ¢®¬ 0 6 r íâ® ¨ ®§ ç ¥â,
çâ® r = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, k |c, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.4. �«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (a, b) · [a, b] = ab.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¢  ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥ k = [a, b]. � ª ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
ab ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ªà âë¬ íâ¨å ç¨á¥«, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.3 á«¥¤ã¥â,
çâ® ab = kd ¤«ï ¥ª®â®à®£® (¯®«®¦¨â¥«ì®£®) ç¨á«  d. �®ª ¦¥¬, çâ® d ï¢«ï¥âáï
 ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b.

� ª ª ª ç¨á«  a ¨ b ï¢«ïîâáï ¤¥«¨â¥«ï¬¨ ç¨á«  k, ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå
ç¨á¥« x ¨ y ¤®«¦ë ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢  k = ax ¨ k = by. �®¤áâ ¢«ïï íâ¨ ¢ë-
à ¦¥¨ï ç¨á«  k ¢ à ¢¥áâ¢® ab = kd, ¯®á«¥ á®ªà é¥¨© ¯®«ãç ¥¬ b = dx ¨ a = dy,
â ª çâ® ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b. �¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 2 ª â¥®à¥¬¥
2.2 ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ç¨á«  x ¨ y ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. �«ï íâ®£® ¯à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«® t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« x ¨ y, â. ¥. ¤«ï ¥ª®-
â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« x1 ¨ y1 ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢  x = tx1 ¨ y = ty1. �®áª®«ìªã
â®£¤  tx1y1d = (dx)y1 = by1 ¨ tx1y1d = (dy)x1 = ax1, ç¨á«® tx1y1d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬
ªà âë¬ ç¨á¥« a ¨ b ¨ ¯®â®¬ã ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï    ¨¬¥ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥ k
íâ¨å ç¨á¥«. �«¥¤®¢ â¥«ì®,  ©¤¥âáï æ¥«®¥ ç¨á«® z â ª®¥, çâ® tx1y1d = kz. � ª ª ª
k = ax = dyx = dy1x1t2, ¨§ ¯®á«¥¤¥£® à ¢¥áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® tz = 1,   ¯®â®¬ã ¨
t = 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« x
¨ y ï¢«ï¥âáï 1, ¨ ¯®â®¬ã íâ¨ ç¨á«  ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. � ª ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, ®âáî¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® d = (a, b), ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2.4 ¤®ª § ®. ¤

�â¬¥â¨¬ ®ç¥¢¨¤®¥
�«¥¤áâ¢¨¥. � ¨¬¥ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â®¥ ¤¢ãå ¯®«®¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«

á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ íâ¨å ç¨á¥« â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¢§ ¨¬®
¯à®áâë. ¤

� § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ãª ¦¥¬ ¯à®æ¥¤ãàã, á«¥¤ãï ª®â®à®© ¬®¦® ¢ë-
ç¨á«¨âì  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¯à®¨§¢®«ìëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå (  ¯®â®¬ã ¨
¯à®¨§¢®«ìëå ¥ã«¥¢ëå) æ¥«ëå ç¨á¥«. �â  ¯à®æ¥¤ãà   §ë¢ ¥âáï  «£®à¨â¬®¬
�¢ª«¨¤ .

�ãáâì a ¨ b | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« . �¥à¢ë© è £  «£®à¨â¬  á®áâ®¨â
¢ ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ ç¨á«  a   ç¨á«® b, â. ¥. ¢  å®¦¤¥¨¨ â ª¨å æ¥«ëå ç¨á¥« q1
¨ r1, çâ® a = bq1 + r1 ¨ 0 6 r1 < b. �á«¨ ®ª § «®áì, çâ® r1 = 0, â® ç¨á«® b ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a. �®íâ®¬ã  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì íâ¨å ç¨á¥« à ¢¥ b, ¨
¯à®æ¥¤ãà  ®âëáª ¨ï  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï § ª®ç¥ . �á«¨ ¦¥ r1 6= 0,
¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¢ë¯®«¥¨î ¢â®à®£® è £   «£®à¨â¬ .

�  ¢â®à®¬ è £¥  «£®à¨â¬  ¤¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ ç¨á«® b   ç¨á«® r1, â. ¥.  å®¤¨¬
â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  q2 ¨ r2, çâ® b = r1q2 +r2 ¨ 0 6 r2 < r1. �á«¨ r2 6= 0, â® ¯¥à¥å®¤¨¬
ª âà¥âì¥¬ã è £ã  «£®à¨â¬ .

�  âà¥âì¥¬ è £¥  «£®à¨â¬  ¤¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ ç¨á«® r1   ç¨á«® r2, â. ¥.  -
å®¤¨¬ â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  q3 ¨ r3, çâ® r1 = r2q3 + r3 ¨ 0 6 r3 < r2. �á«¨ r3 6= 0, â®
¯¥à¥å®¤¨¬ ª ç¥â¢¥àâ®¬ã è £ã  «£®à¨â¬ , á®áâ®ïé¥¬ã ¢ ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ ç¨á« 
r2   ç¨á«® r3.

�®®¡é¥, ¥á«¨ ¯®á«¥ ¢ë¯®«¥¨¥ n-£® è £  (£¤¥ n > 3), á®áâ®ïé¥£® ¢ ¤¥«¥¨¨ á
®áâ âª®¬ ç¨á«  rn−2   ç¨á«® rn−1, ¯®«ãç¥ë© ®áâ â®ª rn ®â«¨ç¥ ®â ã«ï,  «£®-
à¨â¬ ¯à¥¤¯¨áë¢ ¥â ¢ë¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¥£® è £ , á®áâ®ïé¥£® ¢ ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬
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ç¨á«  rn−1   ç¨á«® rn. � ª ª ª ¢®§¨ª îé ï ¯à¨ íâ®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®«®-
¦¨â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« r1, r2, . . . ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ ¬ b > r1 > r2 > · · · , ¨§
¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.8 á«¥¤ã¥â, çâ®  è  ¯à®æ¥¤ãà  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¤¥«¥¨© á ®áâ â-
ª®¬ ¤®«¦  ®¡®à¢ âìáï ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ç¥à¥§ b è £®¢. �â® ®§ ç ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥
â ª®£® ®¬¥à  n, çâ® ¯®á«¥ ¢ë¯®«¥¨ï n-£® è £  ¬ë ®ª ¦¥¬áï ¥ ¢ á®áâ®ï¨¨ ¢ë-
¯®«¨âì á«¥¤ãîé¨© (n+1)-ë© è £. �® ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ª ¢®§¬®¦®áâ¨
¢ë¯®«¨âì (n+1)-ë© è £ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ®áâ â®ª, ¯®«ãç¥ë©   n-®¬ è £¥, ®ª -
¦¥âáï à ¢ë¬ ã«î. � ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à k â ª®©, çâ® ç¨á«® rk 6= 0
¨ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  rk−1; â®£¤   è  ¯à®æ¥¤ãà  ®áâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¯®á«¥
¢ë¯®«¥¨ï k + 1-®£® è £ .

�¥§ã«ìâ â®¬ ¢ë¯®«¥¨ï íâ®© ¯à®æ¥¤ãàë (â. ¥.  «£®à¨â¬  �¢ª«¨¤ ) ï¢«ï¥âáï
á«¥¤ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à ¢¥áâ¢ ¨ ¤¢®©ëå ¥à ¢¥áâ¢:

a = b q1 + r1, 0 6 r1 < b;
b = r1q2 + r2, 0 6 r2 < r1;
r1 = r2q3 + r3, 0 6 r3 < r2;
r2 = r3q4 + r4, 0 6 r4 < r3;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−3 = rk−2qk−1 + rk−1, 0 6 rk−1 < rk−2;
rk−2 = rk−1qk + rk, 0 6 rk < rk−1;
rk−1 = rkqk+1.

(5)

�¥®à¥¬  2.3. �®á«¥¤¨© ®â«¨çë© ®â ã«ï ®áâ â®ª ¢  «£®à¨â¬¥ �¢ª«¨¤ ,
¯à¨¬¥¥®¬ ª ç¨á« ¬ a ¨ b, à ¢¥  ¨¡®«ìè¥¬ã ®¡é¥¬ã ¤¥«¨â¥«î íâ¨å ç¨á¥«.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ®á®¢ ®   á«¥¤ãîé¥¬ ¯à®áâ®¬ § ¬¥ç ¨¨:
¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a, b, c ¨ d á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬ a = bc + d, â® (a, b) = (b, d).

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b, â®
®ç¥¢¨¤®, çâ® t | d, ¨ ¯®â®¬ã t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« b ¨ d. �ç¥¢¨¤®
â ª¦¥, çâ® ¨§ t | b ¨ t |d á«¥¤ã¥â, çâ® t |a, ¨ ¯®â®¬ã ¢áïª¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« b
¨ d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¡é¨å
¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨ b á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« b ¨ d,
®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® (a, b) = (b, d).

�§ á¤¥« ®£® § ¬¥ç ¨ï ¨ à ¢¥áâ¢ (5) ¨¬¥¥¬
(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = · · · = (rk−2, rk−1) = (rk−1, rk) = rk,

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤
� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à ¯à¨¬¥¥¨ï  «£®à¨â¬  �¢ª«¨¤ :
�à¨¬¥à 2.7. � ©â¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« 852 ¨ 822.
�ë¯®«ïï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ ¤¥«¥¨ï á ®áâ âª®¬, ¯®«ãç ¥¬

852 =822 · 1 + 30,

822 =30 · 27 + 12,

30 =12 · 2 + 6,

12 =6 · 2.
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� ª ª ª ¯®á«¥¤¨© ®â«¨çë© ®â ã«ï ®áâ â®ª ®ª § «áï à ¢ë¬ 6, ¯®«ãç ¥¬
(852, 822) = 6. ¤

�ëç¨á«¥¨ï, ¯à®¤¥« ë¥ ¯à¨ à¥ «¨§ æ¨¨  «£®à¨â¬  �¢ª«¨¤ , ¯®§¢®«ïîâ  -
àï¤ã á  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ d ç¨á¥« a ¨ b,  ©â¨ ¨ â ª¨¥ ç¨á«  u ¨ v, çâ®
d = au + bv. (� â¥®à¥¬¥ 2.2 ¤®ª § ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª¨å ç¨á¥«, ® ¥ ãª § ® ¨-
ª ª®£® á¯®á®¡  ¤«ï ¨å ¢ëç¨á«¥¨ï.) �à®¤¥¬®áâà¨àã¥¬, ª ª íâ® á¤¥« âì   â®«ìª®
çâ® à áá¬®âà¥®¬ ¯à¨¬¥à¥. �§ ¯à¥¤¯®á«¥¤¥£® è £  ¢ëç¨á«¥¨© ¢ëà §¨¬  ¨-
¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì 6  è¨å ç¨á¥« ç¥à¥§ ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨¥ ®áâ âª¨ 12 ¨ 30:
6 = 30− 12 · 2. �ëà §¨¬ ®áâ â®ª 12 ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à ¢¥áâ¢ , 12 = 822− 30 · 27, ¨
¯®¤áâ ¢¨¢ ¥£® ¢ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï 6, ¢ëà §¨¬ ç¨á«® 6 ç¥à¥§ ®áâ â®ª 30 ¨ ç¨á«® 822:

6 = 30− (822− 30 · 27) · 2 = 30− 822 · 2 + 30 · 54 = 30 · 55 + 822 · (−2).

� ª®¥æ, § ¬¥¨¬ ®áâ â®ª 30 ¥£® ¢ëà ¦¥¨¥¬ 30 = 852−822 ¨§ ¯¥à¢®£® à ¢¥áâ¢ :

6 = 30 · 55 + 822 · (−2) = (852− 822) · 55 + 822 · (−2) = 852 · 55 + 822 · (−57).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, u = 55, v = −57.

������ � ��������� 2
2.1. �à¨ ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ ç¨á«  1270   ¥ª®â®à®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«®

¥¯®«®¥ ç áâ®¥ ®ª § «®áì à ¢ë¬ 74. � ©â¨ ®áâ â®ª ¨ â® ç¨á«®,   ª®â®à®¥ ¤¥-
«¨«¨.

2.2. �®ª § âì, çâ® ª¢ ¤à â ¥ç¥â®£® ç¨á« , ã¬¥ìè¥ë©   1, ¤¥«¨âáï   8.
2.3. �®ª § âì, çâ® áã¬¬  ªã¡®¢ âà¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« ¤¥«¨âáï

  9.
2.4. �®ª § âì, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«,

ã¬¥ìè¥ ï   1, ¤¥«¨âáï   4.
2.5. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n ç¨á«® n3 + 11n ¤¥«¨âáï   6.
2.6. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   7, â®

ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   7.
2.7. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 0 ç¨á«®

16n − 15n− 1 ¤¥«¨âáï   225.
2.8. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 0 ç¨á«® 32n+2−8n−9 ¤¥«¨âáï

  64.
2.9. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 0 ç¨á«® 3n + 5 · 28n+5 ¤¥«¨âáï

  23.
2.10. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 0 ç¨á«®

52n+1 · 2n+2 + 3n+2 · 22n+1

¤¥«¨âáï   19.
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2.11. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ b ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨, â® ª ¦¤®¥
¨§ íâ¨å ç¨á¥« ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® ¨ á ¨å áã¬¬®©, ¨ á ¨å à §®áâìî.

2.12. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ b ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨, â®  ¨¡®«ì-
è¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¨å áã¬¬ë a + b ¨ à §®áâ¨ a− b à ¢¥ «¨¡® 1, «¨¡® 2. �®¦®
«¨ ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¢á¥£¤  (a + b, a− b) = 1?

2.13. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ b ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨, â®  ¨¡®«ì-
è¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¨å áã¬¬ë a + b ¨ ¥¯®«®£® ª¢ ¤à â  à §®áâ¨ a2 − ab + b2

à ¢¥ «¨¡® 1, «¨¡® 3. �®¦® «¨ ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¢á¥£¤  (a + b, a2 − ab + b2) = 1?
2.14. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a, b ¨ c  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨-

â¥«ì ç¨á¥« a + bc ¨ a + b(c− 1) á®¢¯ ¤ ¥â á  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a
¨ b.

2.15. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì
ç¨á¥« 5a + 3b ¨ 13a + 8b á®¢¯ ¤ ¥â á  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b.

2.16. �ãáâì d |  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b. �®ª § âì, çâ®
¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  c > 0  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« ac ¨ bc à ¢¥ dc.

2.17. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ c ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¤«ï «î¡®£®
æ¥«®£® ç¨á«  b  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b á®¢¯ ¤ ¥â á  ¨¡®«ìè¨¬
®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ bc.

2.18. �®ª § âì, çâ®  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« áã¬¬ë ç¨á¥« a ¨ b ¨
 ¨¬¥ìè¥£® ®¡é¥£® ªà â®£® íâ¨å ç¨á¥« á®¢¯ ¤ ¥â á  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥-
«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b.

2.19. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® ab2, £¤¥ a ¨ b æ¥«ë¥ ç¨á« , ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬
æ¥«®£® ç¨á« , â® ¨ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .

2.20. � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ b, £¤¥ a 6 b, çâ® a + b = 432 ¨
(a, b) = 36.

2.21. � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ b, £¤¥ a 6 b, çâ® ab = 864 ¨
(a, b) = 6.

2.22. � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ b, £¤¥ a 6 b, çâ® [a, b] = 840 ¨
(a, b) = 15.

2.23. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a 6= 1 ¨ ¯à®¨§¢®«ì®£®  âã-
à «ì®£® ç¨á«  m  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« am − 1

a− 1 ¨ a − 1 á®¢¯ ¤ ¥â á
 ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a− 1 ¨ m.
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§ 3. �à®áâë¥ ç¨á« 
�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä  ¬ë § ¥¬, çâ® ã ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® ç¨á« 

a > 1 ¥áâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢  à §«¨çëå  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«ï: íâ® 1 ¨ á ¬®
ç¨á«® a. � ¥ª®â®àëå  âãà «ìëå ç¨á¥« ¨ª ª¨å ¤àã£¨å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥©
¥â. �à¨¬¥à®¬ â ª®£® ç¨á«  ï¢«ï¥âáï 2. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨  âãà «ì®¥ ç¨á«®
x ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  2, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï
¥à ¢¥áâ¢® x 6 2, ã ª®â®à®£®, ª ª ¬ë § ¥¬, ¨¬¥¥âáï «¨èì ¤¢   âãà «ìëå à¥-
è¥¨ï x = 1 ¨ x = 2, â ª çâ® íâ¨ ¤¢  ç¨á«  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¬®¦¥áâ¢®
 âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  2. � «®£¨çë¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ îâ ç¨á«  3, 5, 7
¨ ¬®£¨¥ ¤àã£¨¥. � ª¨¥ ç¨á«   §ë¢ îâ ¯à®áâë¬¨. �®«¥¥ â®ç®, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬
á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:

�¥«®¥ ç¨á«® a  §ë¢ ¥âáï ¯à®áâë¬, ¥á«¨ a > 1 ¨ «î¡®©  âãà «ìë© ¤¥«¨â¥«ì
ç¨á«  a à ¢¥ «¨¡® 1, «¨¡® a.

�á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a > 1 ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥£® á®áâ ¢-
ë¬. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï á®áâ ¢ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
áãé¥áâ¢ãîâ  âãà «ìë¥ ç¨á«  b ¨ c â ª¨¥, çâ® a = bc, ¯à¨ç¥¬ b < a ¨ c < a (¨«¨,
à ¢®á¨«ì®, b > 1 ¨ c > 1).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.1. � ¦¤®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥, ç¥¬ 1, ®¡« ¤ ¥â
å®âï ¡ë ®¤¨¬ ¯à®áâë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬. �®«¥¥ â®£®, ª ¦¤®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a > 1
«¨¡® á ¬® ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, «¨¡® ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¥áª®«ìª¨å ¯à®áâëå
ç¨á¥«.

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤-
áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¢â®à®£®. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï æ¥«¥á®®¡à §ë¬ ¯à¨-
¢¥áâ¨ §¤¥áì ¨ ¯àï¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï. � ¬¥â¨¬ ¤«ï íâ®£®, çâ®
¥á«¨ a |  âãà «ì®¥ ç¨á«® ¨ a > 1, â® ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  a,
¡®«ìè¨å, ç¥¬ 1, ¥¯ãáâ®, â ª ª ª ¢ íâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢å®¤¨â, ¢ ç áâ®áâ¨,  è¥ ç¨á«®
a. �®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® p > 1, ï¢«ïîé¥¥áï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a.
�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ x > 1 | ¤¥«¨â¥«ì ç¨á« 
p, â® x 6 p. � ¤àã£®© áâ®à®ë, â ª ª ª x |p ¨ p |a, â® x ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a,
¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ¢ë¡®à  ç¨á«  p ¨¬¥¥¬ ¥à ¢¥áâ¢® x > p. �«¥¤®¢ â¥«ì®, x = p, ¨
¯à®áâ®â  ç¨á«  p ¤®ª §  .

�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤®ª ¦¥¬ ¬¥â®¤®¬ ¡¥áª®¥ç®£® á¯ãáª .
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a > 1, ª®â®à®¥ ¥ ï¢«ï¥âáï
¯à®áâë¬ ¨ ¥ à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥«. � ª ª ª ç¨á«® a ¥
ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬,  ©¤ãâáï æ¥«ë¥ ç¨á«  b ¨ c â ª¨¥, çâ® a = bc, ¯à¨ç¥¬ 1 < b < a
¨ 1 < c < a. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¥á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ç¨á¥« b ¨ c ¨«¨ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬
ç¨á«®¬, ¨«¨ à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥«, â® ¨ ç¨á«® a ¡ã¤¥â
ï¢«ïâìáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¯à®áâëå ç¨á¥«. �«¥¤®¢ â¥«ì®, å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ç¨á¥« b
¨«¨ c ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ¨ ¥ à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥«.
�â ª, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¨§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨  âãà «ì®£® ç¨á« , ¤«ï
ª®â®à®£®  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï «®¦ë¬ á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬¥ìè¥£®
 âãà «ì®£® ç¨á« , ¤«ï ª®â®à®£® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â ª¦¥ «®¦®. � ª ª ª ¡¥áª®-
¥çëå ã¡ë¢ îé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©  âãà «ìëå ç¨á¥« ¥ áãé¥áâ¢ã¥â,  è¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤
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�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¬®¦® ¡ã¤¥â áä®à¬ã«¨à®¢ âì
¡®«¥¥ ®¤®§ ç®, ¥á«¨ ¤®£®¢®à¨âìáï  àï¤ã á ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨ ¤¢ãå, âà¥å ¨ ¡®«ì-
è¥£® ç¨á«  á®¬®¦¨â¥«¥© à áá¬ âà¨¢ âì ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á ®¤¨¬ á®¬®¦¨â¥«¥¬.
� ¨¬¥®, ¡ã¤¥¬, ª®£¤  íâ® ã¤®¡®, áç¨â âì ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® a à ¢ë¬ ¯à®¨§-
¢¥¤¥¨î, ¥¤¨áâ¢¥ë¬ á®¬®¦¨â¥«¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï íâ® ç¨á«® a. � ¨á¯®«ì-
§®¢ ¨¥¬ íâ®£® á®£« è¥¨ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.1
¢ë£«ï¤¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

� ¦¤®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a > 1 à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå
ç¨á¥«.

�é¥ ¤¢  ¢ ¦ëå á¢®©áâ¢  ¯à®áâëå ç¨á¥« á®¤¥à¦ âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®-
¦¥¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.2. �á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, â®
(a, p) = 1. �á«¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥áª®«ìª¨å ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, â®
å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®áª®«ìªã ®¡é¨¥  âãà «ìë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á¥« a ¨ p á®¤¥à¦ âáï
¢ ¬®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  p, á®áâ®ïé¥¬ «¨èì ¨§ ¤¢ãå ç¨á¥«
1 ¨ p, â® ¨§ ãá«®¢¨ï p - a áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡é¨¬  âãà «ìë¬
¤¥«¨â¥«¥¬  è¨å ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï 1 ¨ ¯®â®¬ã (a, p) = 1.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® a = b1b2 · · · bn ¨ p | a. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®,
çâ® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ç¨á¥« b1, b2, . . . , bn ¤¥«¨âáï   p, ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯®
ª®«¨ç¥áâ¢ã n á®¬®¦¨â¥«¥© ¢ à §«®¦¥¨¨ ç¨á«  a. �â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨
n = 1. �ãáâì n > 1 ¨ ¯ãáâì ¤«ï «î¡®£® à §«®¦¥¨ï ¯à®¨§¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  ¢
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ n á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®.
�®« £ ï a′ = b2 · · · bn, ¨¬¥¥¬ a = b1a′. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ç¨á¥« b1 ¨
a′ ¤¥«¨âáï   p. �á«¨ p |b1, â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® â®¬, çâ® ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© ç¨á«  a
¤¥«¨âáï   p, ¢ë¯®«¥®. �á«¨ ¦¥ p - b1, â® ¢ á¨«ã ¤®ª § ®£® ¢ëè¥ (p, b1) = 1, ¨ ¨§
á«¥¤áâ¢¨ï 3 ª â¥®à¥¬¥ 2.2 ¯®«ãç ¥¬ p |a′. �®íâ®¬ã ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
á«¥¤ã¥â, çâ® å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© b2, . . . , bn ç¨á«  a′ ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï
  p. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© ç¨á«  a ¤¥«¨âáï   p.
�¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ § ª®ç¥, ¨  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤

�¦¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâëå ç¨á¥« ¯®§¢®«ïîâ à¥è âì ¬®£¨¥ § ¤ ç¨
® ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¨  å®¤¨âì ¡®«¥¥ ¯à®áâë¥ à¥è¥¨ï àï¤  § ¤ ç, à¥è¥ëå
¤àã£¨¬¨ á¯®á®¡ ¬¨. � ª ç¥áâ¢¥ ¨««îáâà æ¨¨ íâ®£® ¯à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¤® à¥è¥¨¥
§ ¤ ç¨ ¨§ ¯à¨¬¥à  2.4: �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¨å
áã¬¬  a + b ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ab â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨.

�á«¨, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ç¨á«  a + b ¨ ab ¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬®
¯à®áâë¬¨, â® ã ¨å áãé¥áâ¢ã¥â ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì t > 1. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤«®¦¥-
¨¥¬ 3.1 áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, ï¢«ïîé¥¥áï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  t,   ¯®â®¬ã |
¨ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a + b ¨ ab. �® ¨§ p | ab ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2 á«¥¤ã¥â,
çâ® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ç¨á¥« a ¨«¨ b ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   p. � ª ª ª   p ¤¥«¨âáï
áã¬¬  íâ¨å ç¨á¥«, â® ¨§ ¤¥«¨¬®áâ¨   p ®¤®£® ¨§ ¨å á«¥¤ã¥â ¤¥«¨¬®áâì   p ¨
¤àã£®£®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® p ®ª §ë¢ ¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¨å ¢§ ¨¬®© ¯à®áâ®â¥. ¤
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¨á¯®«ì§®¢ ë© ¢ ¯à¨¢¥¤¥®¬ à¥è¥¨¨ ¯à¨¥¬, ®ª §ë¢ ¥âáï
¢¥áì¬  ¯®«¥§ë¬ ¯à¨ à¥è¥¨¨ àï¤  § ¤ ç. � § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¯®ï¢¨¢è¥-
¥áï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ à ááã¦¤¥¨¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ã ¤¢ãå ç¨á¥«
®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï, ¡®«ìè¥£® ç¥¬ 1, ¬®¦® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.1 § ¬¥¨âì (¥
â¥àïï ®¡é®áâ¨) ¡®«¥¥ á¨«ìë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ã íâ¨å ç¨á¥«
®¡é¥£® ¯à®áâ®£® ¤¥«¨â¥«ï.

� áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ®¤ã § ¤ çã, ¯à¨ à¥è¥¨¨ ª®â®à®© â ª¦¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¥¤-
«®¦¥¨¥ 3.2.

�à¨¬¥à 3.1. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«®, ï¢«ïîé¥¥áï ª¢ ¤à â®¬ ¥ª®â®à®£®
æ¥«®£® ç¨á« , ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, â® ®® ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï ¨   ç¨á«® p2.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ç¨á«® a2 = a ·a (ï¢«ïîé¥¥áï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢ãå ®¤¨ ª®-
¢ëå á®¬®¦¨â¥«¥©) ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2 å®âï ¡ë
®¤¨ ¨§ íâ¨å á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p, â ª çâ® a = px ¤«ï ¥ª®â®à®£®
æ¥«®£® ç¨á«  x. �âáî¤  a2 = p2x2. ¤

�®ª § ®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 3.1 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â®¦¥ ¯®«¥§® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¯à¨ à¥è¥-
¨¨ ¬®£¨å § ¤ ç. � áá¬®âà¨¬ §¤¥áì

�à¨¬¥à 3.2. �®ª § âì, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå ¥ç¥âëå ç¨á¥« ¥ ï¢-
«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ æ¥«®£® ç¨á« .

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ a = 2m + 1 ¨ b = 2n + 1 | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¥ç¥âë¥
ç¨á« , â® ç¨á«® a2 + b2 = 2(2(m2 + m + n2 + n) + 1) ¤¥«¨âáï   2 ¨ ¥ ¤¥«¨âáï  
4 = 22,   ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¨¬¥à  3.1 ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ª¢ ¤à â®¬ æ¥«®£®
ç¨á« . ¤

�«¥¤ãîé¥¥ ¢ ¦¥©è¥¥ á¢®©áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¡ë«® ¤®ª § ® �¢ª«¨¤®¬ ¡®-
«¥¥ 2000 «¥â â®¬ã  § ¤.

�¥®à¥¬  3.1. �®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®¥çë¬.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ª®¥ç®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯à®áâëå

ç¨á¥« ¢á¥£¤   ©¤¥âáï å®âï ¡ë ®¤® ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¥¥ íâ®¬ã ¬®-
¦¥áâ¢ã. �ç¥¢¨¤®, çâ® íâ® á¢®©áâ¢® ¨ ¡ã¤¥â ®§ ç âì ¡¥áª®¥ç®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å
¯à®áâëå ç¨á¥«.

�â ª, ¯ãáâì p1, p2, . . . , pn | ª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯à®áâëå ç¨á¥«.
� áá¬®âà¨¬ ç¨á«®

a = p1 · p2 · · · · · pn + 1.

� ª ª ª a > 1, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.1 á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤® ¯à®áâ®¥
ç¨á«® p, ¤¥«ïé¥¥ ç¨á«® a. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ç¨á«® a ¥ ¬®¦¥â ¤¥«¨âìáï ¨   ®¤®
¨§ ç¨á¥« p1, p2, . . . , pn, â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥   íâ® ç¨á«® ¤¥«¨«®áì ¡ë ¨
ç¨á«® 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ç¨á«® p ¥ á®¢¯ ¤ ¥â ¨ á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« p1, p2, . . . , pn,
çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. ¤

� ª ã§ âì, ï¢«ï¥âáï «¨ ¤ ®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® ¯à®áâë¬? � ¨¡®«¥¥ ¯àï-
¬®© ¯ãâì á®áâ®¨â ¢ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª¥ â®£®, ¤¥«¨âáï «¨ ¤ ®¥ ç¨á«® n
  ª ª®¥-«¨¡®  âãà «ì®¥ ç¨á«® m < n. �à¨ íâ®¬, à §ã¬¥¥âáï, ¤®áâ â®ç® ®£à -
¨ç¨âìáï à áá¬®âà¥¨¥¬ «¨èì ¯à®áâëå ç¨á¥« m, ¨ §¤¥áì ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§ë¬
á«¥¤ãîé¥¥
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.3. �á«¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® n ï¢«ï¥âáï á®áâ ¢ë¬, â® ®®
®¡« ¤ ¥â ¯à®áâë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ p â ª¨¬, çâ® p 6 √

n.
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ç¨á«® ï¢«ï¥âáï á®áâ ¢ë¬, â®  ©¤ãâáï  âãà «ìë¥ ç¨á« 

a ¨ b â ª¨¥, çâ® n = ab ¨ 1 < a, b < n. �ãáâì (¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨) a 6 b ¨ p |
ª ª®©-«¨¡® ¯à®áâ®© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  a,   ¯®â®¬ã ¨ ç¨á«  n. �®£¤  p2 6 a2 6 ab = n,
®âªã¤  p 6 √

n. ¤
� ¯à¨¬¥à, ç¨á«® 101 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, â ª ª ª ¥ ¤¥«¨âáï ¨   2, ¨   3,

¨   5, ¨   7,   ¤àã£¨å ¯à®áâëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ç¨á« 
√

101, ¥â.
�â¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.3 ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨  å®¦¤¥¨¨ á¯¨áª  ¢á¥å ¯à®-

áâëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ¤ ®£® ç¨á«  n, á«¥¤ãîé¨¬ á¯®á®¡®¬, ª®â®àë©
 §ë¢ ¥âáï à¥è¥â®¬ �à â®áä¥ .

�ë¯¨áë¢ ¥¬ ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  ®â 2 ¤® n. �§ íâ®£® á¯¨áª  ¢ëç¥àª¨¢ ¥¬
¢á¥ ç¥âë¥ ç¨á« , ªà®¬¥ 2. �®á«¥ íâ®£® ¯¥à¢ë¬ ¥¢ëç¥àªãâë¬ ç¨á«®¬ (¥ áç¨-
â ï 2) ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®¥ ç¨á«® 3. �áâ ¢«ïï ç¨á«® 3 ¥¢ëç¥àªãâë¬, ¢ëç¥àª¨¢ ¥¬
¢á¥ ç¨á« , ªà âë¥ 3. �®á«¥ íâ®£® ¯¥à¢ë¬ ¥¢ëç¥àªãâë¬ ç¨á«®¬ (¥ áç¨â ï 2 ¨
3) ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®¥ ç¨á«® 5. �áâ ¢«ïï á®¢  ç¨á«® 5 ¥¢ëç¥àªãâë¬, ¢ëç¥àª¨-
¢ ¥¬ ¢á¥ ç¨á« , ªà âë¥ 5. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¯à¨ ¯®¢â®à¥¨¨ íâ®© ¯à®æ¥¤ãàë ¯¥à¢®¥
¥¢ëç¥àªãâ®¥ ¯®á«¥ ®ç¥à¥¤®£® ¢ëç¥àª¨¢ ¨ï ç¨á«® ¢  è¥¬ á¯¨áª¥ ®ª ¦¥âáï
¯à®áâë¬ ç¨á«®¬. �à®æ¥¤ãàã ¢ëç¥àª¨¢ ¨© á«¥¤ã¥â ®áâ ®¢¨âì, ª®£¤  íâ® ¯à®áâ®¥
ç¨á«® p ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«ìè¥, ç¥¬ √

n: ¢á¥ ®áâ ¢è¨¥áï ¥¢ëç¥àªãâë¬¨ ç¨á«  ï¢-
«ïîâáï ¯à®áâë¬¨. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ç¨á«® m 6 n ï¢«ï¥âáï á®áâ ¢ë¬, â® ¢¢¨¤ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.3 ã ¥£® ¤®«¦¥ ¡ëâì ¯à®áâ®© ¤¥«¨â¥«ì q < p, ¨ ¯®â®¬ã m ¤®«¦®
¡ë«® ¡ëâì ¢ëç¥àªãâë¬   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ íâ ¯¥.

�ëè¥ ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ ç¥¬ 1,
à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥«. �áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á ®
â®¬, áª®«ìª® à §«¨çëå á¯®á®¡®¢ à §«®¦¥¨ï ¤ ®£® ç¨á«  ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®-
áâëå áãé¥áâ¢ã¥â. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ â ª¨¥ à §«®¦¥¨ï, ª ª,  ¯à¨¬¥à, 6 = 2 · 3 ¨
6 = 3 · 2, ¥ áç¨â âì à §«¨çë¬¨, â® ¬®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥  âã-
à «ì®£® ç¨á«  ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯à®áâëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬:

�¥®à¥¬  3.2. �à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a > 1 à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®-
¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥« ¥¤¨áâ¢¥ë¬ á¯®á®¡®¬, ¥á«¨ ¥ ¯à¨¨¬ âì ¢® ¢¨¬ -
¨¥ ¯®àï¤®ª á«¥¤®¢ ¨ï á®¬®¦¨â¥«¥©.

�®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¥á«¨ a = p1p2 · · · pm ¨ a = q1q2 · · · qn

| ¤¢  à §«®¦¥¨ï ¤ ®£® ç¨á«  a, ¢ ª®â®àëå ¢á¥ á®¬®¦¨â¥«¨ p1, p2, . . . , pm

¨ q1, q2, . . . , qn ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨, â® ª®«¨ç¥áâ¢® á®¬®¦¨â¥«¥© ¢
íâ¨å à §«®¦¥¨ïå ®¤® ¨ â® ¦¥, â. ¥. m = n, ¨ á®¬®¦¨â¥«¨ q1, q2, . . . , qn ¢â®-
à®£® à §«®¦¥¨ï ¬®¦®, ¬¥ïï ¬¥áâ ¬¨, à á¯®«®¦¨âì ¨ § ®¢® ¯à®ã¬¥à®¢ âì
â ª, çâ® ¢ ®¡®¨å à §«®¦¥¨ïå   ®¤¨ ª®¢ëå ¬¥áâ å ¡ã¤ãâ áâ®ïâì ®¤¨ ª®¢ë¥
¯à®áâë¥ ç¨á« , â. ¥. pi = qi ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , m.

�â  â¥®à¥¬  â ª¦¥ ¡ë«  ¨§¢¥áâ  ã¦¥ ¢® ¢à¥¬¥  �¢ª«¨¤ , ¨ ª  áâ®ïé¥¬ã
¢à¥¬¥¨ ¯à¨¤ã¬ ® ¬®£® à §«¨çëå ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢. �à¨¢¥¤¥¬ §¤¥áì ®¤® ¨§
¨å.

�â ª, ¯ãáâì a = p1p2 · · · pm ¨ a = q1q2 · · · qn | ¤¢  à §«®¦¥¨ï ¤ ®£®  âã-
à «ì®£® ç¨á«  a > 1 ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥« p1, p2, . . . , pm ¨ q1, q2, . . . ,
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qn á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª § â¥«ìáâ¢® â®£®, çâ® m = n ¨ ¯®á«¥ ¯®¤å®¤ïé¥© ¯¥à¥ã-
¬¥à æ¨¨ á®¬®¦¨â¥«¥© q1, q2, . . . , qn ¢â®à®£® à §«®¦¥¨ï ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , m
¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  pi = qi, ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã a. �® ¯à¥¦¤¥, ç¥¬
¯à¨áâã¯¨âì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª ¨¤ãªâ¨¢®¬ã à ááã¦¤¥¨î, á¤¥« ¥¬ ¤¢  ®¡é¨å § -
¬¥ç ¨ï.

�®-¯¥à¢ëå, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®
¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® m 6 n. �®-¢â®àëå, ®ç¥¢¨¤®, çâ®  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¡®«ì-
è¥¥ 1, ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ «î¡®¬ ¥£® à §«®¦¥¨¨ ¢ ¯à®-
¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥« ª®«¨ç¥áâ¢® á®¬®¦¨â¥«¥© à ¢® 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï
ç¨á«  a, ¤¢  à §«®¦¥¨ï ª®â®à®£® ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥« ãª § ë ¢ëè¥,
âà¥¡ã¥¬ë© ¢ë¢®¤ ï¢«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬, ¥á«¨  ¬ ¨§¢¥áâ®, çâ® ¨«¨ ç¨á«® a ¯à®áâ®¥,
¨«¨ m = 1.

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã. � ª ª ª  ¨¬¥ìè¨¬ ¨§
ç¨á¥«, ¤«ï ª®â®àëå ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ï¢«ï¥âáï ç¨á«® 2, ¨
â ª ª ª íâ® ç¨á«® ¯à®áâ®¥, ®á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ (¯à¨ a = 2) á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®
§ ¬¥ç ¨ï.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® a > 2, ¨ ¯à¥¤¯®« £ ï ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ¤«ï ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¬¥ìè¨å a (¨ ¡®«ìè¨å 1), ¤®ª ¦¥¬
¥£® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨ ¤«ï ç¨á«  a. � ª ª ª ¯à¨ m = 1 íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ § ¬¥ç ¨ï,
á¤¥« ®£® ¢ëè¥,  ¬ ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  m > 2 (  ¯®â®¬ã ¨
n > 2).

�§ à ¢¥áâ¢  a = p1p2 · · · pm á«¥¤ã¥â, çâ® p1 | a, ¨ ¯®â®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
q1q2 · · · qn ¤¥«¨âáï   p1. � ª ª ª p1 | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2 á«¥-
¤ã¥â, çâ® ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© q1, q2, . . . , qn ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p1. �§¬¥¨¢,
¥á«¨ íâ® ¥®¡å®¤¨¬®, ¨å ã¬¥à æ¨î, ¬ë ¬®¦¥¬ ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨ ¯à¥¤¯®« £ âì,
çâ® p1 | q1. �® ¯®áª®«ìªã ¨ ç¨á«® q1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® p1 = q1.
�®« £ ï â¥¯¥àì b = p2p3 · · · pm, ¨¬¥¥¬ p1b = a = q1q2 · · · qn = p1(q2q3 · · · qn), ®âªã¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® b = q2q3 · · · qn. �®áª®«ìªã b < a, ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï á«¥-
¤ã¥â, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® á®¬®¦¨â¥«¥© ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¤¢ãå à §«®¦¥¨© b = p2p3 · · · pm

¨ b = q2q3 · · · qn ç¨á«  b ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥« ¤®«¦® ¡ëâì ®¤¨ ª®¢ë¬,
â. ¥. m − 1 = n − 1,   § ç¨â ¨ m = n. �à®¬¥ â®£®, ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥
£®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¯®á«¥ ¯®¤å®¤ïé¥© ¯¥à¥ã¬¥à æ¨¨ ç¨á¥« q2, q3, . . . , qn ¤®«¦ë
¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢  p2 = q2, p3 = q3, . . . , pm = qm. � ª ª ª à ¢¥áâ¢® p1 = q1
¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì  è¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤«ï ç¨á«  a ¯®«®áâìî
¤®ª §  , ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© è £ § ¢¥àè¥. �¥¬ á ¬ë¬ § ª®ç¥® ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
â¥®à¥¬ë 3.2. ¤

�á«¨ ¢ à §«®¦¥¨¨  âãà «ì®£® ç¨á«  a ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥«
á£àã¯¯¨à®¢ âì ®¤¨ ª®¢ë¥ á®¬®¦¨â¥«¨ ¨ ¢¬¥áâ® ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï § ¯¨á âì ¯®¤-
å®¤ïé¨¥ áâ¥¯¥¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à®áâëå ç¨á¥«, â® ¯®«ãç¨¬ § ¯¨áì ç¨á«  a, ¨¬¥-
îéãî ¢¨¤

a = pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r , (1)

£¤¥ p1, p2, . . . , pr | ¯®¯ à® à §«¨çë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , à á¯®«®¦¥ë¥ ¢ ¯®àï¤ª¥
¢®§à áâ ¨ï, â. ¥. p1 < p2 < · · · < pr, ¨ k1, k2, . . . , kr | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ æ¥«ë¥
ç¨á« . � ª ï § ¯¨áì  §ë¢ ¥âáï ª ®¨ç¥áª¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ (¨«¨ ª ®¨ç¥áª®©
§ ¯¨áìî) ç¨á«  a. �§ â¥®à¥¬ë 3.2 ¯®«ãç ¥¬ ®ç¥¢¨¤®¥
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�«¥¤áâ¢¨¥. �à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a > 1 ®¡« ¤ ¥â ¥¤¨áâ¢¥-
ë¬ ª ®¨ç¥áª¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬. ¤

� ®¨ç¥áª ï § ¯¨áì  âãà «ì®£® ç¨á«  ¯®§¢®«ï¥â ãá¯¥è® à¥è âì àï¤ § -
¤ ç, á¢ï§ ëå á ®â®è¥¨¥¬ ¤¥«¨¬®áâ¨. �¤ã â ªãî § ¤ çã,   ¨¬¥®, § ¤ çã
®¯¨á ¨ï ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ¤ ®£® ç¨á«  ¬ë á¥©ç á à¥è¨¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.4. �ãáâì a |  âãà «ì®¥ ç¨á«® á ª ®¨ç¥áª®© § ¯¨áìî
(1). � âãà «ì®¥ ç¨á«® b â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a,
ª®£¤  ®® ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥

b = pl1
1 pl2

2 · · · plr
r , (2)

£¤¥ ¯®ª § â¥«¨ l1, l2, . . . , lr ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¤¢®©ë¬ ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 li 6 ki

(i = 1, 2, . . . , r).
� ¬¥â¨¬, çâ® § ¯¨áì (2), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ï¢«ï¥âáï ª ®¨ç¥áª¨¬ ¯à¥¤áâ ¢-

«¥¨¥¬ ç¨á«  b, ¯®áª®«ìªã, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ª ®¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï, ¯®ª § â¥«¨
áâ¥¯¥¥© l1, l2, . . . , lr ¥ ®¡ï§ ë ¡ëâì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ç¨á« ¬¨; ¥ª®â®àë¥ ¨§
¨å ¬®£ãâ ®¡à é âìáï ¢ ã«ì, ¨ ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, ¢á¥ ®¨ à ¢ë ã«î, ¬ë ¯®«ãç ¥¬
ç¨á«® 1, ª®â®à®¥, à §ã¬¥¥âáï, ¢å®¤¨â ¢ ¬®¦¥áâ¢® ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  a. � ®áâ «ìëå
á«ãç ïå ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï ª ®¨ç¥áª®© § ¯¨á¨ ç¨á«  b á«¥¤ã¥â ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (2)
¢ëç¥àªãâì â¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , ¯®ª § â¥«¨ áâ¥¯¥¥© ã ª®â®àëå à ¢ë 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.4  ç¥¬ á ¤®áâ â®ç®áâ¨ ãá«®¢¨©: ¯®ª ¦¥¬,
çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® b ¢¨¤  (2) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a.
�«ï íâ®£® ¯®« £ ¥¬ c = pk1−l1

1 pk2−l2
2 · · · pkr−lr

r . � ª ª ª ¢¢¨¤ã ¥®âà¨æ â¥«ì®áâ¨
¯®ª § â¥«¥© áâ¥¯¥¥© ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã a = bc,
¨¬¥¥¬ b |a, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â®£® § ¬¥â¨¬ á ç « , çâ® ¥á«¨ p ¨ q | à §«¨çë¥
¯à®áâë¥ ç¨á« , â® (p, q) = 1, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â (á¬. ¯à¨¬¥à 2.3), çâ® ¤«ï «î¡ëå  -
âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n (pm, qn) = 1. � ç áâ®áâ¨, á®¬®¦¨â¥«¨ pk1

1 , pk2
2 , . . . , pkr

r

ª ®¨ç¥áª®© § ¯¨á¨ (1) ç¨á«  a ï¢«ïîâáï ¯®¯ à® ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨.
�âáî¤  á ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3 ª â¥®à¥¬¥ 2.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨
ç¨á«® ¢¨¤  pm, £¤¥ p ¯à®áâ®¥ ¨ m  âãà «ì®¥, ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  a, â® p
á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« p1, p2, . . . , pr, ¨ ¥á«¨ p = pi, â® m 6 ki.

�ãáâì â¥¯¥àì b | ¯à®¨§¢®«ìë©  âãà «ìë© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  a. � ª ª ª ¢®§-
¬®¦®áâì § ¯¨á¨ ç¨á«  1 ¢ ¢¨¤¥ (2) ®ç¥¢¨¤ , ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® b > 1. �à®-
¨§¢®«ìë© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  b, ¨¬¥îé¨© ¢¨¤ pm, £¤¥ p ¯à®áâ®¥ ¨ m  âãà «ì®¥,
¤®«¦¥ ¡ëâì, à §ã¬¥¥âáï, ¤¥«¨â¥«¥¬ ¨ ç¨á«  a, ¨ ¯®â®¬ã ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® § ¬¥-
ç ¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® i ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® p = pi ¨ ¥à ¢¥áâ¢®
m 6 ki. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢ ª ®¨ç¥áªãî § ¯¨áì ç¨á«  b ¢å®¤ïâ «¨èì áâ¥¯¥¨
¥ª®â®àëå (¢®§¬®¦®, ¢á¥å) ¯à®áâëå ç¨á¥« p1, p2, . . . , pr á ¯®ª § â¥«ï¬¨, ¥ ¯à¥-
¢®áå®¤ïé¨¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ç¨á¥« k1, k2, . . . , kr. �®¡ ¢¨¢ ª ª ®¨ç¥áª®© § -
¯¨á¨ ç¨á«  b ®áâ ¢è¨¥áï ç¨á«  ¨§ á¯¨áª  p1, p2, . . . , pr á ã«¥¢ë¬¨ ¯®ª § â¥«ï¬¨,
¯®«ãç¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ íâ®£® ç¨á«  ¢ ¢¨¤¥ (2). ¤

�¯¨á ¨¥ ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥©  âãà «ì®£® ç¨á«  a, ¯®«ãç¥®¥ ¢
¯à¥¤«®¦¥¨¨ 3.4, ¯®§¢®«ï¥â ã§ âì, áª®«ìª® à §«¨çëå  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥©
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¨¬¥¥â ç¨á«® a. � ç¥ £®¢®àï, ª ®¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥  âãà «ì®£® ç¨á«  a
¯®§¢®«ï¥â ¢ëç¨á«¨âì § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ τ(x), ®¯à¥¤¥«¥®©   ¬®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å  -
âãà «ìëå ç¨á¥«, § ç¥¨¥ ª®â®à®© ¯à¨ x = a, à ¢® ç¨á«ã ¢á¥å  âãà «ìëå
¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  a. � ¯à¨¬¥à, τ(1) = 1; ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® τ(p) = 2. �
®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.5. �ãáâì a = pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

 âãà «ì®£® ç¨á«  a > 1. �®£¤ 

τ(a) = (k1 + 1)(k2 + 1) · · · (kr + 1). (3)

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.4 ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  a á®¢-
¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ç¨á¥«, § ¯¨áë¢ ¥¬ëå ¢ ¢¨¤¥ b = pl1

1 pl2
2 · · · plr

r , £¤¥ ¤«ï ª ¦¤®£®
i = 1, 2, . . . , r ç¨á«® li ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 li 6 ki ¨ ¯®â®¬ã ¬®¦¥â
¯à¨¨¬ âì ¢ â®ç®áâ¨ ki + 1 § ç¥¨©. � ª ª ª ª ¦¤®¥ ¨§ k1 + 1 § ç¥¨© ç¨á«  l1
¬®¦¥â ª®¬¡¨¨à®¢ âìáï á ª ¦¤ë¬ ¨§ k2 +1 § ç¥¨© ç¨á«  l2 ¨ â. ¤., ¢á¥£® ¨¬¥¥âáï
(k1 + 1)(k2 + 1) · · · (kr + 1) à §«¨çëå  ¡®à®¢ ¯®ª § â¥«¥©. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®
à §ë¬  ¡®à ¬ ¯®ª § â¥«¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §ë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á«  a. ¤

� â¥®à¨¨ ç¨á¥« à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¥é¥ ®¤  äãªæ¨ï ®â  âãà «ì®£®  à£ã-
¬¥â ; íâ® äãªæ¨ï σ(x), § ç¥¨¥ ª®â®à®© ¯à¨ x = a à ¢® áã¬¬¥ ¢á¥å  âãà «ì-
ëå ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  a. �¬¥ï ª ®¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ç¨á«  a, «¥£ª® ¢ëç¨á-
«¨âì ¨ § ç¥¨¥ ¯à¨ x = a äãªæ¨¨ σ(x):

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.6. �ãáâì a = pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

 âãà «ì®£® ç¨á«  a > 1. �®£¤ 

σ(a) = pk1+1
1 − 1
p1 − 1 · pk2+1

2 − 1
p2 − 1 · · · p

kr+1
r − 1
pr − 1 . (4)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®á«¥ à áªàëâ¨ï áª®¡®ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥

(1 + p1 + · · ·+ pk1
1 )(1 + p2 + · · ·+ pk2

2 ) · · · (1 + pr + · · ·+ pkr
r )

ï¢¨âáï áã¬¬®© ¯®¯ à® à §«¨çëå ¢á¥¢®§¬®¦ëå ¢ëà ¦¥¨© ¢¨¤  pl1
1 pl2

2 · · · plr
r , £¤¥

0 6 li 6 ki (i = 1, 2, . . . , r), â. ¥. ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 3.4 | áã¬¬®© ¢á¥å
¤¥«¨â¥«¥© ç¨á«  a. � ª ª ª ¯® ä®à¬ã«¥ áã¬¬ë £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¤«ï
ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , r ¨¬¥¥¬

1 + pi + · · ·+ pk1
i = pki+1

i − 1
pi − 1 ,

à ¢¥áâ¢® (4) ¤®ª § ®. ¤
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�à¨¬¥à 3.3. � ©â¨ ç¨á«® ¢¨¤  2l3m, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® áã¬¬  ¢á¥å ¥£®
 âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© à ¢  403.

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¯®ª § â¥«¨ l ¨ m ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤®¢à¥¬¥® à ¢ë¬¨ 0. �á«¨
l = 0, â® ª ®¨ç¥áª ï § ¯¨áì  è¥£® ç¨á«  ¨¬¥¥â ¢¨¤ 3m, ¨ ¯à¨¬¥ïï ä®à¬ã«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.6, ¨¬¥¥¬ 3m+1 − 1 = 2 · 403. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® 3m+1 =
807 = 3 · 269, ¥¢ë¯®«¨¬®¥ ¯à¨ æ¥«ëå m, â ª ª ª ç¨á«® 269 ¯à®áâ®¥. �á«¨ m = 0,
â® ª ®¨ç¥áª ï § ¯¨áì  è¥£® ç¨á«  ¨¬¥¥â ¢¨¤ 2l, ¨ ¯®â®¬ã 2l+1 − 1 = 403, çâ®
â ª¦¥ ¥¢®§¬®¦®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, l > 0, m > 0 ¨ 2l3m | ª ®¨ç¥áª ï § ¯¨áì  è¥£® ç¨á« . �®
ä®à¬ã«¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.6 ¨¬¥¥¬

(2l+1 − 1)(3m+1 − 1) = 2 · 403 = 2 · 13 · 31

(£¤¥, ®â¬¥â¨¬, 2, 13 ¨ 31| ¯à®áâë¥ ç¨á« ). � ª ª ª 2l+1 − 1 > 1 ¨ 3m+1 − 1 > 1, â®
à §«®¦¥¨¥   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ 2·13·31 ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï íâ¨å ç¨á¥« ¤®«¦® á®áâ ¢-
«ïâìáï ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §«®¦¥¨© á®¬®¦¨â¥«¥©. �®áª®«ìªã ç¨á«® 2l+1 − 1
¥ç¥â® ¨ à ¢¥áâ¢  2l+1− 1 = 13 ¨ 2l+1− 1 = 13 · 31 â ª¦¥ ¥¢®§¬®¦ë ¯à¨ æ¥«ëå
§ ç¥¨ïå l, ¨¬¥¥¬ 2l+1 − 1 = 31 ¨ 3m+1 − 1 = 26. �âáî¤  l = 4 ¨ m = 2, â ª çâ®
¨áª®¬®¥ ç¨á«® ¥áâì 2432 = 144. ¤

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 3.5 ¨ 3.6 ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ ¢ëâ¥ª ¥â

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.7. �á«¨  âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â®
τ(ab) = τ(a)τ(b) ¨ σ(ab) = σ(a)σ(b). ¤

�¢®©áâ¢® äãªæ¨© τ(x) ¨ σ(x), áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 3.7,  §ë-
¢ îâ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâìî íâ¨å äãªæ¨©. � á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¡ã¤¥â ¤®ª -
§ ®, çâ® íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ¥é¥ ®¤  ¢ ¦ ï â¥®à¥â¨ª®-ç¨á«®¢ ï äãªæ¨ï.

� áã¬¬®© ¤¥«¨â¥«¥©  âãà «ì®£® ç¨á«  á¢ï§ ® ®¤® ¨â¥à¥á®¥ ¯®ïâ¨¥.
� âãà «ì®¥ ç¨á«® a  §ë¢ ¥âáï á®¢¥àè¥ë¬, ¥á«¨ ®® á®¢¯ ¤ ¥â á áã¬¬®© ¢á¥å
á¢®¨å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥©, ®â«¨çëå ®â á ¬®£® ç¨á«  a; ¨ ç¥ £®¢®àï, ç¨á«® a
ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  σ(a) = 2a. �®ïâ¨¥ á®¢¥àè¥-
®£® ç¨á«  ¯®ï¢¨«®áì ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥ �à¥¢¥© �à¥æ¨¨; ¤à¥¢¨¥ £à¥ª¨ § «¨ ç¥âëà¥
á®¢¥àè¥ëå ç¨á« : 6, 28, 496 ¨ 8128. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, ç¥âë¥ á®¢¥àè¥ë¥
ç¨á«  ¬®¦® ®¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.8. � âãà «ì®¥ ç¥â®¥ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥ë¬
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¨¬¥¥â ¢¨¤ a = 2k−1(2k − 1) ¤«ï ¥ª®â®à®£®  -
âãà «ì®£® ç¨á«  k > 2, â ª®£®, çâ® ç¨á«® 2k − 1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®  ç¥¬ á ¤®áâ â®ç®áâ¨. �ãáâì ç¨á«® a ¨¬¥¥â ¢¨¤ a =
2k−1(2k − 1), £¤¥ k > 2 ¨ 2k − 1 | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. � ª ª ª ç¨á«  2k−1 ¨ 2k − 1 ¢§ -
¨¬® ¯à®áâë, ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.7 ¨¬¥¥¬ σ(a) = σ(2k−1)σ(2k − 1). �® ä®à¬ã«¥
(4) σ(2k−1) = 2k− 1,   â ª ª ª ç¨á«® 2k− 1 ¯à®áâ®¥, â® σ(2k− 1) = 1 + (2k− 1) = 2k.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, σ(a) = (2k − 1) · 2k = 2a, â ª çâ® ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥ë¬.

�¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®  âãà «ì®¥ ç¥â®¥ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥-
ë¬, â. ¥. σ(a) = 2a. �ãáâì n |  ¨¡®«ìè¥¥ æ¥«®¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® 2n | a. �®£¤ 
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a = 2nb ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¥ç¥â®£® ç¨á«  b. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã ç¨á«® a ï¢«ï-
¥âáï ç¥âë¬, n > 1, ¨ ¯®â®¬ã, ¯®« £ ï k = n + 1, ¯®«ãç ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ç¨á«  a
¢ ¢¨¤¥ a = 2k−1b, £¤¥ k > 2. �®áª®«ìªã ç¨á«® b ¥ç¥â®, ¨¬¥¥¬ (2k−1, b) = 1, ®âªã¤ 
¢¢¨¤ã ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâ¨ äãªæ¨¨ σ(x) ¯®«ãç ¥¬ σ(a) = σ(2k−1)σ(b). � ª ª ª
σ(a) = 2a = 2kb ¨ σ(2k−1) = 2k− 1, íâ® à ¢¥áâ¢® ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ 2kb = (2k− 1)σ(b).
�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® 2kb ¤¥«¨âáï   2k−1, ¨ â ª ª ª ç¨á«  2kb ¨ 2k−1
¢§ ¨¬® ¯à®áâë, ç¨á«® b ¤¥«¨âáï   2k − 1, ¨ ¯®â®¬ã ¤«ï ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£®
ç¨á«  c ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® b = (2k−1)c. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® b íâ® ¥£® ¢ëà ¦¥¨¥
¢ à ¢¥áâ¢® 2kb = (2k − 1)σ(b), ¯®á«¥ ®ç¥¢¨¤®£® á®ªà é¥¨ï ¯®«ãç ¥¬ σ(b) = 2kc,
®âªã¤  σ(b) = (2k − 1)c + c = b + c.

�®ª ¦¥¬, çâ® c = 1. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¡ë ¢ë¯®«ï«®áì ¥à ¢¥áâ¢® c > 1, â®
¢¢¨¤ã ®ç¥¢¨¤®£® ¥à ¢¥áâ¢  c < b, ç¨á«  b, c ¨ 1 ¡ë«¨ ¡ë ¯®¯ à® à §«¨çë¬¨
¤¥«¨â¥«ï¬¨ ç¨á«  b, ¨ ¯®â®¬ã ¤®«¦® ¡ë«® ¡ë ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® σ(b) >
b + c + 1, ¯à®â¨¢®à¥ç é¥¥ à ¢¥áâ¢ã σ(b) = b + c.

�â ª, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® b = 2k − 1 ¨ σ(b) = 2k. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® b
ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¤®«¦® áãé¥áâ¢®¢ âì â ª®¥
 âãà «ì®¥ ç¨á«® d, çâ® ç¨á«  b, d ¨ 1 ï¢«ïîâáï ¯®¯ à® à §«¨çë¬¨ ¤¥«¨â¥«ï¬¨
ç¨á«  b, ®âªã¤  σ(b) > b + d + 1 = 2k + d > 2k = σ(b), çâ® ¥¢®§¬®¦®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, a = 2k−1(2k − 1), £¤¥ k > 2 ¨ 2k − 1 | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �à¥¤«®-
¦¥¨¥ 3.8 ¤®ª § ®. ¤

�â¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.8  §ë¢ îâ â¥®à¥¬®© �¢ª«¨¤  { �©«¥à . �¢ª«¨¤
¢ á¢®¨å "� ç « å" ¤®ª § «, çâ® «î¡®¥ ç¨á«® ãª § ®£® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¢¨¤  ï¢-
«ï¥âáï á®¢¥àè¥ë¬,   �©«¥à á¯ãáâï 2000 «¥â ¯®ª § «, çâ® ¤àã£¨å ç¥âëå á®¢¥à-
è¥ëå ç¨á¥« ¥â. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤® á¨å ¯®à ¥¨§¢¥áâ®, áãé¥áâ¢ãîâ «¨
¥ç¥âë¥ á®¢¥àè¥ë¥ ç¨á« . �¥¨§¢¥áâ® â ª¦¥, ï¢«ï¥âáï «¨ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ç¥â-
ëå á®¢¥àè¥ëå ç¨á¥« ª®¥çë¬ ¨«¨ ¡¥áª®¥çë¬. �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ï¢¨«áï
¡ë, à §ã¬¥¥âáï, ¨ ®â¢¥â®¬   ¢®¯à®á, ï¢«ï¥âáï «¨ ª®¥çë¬ ¨«¨ ¡¥áª®¥çë¬ ¬®-
¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¢¨¤  2k − 1, ¨  ®¡®à®â.

�¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® 2k−1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, â® ¯à®áâë¬ ¤®«¦®
¡ëâì ¨ ç¨á«® k. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ç¨á«® k á®áâ ¢®¥ ¨ k = mn, £¤¥ m > 1 ¨ n > 1
| ¥ª®â®àë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , â® à ¢¥áâ¢®

2k − 1 = (2m)n − 1 = (2m − 1)(2m(n−1) + 2m(n−2) + · · ·+ 2m + 1)

(¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  § ¤ ç¨ 1.4) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¨ ç¨á«® 2k−1 ¡ã¤¥â á®áâ ¢-
ë¬.

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ®¡à â®¥ ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . �®âï ¯à¨ k = 2, 3, 5 ¨ 7 ç¨á«® 2k−1 ï¢-
«ï¥âáï ¯à®áâë¬ (¨ ¤ ¥â ç¥âë¥ á®¢¥àè¥ë¥ ç¨á« , ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ëè¥), ã¦¥ ¯à¨
k = 11 ç¨á«® 2k − 1 ï¢«ï¥âáï á®áâ ¢ë¬. �à®áâë¥ ç¨á«  ¢¨¤  2k − 1  §ë¢ îâ ¯à®-
áâë¬¨ ç¨á« ¬¨ �¥àá¥  ¯® ¨¬¥¨ äà æã§áª®£® ¬ â¥¬ â¨ª  �¥àá¥ , ¦¨¢è¥£®
¢ ®¤® ¢à¥¬ï á �¥à¬  ¨ ¨â¥à¥á®¢ ¢è¥£®áï íâ¨¬¨ ç¨á« ¬¨. �®«£®¥ ¢à¥¬ï  ¨¡®«ì-
è¨¬ ¨§¢¥áâë¬ ¯à®áâë¬ ç¨á«®¬ �¥àá¥  ï¢«ï«®áì ç¨á«® 231 − 1; ¯à®áâ®â  ¥£®
¡ë«  ãáâ ®¢«¥  �©«¥à®¬. �  áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï á¯¨á®ª ¨§¢¥áâëå ¯à®áâëå ç¨á¥«
�¥àá¥  § ç¨â¥«ì® à áè¨à¥, ¡« £®¤ àï ¢®§à®áè¨¬ ¢®§¬®¦®áâï¬ ¢ëç¨á«¨-
â¥«ì®© â¥å¨ª¨. �®¯à®á ® ª®¥ç®áâ¨ ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  â ª¨å ç¨á¥«
®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬.
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� § ª«îç¥¨¥, á«¥¤ã¥â ã¯®¬ïãâì ¨ ® ¯à®áâëå ç¨á« å �¥à¬ ; íâ® ç¨á«  ¢¨¤ 
2k + 1. �¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ â ª®¥ ç¨á«® ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, â® k ¤®«¦® ¡ëâì
áâ¥¯¥ìî ç¨á«  2. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ã ç¨á«  k ¥áâì ¥ç¥âë© ¤¥«¨â¥«ì, ¡®«ìè¨©,
ç¥¬ 1, â. ¥. ¤«ï ¥ª®â®àëå  âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ t ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® k =
(2m + 1)t, â® ¢¢¨¤ã à ¢¥áâ¢ 

2k + 1 = (2t)2m+1 + 1 = (2t + 1)(2t(2m) − 2t(2m−1) + 2t(2m−2) − · · ·+ 22t − 2t + 1)

(á¬. § ¤ çã 1.5) ç¨á«® 2t + 1 ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  2k + 1. � ª ª ª, ª â®¬ã
¦¥, ¨§ ®ç¥¢¨¤ëå ¥à ¢¥áâ¢ 1 6 t < k á«¥¤ãîâ ¥à ¢¥áâ¢  1 < 2t + 1 < 2k + 1,
ç¨á«® 2k + 1 ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬. �¥à¬  ¯à¥¤¯®« £ «, çâ® íâ® ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥
¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ï¢«ï¥âáï ¨ ¤®áâ â®çë¬, â. ¥. çâ® ¢á¥ ç¨á«  ¢¨¤  22n + 1 (£¤¥
n > 0) ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, å®âï ¯à¨ n = 0, 1, 2, 3 ¨ 4 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®
¯®«ãç îâáï ¯à®áâë¥ ç¨á«  3, 5, 17, 257 ¨ 65537 á®®â¢¥áâ¢¥®, ª ª ¯®ª § « �©-
«¥à, ¯à¨ n = 5 ¯®«ãç ¥âáï á®áâ ¢®¥ ç¨á«®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ �¥à¬ 
®ª § «®áì ®è¨¡®çë¬.

������ � ��������� 3
3.1. �®ª § âì, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ç¥âëà¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«

¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ª¢ ¤à â®¬ æ¥«®£® ç¨á« .
3.2. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®àëå  âãà «ìëå ç¨á¥« a > 1 ¨ n > 1 ç¨á«®

an − 1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, â® a = 2 ¨ ç¨á«® n ¯à®áâ®¥.
3.3. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 ç¨á«® n4 + 4 ï¢«ï¥âáï

á®áâ ¢ë¬.
3.4. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 ç¨á«® n8 + n4 + 1 ï¢«ï¥âáï

á®áâ ¢ë¬.
3.5. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p â ª¨¥, çâ® ç¨á«  p+10 ¨ p+14 â®¦¥ ï¢«ïîâáï

¯à®áâë¬¨.
3.6. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p â ª¨¥, çâ® ç¨á«  p + 4 ¨ p + 14 â®¦¥ ï¢«ïîâáï

¯à®áâë¬¨.
3.7. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p â ª¨¥, çâ® ç¨á«  p+10 ¨ p+20 â®¦¥ ï¢«ïîâáï

¯à®áâë¬¨.
3.8. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p â ª¨¥, çâ® ç¨á«  4p2+1 ¨ 6p2+1 â®¦¥ ï¢«ïîâáï

¯à®áâë¬¨.
3.9. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p â ª¨¥, çâ® ç¨á«® 8p2+1 â®¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬.
3.10. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p, ¤«ï ª®â®àëå ç¨á«® 4p+1 ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬

¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .
3.11. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p, ¤«ï ª®â®àëå ç¨á«® 4p + 1 ï¢«ï¥âáï ªã¡®¬

¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .
3.12. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p, ¤«ï ª®â®àëå ç¨á«® 5p + 1 ï¢«ï¥âáï ªã¡®¬

¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .
3.13. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p, ¤«ï ª®â®àëå ç¨á«® 13p + 1 ï¢«ï¥âáï ªã¡®¬

¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .
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3.14. � ©â¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p, ¤«ï ª®â®àëå ç¨á«® 7p + 1 ï¢«ï¥âáï ªã¡®¬
¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« .

3.15. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  p ¨ 2p + 1 ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨, ¯à¨ç¥¬ p > 5,
â® ç¨á«® 4p + 1 á®áâ ¢®¥.

3.16. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b
¨§ â®£®, çâ® ç¨á«  a + b ¨ ab ¤¥«ïâáï   p, á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«  a ¨ b ¤¥«ïâáï   p.

3.17. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b
¨§ â®£®, çâ® ç¨á«  a2 + b2 ¨ ab ¤¥«ïâáï   p, á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«  a ¨ b ¤¥«ïâáï   p.

3.18. �à¨ à §«¨çëå ¯à®áâëå ç¨á« , ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¡®«ìè¥ 3, ®¡à §ãîâ
 à¨ä¬¥â¨ç¥áªãî ¯à®£à¥áá¨î. �®ª § âì, çâ® à §®áâì íâ®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¤¥«¨âáï  
6. (� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâë¥ ç¨á«  3, 5 ¨ 7 ®¡à §ãîâ  à¨ä¬¥â¨ç¥áªãî ¯à®£à¥áá¨î á
à §®áâìî 2.)

3.19. �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ 2, ¬®¦® ®¤®§ ç®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ à §®áâ¨ ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå  âãà «ìëå ç¨á¥«.

3.20. � ©â¨ ç¨á«® ¢¨¤  3p2, £¤¥ p 6= 3 | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¥á«¨ áã¬¬  ¢á¥å ¥£®
 âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© à ¢  124.

3.21. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«®, áã¬¬  ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ª®â®à®£®
à ¢  465 ¨ ç¨á«® ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© à ¢® 12, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ã ¥£®
à®¢® 2 à §«¨çëå ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«ï.

3.22. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«®, áã¬¬  ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ª®â®à®£®
à ¢  1240 ¨ ç¨á«® ¢á¥å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© à ¢® 12, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ã ¥£®
à®¢® 2 à §«¨çëå ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«ï.

3.23. �®ª § âì, çâ® ¯à¨ n > 2 ç¨á«  2n − 1 ¨ 2n + 1 ¥ ¬®£ãâ ®¤®¢à¥¬¥®
¡ëâì ¯à®áâë¬¨.
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§ 4. �à ¢¥¨ï æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¤ ®¬ã ¬®¤ã«î
�à¨ ¨§ãç¥¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¢¥áì¬  ¯®«¥§ë¬ ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥

áà ¢¥¨ï ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¤ ®¬ã ¬®¤ã«î. �â®â ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ¨§«®-
¦¥¨î ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ íâ®£® ¯®ïâ¨ï. � ç¥¬ á ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

�ãáâì m | ä¨ªá¨à®¢ ®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® æ¥«®¥
ç¨á«® a áà ¢¨¬® á æ¥«ë¬ ç¨á«®¬ b ¯® ¬®¤ã«î m, ¥á«¨ à §®áâì a− b ç¨á¥« a ¨ b
¤¥«¨âáï   m.

�®â ä ªâ, çâ® ç¨á«® a áà ¢¨¬® á ç¨á«®¬ b ¯® ¬®¤ã«î m á¨¬¢®«¨ç¥áª¨ ¬ë
¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ a ≡ b (mod m). � ¯à¨¬¥à, â ª ª ª ç¨á«® 8 − 2 ¤¥«¨âáï
  3, ¬ë ¬®¦¥¬ § ¯¨á âì 8 ≡ 2 (mod 3). � ¤àã£®© áâ®à®ë, ®ç¥¢¨¤®, çâ® 8 6≡ 4
(mod 3).

�§ãç¥¨¥ á¢®©áâ¢ ®â®è¥¨ï áà ¢¥¨ï æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î m  ç¥¬ á
¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4.1. 1) �¥«®¥ ç¨á«® a áà ¢¨¬® á æ¥«ë¬ ç¨á«®¬ b ¯® ¬®¤ã«î
m â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®áâ âª¨ ®â ¤¥«¥¨ï   m ç¨á¥« a ¨ b á®¢¯ ¤ îâ.

2) �â®è¥¨¥ áà ¢¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î m ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨:

(2.1) ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a áà ¢¥¨¥ a ≡ a (mod m) ï¢«ï¥âáï ¨áâ¨ë¬;
(2.2) ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ¨§ a ≡ b (mod m) á«¥¤ã¥â, çâ® b ≡ a (mod m);
(2.3) ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨§ a ≡ b (mod m) ¨ b ≡ c (mod m) á«¥¤ã¥â,

çâ® a ≡ c (mod m).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® ®áâ âª¨ ®â ¤¥«¥¨ï   m ç¨á¥«
a ¨ b á®¢¯ ¤ îâ. �®£¤  ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« q1, q2 ¨ r ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 
a = mq1+r ¨ b = mq2+r, ¨§ ª®â®àëå á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® a−b = m(q1−q2) ¤¥«¨âáï  
m. �®íâ®¬ã ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¬®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® a ≡ b (mod m).

�¡à â®, ¯ãáâì a ≡ b (mod m) ¨ ¯ãáâì a = mq1 + r1, b = mq2 + r2, ¯à¨ç¥¬
0 6 r1 < m ¨ 0 6 r2 < m. �§ íâ¨å ¥à ¢¥áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ® |r1 − r2| < m,   ¨§
à ¢¥áâ¢ ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®

a− b = m(q1 − q2) + (r1 − r2).

� ª ª ª ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ a ≡ b (mod m) ®§ ç ¥â, çâ® ç¨á«® a − b ¤¥«¨âáï   m,
®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ ç¨á«® r1 − r2 ¤¥«¨âáï   m. �á«¨ ¡ë, ¯à¨ íâ®¬, íâ® ç¨á«®
¡ë«® ¡ë ®â«¨çë¬ ®â ã«ï, â® ¢¢¨¤ã á¢®©áâ¢  8) ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ¬ë ¨¬¥«¨
¡ë ¥à ¢¥áâ¢® m 6 |r1 − r2|, ¯à®â¨¢®à¥ç é¥¥ à ¥¥ ãáâ ®¢«¥®¬ã ¥à ¢¥áâ¢ã
|r1 − r2| < m. �®íâ®¬ã r1 − r2 = 0 , â. ¥. r1 = r2, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¤®ª § ®. �á¥ á¢®©áâ¢ , ¯¥-
à¥ç¨á«¥ë¥ ¢® ¢â®à®¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨, á«¥¤ãîâ ¨§ ¥£® ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬. ¤

�®, çâ® ®â®è¥¨¥ áà ¢¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î m ®¡« ¤ ¥â á¢®©-
áâ¢ ¬¨ (2.1) (à¥ä«¥ªá¨¢®áì), (2.2) (á¨¬¬¥âà¨ç®áâì) ¨ (2.3) (âà §¨â¨¢®áâì),
®§ ç ¥â, çâ® íâ® ®â®è¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �®íâ®¬ã ¬®-
¦¥áâ¢® Z ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ¯®¯ à® ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
ª« áá®¢ ç¨á¥«, áà ¢¨¬ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯® ¬®¤ã«î m. �â¨ ª« ááë  §ë¢ îâáï
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ª« áá ¬¨ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m,   ç¨á« , ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ ¤ ®¬ã ª« ááã,  §ë-
¢ îâáï ¢ëç¥â ¬¨ íâ®£® ª« áá . �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.1 ¤ ¥â ¡®«¥¥
 £«ï¤ãî å à ªâ¥à¨§ æ¨î ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m: ¤¢  æ¥«ëå ç¨á«  ï¢«ï-
îâáï ¢ëç¥â ¬¨ ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ª« áá  (â. ¥. ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ª« ááã) â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   m ®¨ ¤ îâ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ®áâ â®ª. �®íâ®¬ã
ª®«¨ç¥áâ¢® à §«¨çëå ª« áá®¢ æ¥«ëå ç¨á¥«, áà ¢¨¬ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯® ¬®¤ã«î m,
à ¢® ç¨á«ã m ¢á¥¢®§¬®¦ëå ®áâ âª®¢ 0, 1, . . . , m− 1, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¯®«ãç¨âìáï
¯à¨ ¤¥«¥¨¨   m ¯à®¨§¢®«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥«.

�®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ Zm,   ª« áá
¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m, á®¤¥à¦ é¨© ¤ ®¥ ç¨á«® a, ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ a; â -
ª¨¬ ®¡à §®¬, a ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å æ¥«ëå ç¨á¥« b, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥â
¬¥áâ® áà ¢¥¨¥ a ≡ b (mod m). � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ª« ááë ¢ëç¥-
â®¢ ¯® ¬®¤ã«î 6, â® ç¨á«® 2 ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã 8,   ç¨á«® 5 ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â
íâ®¬ã ª« ááã. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b à ¢¥áâ¢® a = b ¨¬¥¥â
¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a ≡ b (mod m). �®íâ®¬ã ¨§ ¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ª« áá ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î
m á®¢¯ ¤ ¥â ¢ â®ç®áâ¨ á ®¤¨¬ ¨§ ª« áá®¢ 0, 1, . . . , m− 1, â. ¥.

Zm = {0, 1, . . . , m− 1}.

�®¦¥áâ¢® ç¨á¥«, ¢§ïâëå ¯® ®¤®¬ã ¨§ ª ¦¤®£® ª« áá  ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î
m,  §ë¢ ¥âáï ¯®«®© á¨áâ¥¬®© ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«  0, 1,
. . . , m−1 á®áâ ¢«ïîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. �ãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç-
®¥ ¬®¦¥áâ¢® à §«¨çëå á¯®á®¡®¢ ¢ë¡®à  ¯®«®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¤ ®¬ã
¬®¤ã«î. � ª, ¯®«ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m ï¢«ïîâáï ¨ á¨áâ¥¬  ç¨á¥«
1, 2, . . . , m, ¨ á¨áâ¥¬  ç¨á¥« −1, 0, . . . , m − 2. �é¥ ¯à¨¬¥à: ç¨á«  1, 8, 9, −2, 11,
12 á®áâ ¢«ïîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î 6,   ç¨á«  7, 8, 9, −2, 10, 12
¥â, â ª ª ª ¤¢  ç¨á«  íâ®© á¨áâ¥¬ë −2 ¨ 10 ï¢«ïîâáï ¢ëç¥â ¬¨ ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥
ª« áá ,   ª« áá 5 ®áâ «áï ¡¥§ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï.

�à®¤®«¦¨¬ ¨§ãç¥¨¥ ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ ®â®è¥¨ï áà ¢¥¨ï.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 4.2. �á«¨ a ≡ b (mod m), â® (a,m) = (b,m).
�«ï ®¡®á®¢ ¨ï íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® a−b

¤¥«¨âáï   m, â® ¬®¦¥áâ¢® ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨ m á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬
®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« b ¨ m. ¤

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4.3. �«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãî-
é¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

1) ¥á«¨ a ≡ b (mod m), â® a + c ≡ b + c (mod m);
2) ¥á«¨ a ≡ b (mod m), â® ac ≡ bc (mod m);
3) ¥á«¨ ac ≡ bc (mod m) ¨ ç¨á«® c ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ç¨á«®¬ m, â® a ≡ b

(mod m);
4) ¥á«¨ c > 0, â® áà ¢¥¨¥ a ≡ b (mod m) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® áà ¢¥¨¥ ac ≡ bc (mod mc).
�á¥ íâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯®«ãç îâáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï áà ¢¥¨ï

¨ á¢®©áâ¢ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¨ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®áâ ¢«ï¥âáï ç¨â â¥«î. ¤



52

� á¢ï§¨ á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 4.3 ¢ëáª ¦¥¬ ®¤® ¯à¥¤®áâ¥à¥¦¥¨¥. �à ¢¥¨¥
4 ·2 ≡ 1 ·2 (mod 6) á¯à ¢¥¤«¨¢®,   áà ¢¥¨¥ 4 ≡ 1 (mod 6) ¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡¥
ç áâ¨ áà ¢¥¨ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, á®ªà é âì   ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì ¥«ì§ï. �¢®©áâ¢®
3) £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® â ª®¥ á®ªà é¥¨¥ ¢®§¬®¦®, ¥á«¨ íâ®â ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì ¢§ -
¨¬® ¯à®áâ á ¬®¤ã«¥¬,   á¢®©áâ¢® 4) à §à¥è ¥â á®ªà é âì   ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì ®¡¥
ç áâ¨ áà ¢¥¨ï ¨ ¬®¤ã«ì. � ª, ¢  è¥¬ ¯à¨¬¥à¥ ¨§ áà ¢¥¨ï 4 · 2 ≡ 1 · 2 (mod 6)
á«¥¤ã¥â ¢¥à®¥ áà ¢¥¨¥ 4 ≡ 1 (mod 3).

�â¬¥â¨¬ ¤ «¥¥ ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ á¢®©áâ¢ 1) ¨ 2) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.2 ¯à®áâ®¥, ®
®ç¥ì ¢ ¦®¥ ¤«ï  á á¢®©áâ¢® áà ¢¥¨©.

�«¥¤áâ¢¨¥. �¢  áà ¢¥¨ï ¯® ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ¬®¤ã«î ¬®¦® ¯®ç«¥®
áª« ¤ë¢ âì ¨ ¯¥à¥¬®¦ âì. �®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¥á«¨ a ≡
b (mod m) ¨ c ≡ d (mod m), â® a + c ≡ b + d (mod m) ¨ ac ≡ bd (mod m). �
ç áâ®áâ¨, ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n ¨§ a ≡ b (mod m) á«¥¤ã¥â áà ¢¥¨¥
an ≡ bn (mod m).

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¨¡ ¢¨¢ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ áà ¢¥¨ï a ≡ b (mod m) ç¨á«® c,  
ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ áà ¢¥¨ï c ≡ d (mod m) ç¨á«® b, ¯®«ãç ¥¬ áà ¢¥¨ï

a + c ≡ b + c (mod m) ¨ b + c ≡ b + d (mod m),

¨§ ª®â®àëå ¢ á¨«ã âà §¨â¨¢®áâ¨ ¨ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ áà ¢¥¨¥ a + c ≡ b + d
(mod m). �®§¬®¦®áâì ¯¥à¥¬®¦¥¨ï áà ¢¥¨© ®¡®á®¢ë¢ ¥âáï   «®£¨ç®. �®-
á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®ç¥¢¨¤®© ¨¤ãªæ¨¥©. ¤

�¥à¢ë¥ ¤¢  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íâ®£® á«¥¤áâ¢¨ï ¯®§¢®«ïîâ ®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨¨
á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï   ¬®¦¥áâ¢¥ Zm ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î
m á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë ¨§ Zm. �ë ¯®« £ ¥¬

a + b = a + b ¨ a · b = ab.

�®¤¥à¦ â¥«ì® £®¢®àï, ¬ë ¢¢®¤¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à ¢¨«® á«®¦¥¨ï ¤¢ãå ª« áá®¢
¨§ Zm: çâ®¡ë á«®¦¨âì ¤¢  ª« áá  a ¨ b, á«¥¤ã¥â ¢§ïâì ª ª¨¥-¨¡ã¤ì ¢ëç¥âë a ¨
b íâ¨å ª« áá®¢ ¨ á«®¦¨âì ¨å. �« áá ¢ëç¥â®¢, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë© áã¬¬®© a + b íâ¨å
ç¨á¥«, ¨ ¡ã¤¥â áç¨â âìáï (¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î) áã¬¬®© ¨áå®¤ëå ª« áá®¢. � «®£¨ç®,
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ª« áá®¢ a ¨ b ¬ë áç¨â ¥¬ ª« áá, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë© ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬
ç¨á¥« a ¨ b. � ¯à¨¬¥à, ¤«ï í«¥¬¥â®¢ 2 ¨ 5 ¨§ ¬®¦¥áâ¢  Z6 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬
®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¨¬¥¥¬ 2+5 = 7. � â ª ª ª 7 = 1, â® á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® 2+5 = 1.
� «®£¨ç®, 2 · 5 = 4.

�¤¥áì ¢®§¨ª ¥â ®¤  ¯à®¡«¥¬ , á¢ï§  ï á â¥¬, çâ® ¢ áä®à¬ã«¨à®¢ ëå
¯à ¢¨« å ¢ëç¨á«¥¨ï áã¬¬ë ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¤¢ãå ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¬ë ¯®«ì§ã¥¬áï
¯à®¨§¢®«ì® ¢ë¡à ë¬¨ ¨§ íâ¨å ª« áá®¢ ç¨á« ¬¨. �á«¨ ¢¬¥áâ® ¢ëç¥â  a ¨§ ª« áá 
a ¢ë¡à âì ¤àã£®© ¢ëç¥â c,   ¨§ ª« áá  b | ¢ëç¥â d, â® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á  è¨¬
¯à ¢¨«®¬ áã¬¬®© ª« áá®¢ a ¨ b ¯à¨¤¥âáï  §¢ âì ª« áá c + d, ª®â®àë©, ¯® ¬¥ìè¥©
¬¥à¥, ¢ë£«ï¤¨â ®â«¨çë¬ ®â ª« áá  a + b, ¯®«ãç¥®£® ¯à¨ ¯¥à¢®¬ ¢ë¡®à¥ ¢ëç¥â®¢.
�á«¨ íâ¨ ª« ááë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®£ãâ ®ª § âìáï à §«¨çë¬¨, â®  è¥ ®¯à¥¤¥«¥-
¨¥ á«®¦¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¯«®å¨¬, ¯®áª®«ìªã à¥§ã«ìâ â ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¤®«¦¥
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§ ¢¨á¥âì â®«ìª® ®â áª« ¤ë¢ ¥¬ëå í«¥¬¥â®¢ (¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ | ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢)
¨ ¥ § ¢¨á¥âì ¨ ®â ª ª¨å ¤àã£¨å ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ (â ª¨å, ª ª ¢ë¡®à ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï
¤ ®£® ª« áá ).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¬ë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® à á¯®« -
£ ¥¬ ®¯¥à æ¨¥© á«®¦¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ¬®¦¥áâ¢  Zm,  ¬ á«¥¤ã¥â ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬,
çâ®  è¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ï¢«ï¥âáï å®à®è¨¬. �â® «¥£ª® á¤¥« âì, ¨á¯®«ì§ãï á«¥¤áâ¢¨¥ ª
¯à¥¤«®¦¥¨î 4.2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, â ª ª ª ç¨á«  a ¨ c ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ª« ááã
¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥ a ≡ c (mod m). � «®£¨ç®, b ≡ d
(mod m). � â ª ª ª ¢¢¨¤ã ã¯®¬ïãâ®£® á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ íâ¨å áà ¢¥¨© ¤®«¦® ¢ëâ¥-
ª âì áà ¢¥¨¥ a + b ≡ c + d (mod m), â® ç¨á«  a + b ¨ c + d ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨
â®¬ã ¦¥ ª« ááã ¢ëç¥â®¢, â. ¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® a + b = c + d. � «®£¨ç® ¤®-
ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¨ ®¯¥à æ¨ï ã¬®¦¥¨ï   ¬®¦¥áâ¢¥ Zm ®¯à¥¤¥«¥  å®à®è®, â. ¥.
¨ ¥¥ à¥§ã«ìâ â ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¢ ¯¥à¥¬®¦ ¥¬ëå ª« áá å.

�â ª,   ¬®¦¥áâ¢¥ Zm ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î m ®¯à¥¤¥-
«¥ë ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¤«ï íâ¨å
®¯¥à æ¨© ¢ë¯®«¥ë á¢®©áâ¢  1) { 5) ¨§ § 1. �à®¢¥à¨¬,  ¯à¨¬¥à, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì
 áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ á«®¦¥¨ï: ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ a, b ¨ c ¨¬¥¥¬

(a + b) + c = a + b + c = (a + b) + c = a + (b + c) = a + b + c = a + (b + c).

�â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥© §¤¥áì ï¢«ïîâáï ª« ááë 0 ¨ 1 á®®â¢¥âáâ¢¥®.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, Zm ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬; ¥£®  §ë¢ îâ ª®«ìæ®¬ ¢ëç¥â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥«
¯® ¬®¤ã«î m. � ª ®â¬¥ç¥® ¢ § 1, ¢á¥ ¯à ¢¨«  ®¡à é¥¨ï á® á«®¦¥¨¥¬ ¨ ã¬®-
¦¥¨¥¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ë¥ ¢ «î¡®¬ ª®«ìæ¥, ¬®£ãâ ¯à¨¬¥ïâìáï ¨ ¢ Zm. �¬¥áâ¥ á â¥¬,
ª®«ìæ  ¢ëç¥â®¢ ¬®£ãâ ®¡« ¤ âì á¢®©áâ¢ ¬¨, ®â«¨çë¬¨ ®â á¢®©áâ¢ ç¨á«®¢ëå ª®-
«¥æ Z, Q ¨ R. � ¯à¨¬¥à, ¢ ª®«ìæ¥ Z6 í«¥¬¥âë 2 ¨ 3 ®â«¨çë ®â ã«ï, ® ¨å
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ à ¢® ã«î: 2 · 3 = 6 = 0; â ª¨¬ ®¡à §®¬, Z6 ¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«®áâë¬
ª®«ìæ®¬.

� ¬¥  ¤¥©áâ¢¨© á ç¨á« ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¤¥©áâ¢¨ï¬¨ á ª« áá ¬¨ ¢ëç¥-
â®¢ ¯®§¢®«ï¥â ¢ àï¤¥ á«ãç ¥¢ ¨§¡¥¦ âì £à®¬®§¤ª¨å ¢ëç¨á«¥¨©. �à¨ íâ®¬ ã¤®¡®
¢¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ ¢ Zm ¯¨á âì áà ¢¥¨ï ¯® ¬®¤ã«î m.

�à¨¬¥à 4.1. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï   11 ç¨á«  6020.
�áª®¬ë¬ ®áâ âª®¬ ï¢«ï¥âáï ç¨á«® r, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ 6020 ≡ r

(mod 11) ¨ 0 6 r < 11. � ª ª ª 60 = 5 · 12 ¨ 12 ≡ 1 (mod 11), ¨¬¥¥¬ (¯®á«¥ ã¬®-
¦¥¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥© ¯®á«¥¤¥£® áà ¢¥¨ï   5) 60 ≡ 5 (mod 11), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â
áà ¢¥¨¥ 6020 ≡ 520 (mod 11). �®áª®«ìªã 52 ≡ 3 (mod 11) ¨ 32 ≡ −2 (mod 11),
¨¬¥¥¬

520 = (52)10 ≡ 310 = (32)5 ≡ (−2)5 = −32 ≡ 1 (mod 11).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨áª®¬ë© ®áâ â®ª à ¢¥ 1. ¤

� áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ®¤¨ ¯à¨¬¥à ¯à¨¬¥¥¨ï ¯®«ãç¥ëå  ¬¨ á¢®©áâ¢ áà ¢¥-
¨©.

�à¨¬¥à 4.2. �®ª § âì, çâ® ç¨á«® 830 − 34 ¤¥«¨âáï   55.
� ª ª ª ç¨á«® 55 ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢ãå ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå ç¨á¥« 5 ¨ 11,

¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® 830 − 34 ¤¥«¨âáï   ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ç¨á¥«. �«ï íâ®£®, ¢
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á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì áà ¢¥¨© 830 ≡ 34 (mod 5)
¨ 830 ≡ 34 (mod 11).

�®§¢¥¤ï ®¡¥ ç áâ¨ ®ç¥¢¨¤®£® áà ¢¥¨ï 8 ≡ 3 (mod 5) ¢ 30-ãî áâ¥¯¥ì, ¯®-
«ãç ¥¬ 830 ≡ 330 (mod 5). �á¯®«ì§ãï áà ¢¥¨¥ 9 ≡ −1 (mod 5), ¨¬¥¥¬

330 = 915 ≡ (−1)15 = −1 ≡ 4 (mod 5).

�ë ¢¨¤¨¬, â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® 830 ≡ 4 (mod 5), ®âªã¤  ¢¢¨¤ã áà ¢¥¨ï 4 ≡ 34
(mod 5) ¨ ¯®«ãç ¥¬ 830 ≡ 34 (mod 5).

� «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨ ¢â®à®¥ áà ¢¥¨¥; ¯à¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¯®¤à®¡ëå ¯®ïá-
¥¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à ¢¥áâ¢ ¨ áà ¢¥¨©:

830 ≡ (−3)30 = 915 ≡ (−2)15 = (−8)5 ≡ 35 = 32 · 33 ≡ (−2) · 5
= −10 ≡ 1 ≡ 34 (mod 11). ¤

�¡áã¤¨¬ â¥¯¥àì ¢®¯à®á ®¡ ®¡à â¨¬®áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ã¬®¦¥¨ï ¢ ª®«ìæ¥ Zm:
¤«ï ª ª¨å ª« áá®¢ a ¨ b ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m  ©¤¥âáï â ª®© ª« áá c , çâ® ¢
Zm ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® a · c = b? �§  è¨å ®¯à¥¤¥«¥¨© ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¨ ¨å
ã¬®¦¥¨ï ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â, çâ® íâ®â ¢®¯à®á à ¢®á¨«¥ á«¥¤ãîé¥¬ã:
¤«ï ª ª¨å æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«®¥ ç¨á«® c â ª®¥, çâ® ac ≡ b (mod m)?

� ª¨¬ ®¡à §®¬, à¥çì ¨¤¥â ® à §à¥è¨¬®áâ¨ áà ¢¥¨© ¯¥à¢®© áâ¥¯¥¨ á ®¤®©
¥¨§¢¥áâ®©; â ª ¯®   «®£¨¨ á ãà ¢¥¨ï¬¨  §ë¢ îâ áà ¢¥¨ï ¢¨¤  ax ≡ b
(mod m) (ª®â®àë¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ à ¢®á¨«ìë «¨¥©ë¬ ãà ¢¥¨ï¬
¢¨¤  a · x = b ¢ ª®«ìæ¥ Zm). �®¯à®á ® à §à¥è¨¬®áâ¨ â ª¨å áà ¢¥¨© á¥©ç á ¡ã¤¥â
à §à¥è¥ ¨áç¥à¯ë¢ îé¨¬ ®¡à §®¬.

�¥®à¥¬  4.1. �ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¨ m | ¥ª®â®à®¥
 âãà «ì®¥ ç¨á«®. �ãáâì d = (a,m) |  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨
m. �à ¢¥¨¥

ax ≡ b (mod m) (1)
¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ ¢ Z â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® b ¤¥«¨âáï   d. �à®¬¥
â®£®, ¥á«¨ d |b, â® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥«, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å áà ¢¥¨î (1),
ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ¢ â®ç®áâ¨ d à §«¨çëå ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ãá«®¢¨¥ ï¢«ï¥âáï
¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¤«ï à §à¥è¨¬®áâ¨ áà ¢¥¨ï (1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£®
æ¥«®£® ç¨á«  c ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥ ac ≡ b (mod m). �â® ®§ ç ¥â, çâ® m |(ac− b),
¨ â ª ª ª d | m, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® ac − b ¤¥«¨âáï   d. �®áª®«ìªã d | a,
¯®«ãç ¥¬, çâ® ¨ b ¤¥«¨âáï   d. �â ª, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® ¥á«¨ áà ¢¥¨¥ (1) ¨¬¥¥â
å®âï ¡ë ®¤® æ¥«®ç¨á«¥®¥ à¥è¥¨¥, â® d |b.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ®¡à â®¥, â. ¥. ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ d |b, â® áà ¢¥¨¥ (1) ¨¬¥¥â
æ¥«®ç¨á«¥®¥ à¥è¥¨¥. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ á ç «  ç áâë© á«ãç ©, ª®£¤ 
d = 1, â. ¥. ç¨á«  a ¨ m ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. �ãáâì æ¥«ë¥ ç¨á«  u ¨ v â ª®¢ë, çâ®
au + mv = 1 (¨å áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.2). �¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£®
à ¢¥áâ¢    b, ¯®«ãç ¥¬ b = a(ub) + m(vb). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ c = ub ç¨á«®
ac−b = m(−vb) ¤¥«¨âáï   m, ¨ ¯®â®¬ã ãª § ®¥ ç¨á«® c ã¤®¢«¥â¢®àï¥â áà ¢¥¨î
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ac ≡ b (mod m). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥è¥¨ï áà ¢¥¨ï
(1) ¤®ª § ®.

�¥à¥å®¤ï ª ®¡é¥¬ã á«ãç î, § ¯¨è¥¬ ç¨á«  a, b ¨ m ¢ ¢¨¤¥ a = da1, b = db1
¨ m = dm1, £¤¥ a1, b1 ¨ m1 | ¯®¤å®¤ïé¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ (a1,m1) = 1, ¯®-
áª®«ìªã d = (a,m). �®íâ®¬ã ¢¢¨¤ã à áá¬®âà¥®£® á«ãç ï  ©¤¥âáï æ¥«®¥ ç¨á«®
c, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ áà ¢¥¨î a1c ≡ b1 (mod m1). �¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® áà ¢-
¥¨ï ¨ ¬®¤ã«ì   ç¨á«® d, ¯®«ãç ¥¬ áà ¢¥¨¥ ac ≡ b (mod m). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ áà ¢¥¨ï (1), ¨ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¯®«-
®áâìî ¤®ª § ®.

�®ª ¦¥¬ ¢â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �á«¨ d |b, â® (ª ª â®«ìª® çâ® ¤®ª § ®) áà ¢¥-
¨¥ (1) ¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á«¥ë¥ à¥è¥¨ï, ¨ ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ íâ¨ à¥è¥¨ï æ¥«¨ª®¬
à á¯à¥¤¥«¥ë ¯® ¥áª®«ìª¨¬ ª« áá ¬ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m, ¯à¨ç¥¬ ç¨á«® íâ¨å
ª« áá®¢ à ¢® d. �ë á®åà ï¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï, ¢¢¥¤¥ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬  ¡§ æ¥.

�ãáâì c | ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, ï¢«ïîé¥¥áï à¥è¥¨¥¬ áà ¢¥¨ï (1).
�«ï ª ¦¤®£® ®¬¥à  i = 0, 1, . . . d− 1 ¯®« £ ¥¬ ci = c + im1 (§ ¬¥â¨¬, çâ® c0 = c).
�®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ ç¨á¥« c0, c1, . . . , cd−1 ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ áà ¢¥¨ï (1).
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®áª®«ìªã

aci = a(c + im1) = ac + iam1 = ac + ia1dm1 = ac + m(ia1),

¨¬¥¥¬ aci ≡ ac ≡ b (mod m).
�¥¯¥àì ã¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® ç¨á«  c0, c1, . . . , cd−1 ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¯ à® à §-

«¨çë¬ ª« áá ¬ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬,  ¯à®â¨¢,
çâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå ®¬¥à®¢ i ¨ j, £¤¥ 0 6 i < j 6 d− 1, ç¨á«  ci ¨ cj áà ¢¨¬ë ¯®
¬®¤ã«î m. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ç¨á«® cj−ci ¤¥«¨âáï   m, ¨ â ª ª ª cj−ci = (j−i)m1
¨ m = dm1, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® j − i ¤¥«¨âáï   d. �®á«¥¤¥¥ ¥¢®§¬®¦®,
â ª ª ª ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  0 6 i < j 6 d− 1 á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® 0 < j − i < d.

� ª®¥æ, ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® k, ï¢«ïîé¥¥áï à¥è¥¨¥¬
áà ¢¥¨ï (1), áà ¢¨¬® ¯® ¬®¤ã«î m á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« c0, c1, . . . , cd−1. �§ áà ¢¥-
¨© ak ≡ b (mod m) ¨ ac ≡ b (mod m) á«¥¤ã¥â áà ¢¥¨¥ ak ≡ ac (mod m). �®á«¥
á®ªà é¥¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥© ¨ ¬®¤ã«ï íâ®£® áà ¢¥¨ï   ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì d ¯®«ã-
ç ¥¬ áà ¢¥¨¥ a1k ≡ a1c (mod m1), ®âªã¤  ¢¢¨¤ã ¢§ ¨¬®© ¯à®áâ®âë ç¨á¥« a1 ¨
m1, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯®«ãç ¥¬ k ≡ c (mod m1). �â® ®§ ç ¥â, çâ® ç¨á«® k − c ¤¥-
«¨âáï   m1, â. ¥. ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® k = c+nm1.
� §¤¥«¨¬ ç¨á«® n   d á ®áâ âª®¬:  ©¤¥¬ â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  q ¨ r, çâ® n = dq + r
¨ 0 6< d. �âáî¤ 

k = c + nm1 = c + (dq + r)m1 = (c + rm1) + (dm1)q = cr + mq,

¨ ¯®â®¬ã k ≡ cr (mod m). �á¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë ¤®ª § ë. ¤
�  ï§ëª¥ ª®«ìæ  Zm ¤®ª §  ï â¥®à¥¬  ¬®¦¥â ¡ëâì, ®ç¥¢¨¤®, áä®à¬ã«¨-

à®¢   á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �à ¢¥¨¥ a · x = b ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ ¢ ª®«ìæ¥ Zm â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì d ç¨á¥« a ¨ m ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨-
â¥«¥¬ ç¨á«  b. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ d | b, â® íâ® ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â ¢ â®ç®áâ¨ d
à¥è¥¨©. ¤
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¨ à¥è¥¨ï¬¨ áà ¢¥¨ï (1) ®¡ëç® áç¨â îâ ¥ ®â¤¥«ìë¥ æ¥«ë¥
ç¨á« ,   ª« ááë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. �à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �®«ìæ® Zm ¢ëç¥â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î m ï¢«ï¥âáï ¯®-
«¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  m ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ç¨á«®¬.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ m ï¢«ï¥âáï á®áâ ¢ë¬ ç¨á«®¬, â® m = ab ¤«ï ¥ª®â®àëå
æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b, ¥ ¤¥«ïé¨åáï   m. �®£¤  a ¨ b ï¢«ïîâáï ¥ã«¥¢ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨
ª®«ìæ  Zm,   ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ à ¢® ã«î: a·b = ab = m = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ Zm ¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«®áâë¬ ª®«ìæ®¬,   ¯®â®¬ã ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬ ( ¯®¬¨¬,
çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®«¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«®áâë¬ ª®«ìæ®¬).

�¡à â®, ¥á«¨ ç¨á«® m ¯à®áâ®¥ ¨ í«¥¬¥â a ª®«ìæ  Zm ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, â®
ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï   m ¨ ¯®â®¬ã ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á m. �®£¤  ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 1
ãà ¢¥¨¥ a ·x = b ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ ¢ ª®«ìæ¥ Zm ¯à¨ «î¡®¬ í«¥¬¥â¥ b íâ®£® ª®«ìæ .
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ª®«ìæ® Zm ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬. ¤

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 4.1 ¬®¦® ¨§¢«¥çì ¨ á¯®á®¡ à¥è¥¨ï ¯à®¨§¢®«ì-
®£® áà ¢¥¨ï ¢¨¤  ax ≡ b (mod m). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤®áâ â®ç® ã¬¥âì  ©â¨ à¥-
è¥¨¥ â ª®£® áà ¢¥¨ï, ã ª®â®à®£® ç¨á«  a ¨ m ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. � ¤«ï íâ®£®, ¢
á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¤®áâ â®ç®  ©â¨ â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  u ¨ v, çâ® au + mv = 1 (â®£¤ ,
 ¯®¬¨¬, ç¨á«® c = ub ¨ ¡ã¤¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâì  è¥¬ã áà ¢¥¨î); íâ® ¬®¦®
á¤¥« âì ¯à¨ ¯®¬®é¨  «£®à¨â¬  �¢ª«¨¤  (á¬. ¯à¨¬¥à 2.7).

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, áãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¤àã£¨¥, ¡®«¥¥ ã¤®¡ë¥ á¯®á®¡ë à¥è¥¨ï â ª¨å
áà ¢¥¨©. �¤¨¬ ¨§  ¨¡®«¥¥ ¯à®áâëå ï¢«ï¥âáï á¯®á®¡ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ª®íää¨-
æ¨¥â®¢, ® ¯à¨¬¥¨¬ ® «¨èì ª áà ¢¥¨ï¬, ª®íää¨æ¨¥âë ¨ ¬®¤ã«ì ª®â®àëå
ï¢«ïîâáï ¥ ®ç¥ì ¡®«ìè¨¬¨ ç¨á« ¬¨. � áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.

�à¨¬¥à 4.3. �¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 5x ≡ 8 (mod 14).

� ª ª ª ç¨á«  5 ¨ 14 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, íâ® áà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨ï, ¯à¨ç¥¬
¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¥¬ã, á®áâ ¢«ïîâ ®¤¨ ª« áá ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î
14. �«ï â®£®, çâ®¡ë  ©â¨ íâ®â ª« áá, ¤®áâ â®ç® ¤ ®¥ áà ¢¥¨¥ § ¬¥¨âì à ¢-
®á¨«ìë¬ ¥¬ã áà ¢¥¨¥¬ ¢¨¤  x ≡ c (mod 14), £¤¥ c | ¥ª®â®à®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® (¨
â®£¤  à¥è¥¨¥¬  è¥£® áà ¢¥¨ï ¡ã¤¥â ª« áá ¢ëç¥â®¢ c).

�á«¨ ¡ë ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ áà ¢¥¨ï 5x ≡ 8 (mod 14) áâ®ï«® ¥ 8,   ç¨á«®, ªà â-
®¥ 5, â® á®ªà â¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ áà ¢¥¨ï   ç¨á«® 5 (¢§ ¨¬® ¯à®áâ®¥ á 14), ¬ë ¨
¯®«ãç¨«¨ ¡ë âà¥¡ã¥¬®¥ áà ¢¥¨¥. � á¢ï§¨ á íâ¨¬, ¢®§¨ª ¥â ¯à®áâ ï ¨¤¥ï ¯®¯à®-
¡®¢ âì § ¬¥¨âì  è¥ áà ¢¥¨¥ à ¢®á¨«ìë¬ ¥¬ã, ® á ¯à ¢®© ç áâìî, ªà â®© 5.
� ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® § ¬¥¨âì 8 ç¨á«®¬, áà ¢¨¬ë¬ á 8 ¯® ¬®¤ã«î 14 ¨ ªà âë¬
5. �ë¯¨áë¢ ï àï¤ áà ¢¨¬ëå á 8 ç¨á¥« 8+14 = 22, 8+14 ·2 = 36, 8+14 ·3 = 50, ¬ë
®¡ àã¦¨¢ ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ç¨á«®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ 8 ≡ 50 (mod 14) ¨ ¯®â®¬ã
 è¥ áà ¢¥¨¥ à ¢®á¨«ì® áà ¢¥¨î 5x ≡ 50 (mod 14). �®ªà â¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ¥£®
  5, ¯®«ãç ¥¬ x ≡ 10 (mod 14), ¨ ¨áå®¤®¥ áà ¢¥¨¥ à¥è¥®. �â® ®§ ç ¥â, çâ®
¨áå®¤®¬ã áà ¢¥¨î ã¤®¢«¥â¢®àïîâ æ¥«®¥ ç¨á«® 10, ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , áà ¢¨¬ë¥
á 10 ¯® ¬®¤ã«î 14, ¨ â®«ìª® ®¨. �®á«¥¤¥¥ áà ¢¥¨¥ ¬®¦® áç¨â âì ¨ § ¯¨áìî
®â¢¥â ; ®â¢¥â ¬®¦® § ¯¨á âì ¨ ¢ ¢¨¤¥ "ª« áá ¢ëç¥â®¢ 10 ¯® ¬®¤ã«î 14". ¤

�à¨¬¥à 4.4. �¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 15x ≡ 25 (mod 35).
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� ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì 5 ç¨á¥« 15 ¨ 35 ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  25, ¨
¯®â®¬ã íâ® áà ¢¥¨¥ à §à¥è¨¬®; ¡®«¥¥ â®£®, ®® ¨¬¥¥â 5 à¥è¥¨© ¯® ¬®¤ã«î 35.
�«ï  å®¦¤¥¨ï íâ¨å à¥è¥¨© à áá¬®âà¨¬ áà ¢¥¨¥ 3x ≡ 5 (mod 7), ¯®«ãç¥®¥
á®ªà é¥¨¥¬   5 ®¡¥¨å ç áâ¥© ¨ ¬®¤ã«ï ¨áå®¤®£® áà ¢¥¨ï. � ª ª ª 5 ≡ 12
(mod 7), áà ¢¥¨¥ 3x ≡ 5 (mod 7) à ¢®á¨«ì® áà ¢¥¨î 3x ≡ 12 (mod 7), ®â-
ªã¤  ¯®«ãç ¥¬ x ≡ 4 (mod 7). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥
¨áå®¤®¬ã áà ¢¥¨î, | íâ® ç¨á«  ¨§ ª« áá  ¢ëç¥â®¢ 4 ¯® ¬®¤ã«î 7. �«ï ¯®«ã-
ç¥¨ï ¯ïâ¨ à §«¨çëå à¥è¥¨© íâ®£® áà ¢¥¨ï ¯® ¬®¤ã«î 35 ¯®« £ ¥¬ c0 = 4,
c1 = 4 + 7 = 11, c2 = 4 + 2 · 7 = 18, c3 = 4 + 3 · 7 = 25 ¨ c4 = 4 + 4 · 7 = 32.
�â¢¥â: à¥è¥¨ï¬¨ ¨áå®¤®£® áà ¢¥¨ï ï¢«ïîâáï ª« ááë ¢ëç¥â®¢ 4, 11, 18, 25 ¨
32 ¯® ¬®¤ã«î 35. ¤

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, ª ª á ¯®¬®éìî áà ¢¥¨© ¢¨¤  (1) ¬®¦® à¥è âì ¤¨®ä -
â®¢ë ãà ¢¥¨ï ¯¥à¢®© áâ¥¯¥¨ ®â ¤¢ãå ¥¨§¢¥áâëå. � ª  §ë¢ îâáï ãà ¢¥¨ï
¢¨¤ 

ax + by = c, (2)
£¤¥ a, b ¨ c | æ¥«ë¥ ç¨á« . �à¨ íâ®¬ âà¥¡ã¥âáï à¥è¨âì â ª®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢ æ¥«ëå
ç¨á« å, â. ¥.  ©â¨ ¢á¥ ¯ àë (u, v) æ¥«ëå ç¨á¥«, ¤«ï ª®â®àëå á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®
au + bv = c. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¨â¥à¥á¥ «¨èì á«ãç ©, ª®£¤  ®¡  ç¨á«  a ¨ b ®â«¨çë
®â ã«ï.

�ãáâì d = (a, b) |  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b. �á«¨ ãà ¢¥¨¥
(2) ¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á«¥®¥ à¥è¥¨¥ (u, v), â® ¯®áª®«ìªã ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬
«¥¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  au + bv = c, ç¨á«® c ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   d. � ç¨â, ¥á«¨ c
¥ ¤¥«¨âáï   d, ãà ¢¥¨¥ (2) ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å. �á«¨ c ¤¥«¨âáï
  d ¨ ¥á«¨ § ¯¨á âì

a = da1, b = db1 ¨ c = dc1

¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« a1, b1 ¨ c1, â® ãà ¢¥¨¥ (2) ¡ã¤¥â, ®ç¥¢¨¤®, à ¢-
®á¨«ìë¬ ãà ¢¥¨î a1x + b1y = c1, ª®íää¨æ¨¥âë ª®â®à®£® a1 ¨ b1 ¢§ ¨¬®
¯à®áâë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãà ¢¥¨¥ (2) «¨¡® ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨©, «¨¡® à ¢®á¨«ì®
ãà ¢¥¨î, ª®íää¨æ¨¥âë ª®â®à®£® ¯à¨ ¥¨§¢¥áâëå ¢§ ¨¬® ¯à®áâë.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ (a, b) = 1, â® ãà ¢¥¨¥ (2) ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®-
¦¥áâ¢® à¥è¥¨©, ¨ ¯®ª ¦¥¬, ª ª  ©â¨ íâ¨ à¥è¥¨ï.

� áá¬®âà¨¬ áà ¢¥¨¥ ax ≡ c (mod |b|). � ª ª ª (a, |b|) = 1, ¨§ â¥®à¥¬ë 4.1
á«¥¤ã¥â, çâ® ®® ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥. �ãáâì u0 | ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¥¥ íâ®¬ã áà ¢¥¨î. �®£¤  ç¨á«® c − au0 ¤¥«¨âáï   b, ¨ ¯®â®¬ã ãà ¢¥¨¥
by = c−au0 ¨¬¥¥â æ¥«®¥ à¥è¥¨¥ v0. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¯ à  (u0, v0) ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬
ãà ¢¥¨ï (2).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® (¢ á«ãç ¥ (a, b) = 1) ãà ¢¥¨¥ (2) ¨¬¥¥â
à¥è¥¨¥, ãª § ¢ § ®¤® ª®ªà¥âë© á¯®á®¡ ®âëáª ¨ï â ª®£® à¥è¥¨ï. �®ª ¦¥¬
â¥¯¥àì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å à¥è¥¨© ãà ¢¥¨ï (2) á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¯ à
(u, v), ª®¬¯®¥âë u ¨ v ª®â®àëå ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ¯à ¢¨«ã

{
u = u0 − bt

v = v0 + at,
(3)

£¤¥ t | ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®.



58

� á ¬®¬ ¤¥«¥, â ª ª ª
a(u0 − bt) + b(v0 + at) = au0 + bv0 = c,

«î¡ ï ¯ à  ç¨á¥«, ¯®«ãç¥ëå ¯® ä®à¬ã« ¬ (3), ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï
(2). � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ ¯ à  (u, v) ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï (2), â® ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® au + bv = c. �ëç¨â ï ¨§ ¥£® à ¢¥áâ¢® au0 + bv0 = c, ¯®«ãç ¥¬

a(u− u0) + b(v − v0) = 0,

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® b(v − v0) ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   a. � ª ª ª ç¨á«  a ¨ b
¢§ ¨¬® ¯à®áâë,   a ¤¥«¨âáï ç¨á«® v − v0 ¨ ¯®â®¬ã ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« 
t ¨¬¥¥¬ v = v0 + at. �®¤áâ ¢¨¢ íâ® § ç¥¨¥ v ¢ à ¢¥áâ¢® a(u− u0) + b(v− v0) = 0,
¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï   a ¯®«ãç¨¬ u = u0 − bt.

�à¨¬¥à 4.5. � ©â¨ ¢á¥ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï 17x− 16y = 31.
� ©¤¥¬ à¥è¥¨¥ áà ¢¥¨ï 17x ≡ 31 (mod 16). � ª ª ª ®® à ¢®á¨«ì®

áà ¢¥¨î x ≡ 31 (mod 16), ®¤¨¬ ¨§ æ¥«ëå ç¨á¥«, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¥¬ã, ï¢-
«ï¥âáï 15. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«  u0 = 15 ¨ v0 = 14 ( ©¤¥®¥ ¨§ ãà ¢¥¨ï
17 · 15 − 16y = 31) á®áâ ¢«ïîâ à¥è¥¨¥ § ¤ ®£® ãà ¢¥¨ï. �à®¨§¢®«ì®¥ à¥-
è¥¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ u = 15 + 16t, v = 14 + 17t, £¤¥ t | «î¡®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. ¤

� § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ¤®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ª®â®à®¥ ¯à¨ïâ® â¥-
¯¥àì  §ë¢ âì �¨â ©áª®© â¥®à¥¬®© ®¡ ®áâ âª å. �¥çì ¨¤¥â ® § ¤ ç¥, ª®â®à ï
ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ ¢¨¤¥ ¢ à §«¨çëå á¡®à¨ª å § ¨¬ â¥«ìëå
§ ¤ ç ¨ ª®â®à ï ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢   á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�á«¨ ¥ª®â®à®¥ ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®¯ëâ âìáï à §¤¥«¨âì   m1 à ¢®ç¨á-
«¥ëå ç áâ¥©, â® ®¡à §ã¥âáï ®áâ â®ª, á®áâ®ïé¨© ¨§ a1 í«¥¬¥â®¢, ¥á«¨ íâ® ¬®¦¥-
áâ¢® à §¤¥«¨âì   m2 à ¢®ç¨á«¥ëå ç áâ¥©, â® ®¡à §ã¥âáï ®áâ â®ª, á®áâ®ïé¨© ¨§
a2 í«¥¬¥â®¢, . . . �¯à è¨¢ ¥âáï, áª®«ìª® í«¥¬¥â®¢ ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì ¤ ®¥ ¬®-
¦¥áâ¢®? �ª®«® áâ  «¥â â®¬ã  § ¤ ¡ë«   ©¤¥  àãª®¯¨áì ¨§ �¨â ï, ®â®áïé ïáï
¯à¨¬¥à® ª ¯¥à¢®¬ã ¢¥ªã, ¢ ª®â®à®© ¯à¨¢®¤¨âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ à¥è¥¨¥
íâ®© § ¤ ç¨. �âáî¤  ¨  §¢ ¨¥.

�ç¥¢¨¤®, çâ® ãª §  ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  à ¢®á¨«ì  § ¤ ç¥  å®¦¤¥¨ï æ¥-
«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨© á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬ë áà ¢¥¨©:





x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
. . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ an (mod mn)

(4)

� §ã¬¥¥âáï, â ª ï á¨áâ¥¬  áà ¢¥¨© ¤ «¥ª® ¥ ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥. � ¯à¨-
¬¥à, æ¥«®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¯¥à¢®¬ã áà ¢¥¨î á¨áâ¥¬ë{

x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 2 (mod 4),

¤®«¦® ¡ëâì ¥ç¥âë¬,   «î¡®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¢â®à®¬ã ¥¥ áà ¢¥¨î,
®¡ï§ â¥«ì® ç¥â®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã íâ®© á¨áâ¥¬ë áà ¢¥¨© à¥è¥¨© ¥â. �¨-
â ©áª ï â¥®à¥¬  ®¡ ®áâ âª å ¨ ¤ ¥â ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë
áà ¢¥¨© ãª § ®£® ¢¨¤ :
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�¥®à¥¬  4.2. �ãáâì  âãà «ìë¥ ç¨á«  m1, m2, . . . , mn ¯®¯ à® ¢§ ¨¬®
¯à®áâë (â. ¥. ¤«ï «î¡ëå i 6= j (mi,mj) = 1). �®£¤  á¨áâ¥¬  áà ¢¥¨©





x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
. . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ an (mod mn)

(5)

¨¬¥¥â à¥è¥¨¥. �à®¬¥ â®£®, ¯à®¨§¢®«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ï¢«ïîé¨¥áï à¥è¥¨ï¬¨
íâ®© á¨áâ¥¬ë, áà ¢¨¬ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯® ¬®¤ã«î m = m1m2 · · ·mn.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ã á¨áâ¥¬ë (5) æ¥«®ç¨á«¥®£® à¥è¥¨ï ¡ã-
¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã n ¥¥ áà ¢¥¨©. �à¨ n = 1  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
®ç¥¢¨¤®. � áá¬®âà¨¬ ¥é¥ á«ãç © n = 2, â ª ª ª ® ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¨
¨¤ãªâ¨¢®¬ ¯¥à¥å®¤¥. � íâ®¬ á«ãç ¥  è  á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ¢¨¤

{
x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2).

� ª ª ª ç¨á«  m1 ¨ m2 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« u ¨ v
¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® m1u + m2v = 1. �®« £ ï c = a2m1u + a1m2v, ¨¬¥¥¬

c− a1 = (a2m1u + a1m2v)− a1 = a2m1u + a1(−m1u) = m1u(a2 − a1),
c− a2 = (a2m1u + a1m2v)− a2 = a2(−m2v) + a1m2v = m2v(a1 − a2).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® c áà ¢¨¬® á a1 ¯® ¬®¤ã«î m1 ¨ áà ¢¨¬® á a2 ¯® ¬®¤ã«î
m2 ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬  è¥© á¨áâ¥¬ë.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® n > 1 ¨ çâ® «î¡ ï á¨áâ¥¬  ¢¨¤  (5), á®áâ®ïé ï
¨§ n − 1 áà ¢¥¨© ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, ¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á«¥®¥
à¥è¥¨¥. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ¨ á¨áâ¥¬  (5) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥.

�® ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¯®¤á¨áâ¥¬ 




x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ an−1 (mod mn−1)

á¨áâ¥¬ë (5) (®ç¥¢¨¤®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë) ¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á-
«¥®¥ à¥è¥¨¥; ®¡®§ ç¨¬ ª ª®¥-¨¡ã¤ì ¥¥ à¥è¥¨¥ ç¥à¥§ c′. �®« £ ¥¬ â ª¦¥
m′ = m1m2 · · ·mn−1. � ª ª ª ç¨á«® mn ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ª ¦¤ë¬ ¨§ ç¨á¥« m1,
m2, . . . , mn−1, â® ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¨¬¥à  2.3 á«¥¤ã¥â (á ¯®¬®éìî ®ç¥¢¨¤®£®
¨¤ãªâ¨¢®£® à ááã¦¤¥¨ï), çâ® (m′, mn) = 1. �®íâ®¬ã ¢¢¨¤ã ¤®ª § ®£® ¢ëè¥
á¨áâ¥¬  ¨§ ¤¢ãå áà ¢¥¨© {

x ≡ c′ (mod m′)
x ≡ an (mod mn) (6)
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¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á«¥®¥ à¥è¥¨¥, áª ¦¥¬, c. �®ª ¦¥¬, çâ® ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï ¨áª®-
¬ë¬ à¥è¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ë (5), â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ª ¦¤®¬ã áà ¢¥¨î íâ®© á¨áâ¥¬ë.
�«ï ¯®á«¥¤¥£® áà ¢¥¨ï ¨§ (5) íâ® ®ç¥¢¨¤®, â ª ª ª ®® ¢å®¤¨â ¢ á¨áâ¥¬ã (6).
� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à  i = 1, 2, . . . , n − 1 æ¥«®¥ ç¨á«® mi ï¢«ï-
¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  m′, ¨ ¯®â®¬ã áà ¢¥¨¥ c ≡ c′ (mod m′) ¢«¥ç¥â áà ¢¥¨¥
c ≡ c′ (mod mi). � ª ª ª c′ ≡ ai (mod mi) ¨¬¥¥¬ c ≡ ai (mod mi), â ª çâ® ç¨á«® c
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¨ ®áâ «ìë¬ áà ¢¥¨ï¬ á¨áâ¥¬ë (5). �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë
¤®ª § ®.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨
ç¨á«  c ¨ c′ ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë (5), â® ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n ¢ë-
¯®«¥® áà ¢¥¨¥ c ≡ c′ (mod mi). � ª ª ª ç¨á«  m1, m2, . . . , mn ¯®¯ à® ¢§ -
¨¬® ¯à®áâë, ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 4 ª â¥®à¥¬¥ 2.2 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® c ≡ c′ (mod m), çâ® ¨
âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 4.2 ¬®¦® ¨§¢«¥çì ¨  «£®à¨â¬  å®¦¤¥¨ï à¥è¥-
¨© á¨áâ¥¬ áà ¢¥¨© ¢¨¤  (5). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥ ¡ã¤¥â ¯à®¤¥-
¬®áâà¨à®¢  ¤àã£®© á¯®á®¡ à¥è¥¨ï â ª¨å á¨áâ¥¬.

�à¨¬¥à 4.6. � ©â¨  ¨¬¥ìè¥¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ª®â®à®¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨
  ç¨á«  5, 9 ¨ 8 ¤ ¥â ®áâ âª¨ 1, 2 ¨ 5 á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�áª®¬®¥ ç¨á«® ¤®«¦® ã¤®¢«¥â¢®àïâì á¨áâ¥¬¥ áà ¢¥¨©




x ≡ 1 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 9)
x ≡ 5 (mod 8).

�à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® x, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¯¥à¢®¬ã áà ¢¥¨î íâ®© á¨áâ¥¬ë,
¨¬¥¥â ¢¨¤ x = 1 + 5y ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  y. �®¤áâ ¢¨¢ íâ® ¢ëà ¦¥-
¨¥ ¢¬¥áâ® x ¢® ¢â®à®¥ áà ¢¥¨¥ á¨áâ¥¬ë, ¯®«ãç ¥¬ áà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® y:
1 + 5y ≡ 2 (mod 9). �®á«¥ ¯à®áâëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¯à¨å®¤¨¬ ª áà ¢¥¨î y ≡ 2
(mod 9), ¢á¥ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ à¥è¥¨ï ª®â®à®£® ¨¬¥îâ ¢¨¤ y = 2+9z. �®íâ®¬ã ç¨á« 
¢¨¤  x = 1 + 5(2 + 9z) = 11 + 45z ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¬®¦¥áâ¢® æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨©
á¨áâ¥¬ë ¯¥à¢ëå ¤¢ãå áà ¢¥¨©. �®¤áâ ¢¨¢ íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ ¢¬¥áâ® x ¢ âà¥âì¥ áà ¢-
¥¨¥ á¨áâ¥¬ë, ¯®«ãç ¥¬ áà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® z: 11 + 45z ≡ 5 (mod 8). �¥è¨¢
¥£®,  ©¤¥¬ z ≡ 2 (mod 8). � ª¨¬ ®¡à §®¬, z = 2 + 8t ¨ x = 101 + 360t ¤«ï ¥ª®â®-
à®£® æ¥«®£® ç¨á«  t. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®¦¥áâ¢® æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨© ¨áå®¤®©
á¨áâ¥¬ë áà ¢¥¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ ¢ëç¥â®¢ 101 ¯® ¬®¤ã«î 360, ¨ 101 ï¢«ï¥âáï
 ¨¬¥ìè¨¬  âãà «ìë¬ ç¨á«®¬ ¢ íâ®¬ ª« áá¥. ¤

������ � ��������� 4
4.1. �®ª § âì, çâ® ç¨á«® 521 − 27 ¤¥«¨âáï   77.
4.2. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  945 + 17   56.
4.3. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  750 + 3   43.
4.4. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  8100 + 11100   19.
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4.5. �®ª § âì, çâ® ç¨á«® 650 + 725 ¤¥«¨âáï   11.
4.6. �®ª § âì, çâ® ç¨á«® 816 + 8 ¤¥«¨âáï   19.
4.7. �®ª § âì, çâ® ç¨á«® 420 + 42 ¤¥«¨âáï   17.
4.8. � ©â¨, ¯à¨ ª ª¨å § ç¥¨ïå a ç¨á«® 524 + 7a ¤¥«¨âáï   23.
4.9. �§¢¥áâ®, çâ® æ¥«®¥ ç¨á«® a ã¤®¢«¥â¢®àï¥â áà ¢¥¨ï¬ a25 ≡ 3 (mod 79)

¨ a26 ≡ 29 (mod 79). � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  a   79.
4.10. �ãáâì f(x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an | ¬®£®ç«¥ á æ¥«ë¬¨

ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  f(2) ¨ f(3) ¤¥«ïâáï   6, â® ¨ ç¨á«®
f(5) ¤¥«¨âáï   6.

4.11. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  k , ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¥£® ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 1 6 k < p, ¡¨®¬¨ «ìë© ª®íää¨æ¨¥â Ck

p ¤¥«¨âáï
  p.

4.12. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b
¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥ (a + b)p ≡ ap + bp (mod p).

4.13. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a
¨ b, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å áà ¢¥¨î a ≡ b (mod p), ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥ ap ≡ bp

(mod p2).
4.14. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¤«ï æ¥«ëå ç¨á¥« a, b ¨ c ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥

50a + 8b + c ≡ 0 (mod 21), â® ¢ë¯®«¥® ¨ áà ¢¥¨¥ a + b + 8c ≡ 0 (mod 21).
4.15. �¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 12x ≡ 15 (mod 35).
4.16. �¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 21x ≡ 10 (mod 25).
4.17. �¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 15x ≡ 21 (mod 18).
4.18. �¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 18x ≡ 12 (mod 30).
4.19. �¥è¨âì ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ 23x + 15y = 19.
4.20. �¥è¨âì ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ 10x− 13y = 25.
4.21. � ©â¨  ¨¬¥ìè¨¥ æ¥«ë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï a ¨ b, ¯à¨ ª®â®àëå

ãà ¢¥¨¥ ax− by = 31 ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ (5, 9).
4.22. � ©â¨  ¨¡®«ìè¨¥ æ¥«ë¥ ®âà¨æ â¥«ìë¥ § ç¥¨ï a ¨ b, ¯à¨ ª®â®àëå

ãà ¢¥¨¥ ax + by = 17 ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ (5,−7).
4.23. �  ¯àï¬®©, § ¤ ®© ãà ¢¥¨¥¬ 8x−13y+6 = 0,  ©â¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ¢á¥å

â®ç¥ª á æ¥«®ç¨á«¥ë¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨,  ¡áæ¨ááë ª®â®àëå à á¯®«®¦¥ë ¬¥¦¤ã
−42 ¨ 50.

4.24. �¥è¨âì á¨áâ¥¬ã áà ¢¥¨©
{

x ≡ 19 (mod 24)
x ≡ 10 (mod 25).

4.25. �¥è¨âì á¨áâ¥¬ã áà ¢¥¨©




3x ≡ 5 (mod 14)
5x ≡ 1 (mod 9)
7x ≡ 2 (mod 25).
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4.26. � ©â¨ ãà ¢¥¨ï ¢á¥å ¯àï¬ëå, ¯ à ««¥«ìëå ®á¨ ®à¤¨ â, ª®â®àë¥ ¯¥-
à¥á¥ª îâ ª ¦¤ãî ¨§ ¯àï¬ëå x−5y−2 = 0, x−8y−1 = 0 ¨ x−11y−3 = 0 ¢ â®çª å
á æ¥«®ç¨á«¥ë¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨.

4.27. � ©â¨ ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á« , ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¥ ç¨á«  300, ®áâ âª¨ ª®-
â®àëå ®â ¤¥«¥¨ï   ç¨á«  3, 5 ¨ 8 à ¢ë ç¨á« ¬ 2, 4 ¨ 1 á®®â¢¥âáâ¢¥®.
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§ 5. �ãªæ¨ï �©«¥à . �¥®à¥¬ë �©«¥à  ¨ �¥à¬ 

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.2, ¤®ª § ®£® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ-
®áâ¨, çâ® ¥á«¨ ®¤® ¨§ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«, áà ¢¨¬ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯® ¬®¤ã«î m,
ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬ á m, â® ¨ ¤àã£®¥ ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á m. �®íâ®¬ã ¥áª®«ìª®
ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m á®áâ®ïâ â®«ìª® ¨§ ç¨á¥«, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m. �®-
«¨ç¥áâ¢® â ª¨å ª« áá®¢ á®¢¯ ¤ ¥â, ®ç¥¢¨¤®, á ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m
ç¨á¥« ¢ ¯à®¨§¢®«ì®© ¯®«®© á¨áâ¥¬¥ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. �á«¨ ¨§ ¯®«®© á¨-
áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m ¢ëç¥àªãâì â¥ ç¨á« , ª®â®àë¥ á m ¥ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë,
â® ®áâ ¢è¨¥áï ç¨á«  ¡ã¤ãâ á®áâ ¢«ïâì â ª  §ë¢ ¥¬ãî ¯à¨¢¥¤¥ãî á¨áâ¥¬ã ¢ë-
ç¥â®¢. � ç¥ £®¢®àï, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:

�à¨¢¥¤¥®© á¨áâ¥¬®© ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥«,
¢§ïâëå ¯® ®¤®¬ã ¨§ ª ¦¤®£® ª« áá  ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m, á®áâ®ïé¥£® ¨§ ç¨á¥«,
¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m.

� ¯à¨¬¥à, ç¨á«  1, 2, 3, 4, 5, 6 á®áâ ¢«ïîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î
6. �§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨ á ç¨á«®¬ 6 ¢ íâ®© á¨áâ¥¬¥ ï¢«ïîâáï «¨èì ç¨á«  1 ¨ 5. �¨
¨ á®áâ ¢«ïîâ ¯à¨¢¥¤¥ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î 6. �®íâ®¬ã ¯à®¨§¢®«ì®¥
æ¥«®¥ ç¨á«®, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ®¥ á ç¨á«®¬ 6, ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¤®¬ã ¨§ ¤¢ãå ª« áá®¢
¢ëç¥â®¢ 1 ¨ 5 ¯® ¬®¤ã«î 6.

� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ®¤ã ¨§ ¯à¨¢¥¤¥ëå á¨áâ¥¬ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¤ ®¬ã (¯à®-
¨§¢®«ì®¬ã) ¬®¤ã«î m ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¨§ ¯®«®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ (¯® ¬®¤ã«î
m) ¢¨¤  1, 2, . . . , m. �®íâ®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¢ ¯à¨¢¥¤¥®© á¨áâ¥¬¥ ¢ëç¥â®¢
¯® ¬®¤ã«î m á®¢¯ ¤ ¥â á ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ç¨á¥«, «¥¦ é¨å ¬¥¦¤ã 1 ¨ m ¨ ¢§ ¨¬®
¯à®áâëå á m, â. ¥. | á® § ç¥¨¥¬ ¢ â®çª¥ m äãªæ¨¨, ¨£à îé¥© ¢ ¦ãî à®«ì ¢
â¥®à¨¨ ç¨á¥« ¨  §ë¢ ¥¬®© äãªæ¨¥© �©«¥à . �®ç®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ íâ®© äãªæ¨¨
§¢ãç¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�ãªæ¨¥© �©«¥à   §ë¢ ¥âáï äãªæ¨ï ϕ(x), ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¬®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å
 âãà «ìëå ç¨á¥«, § ç¥¨¥ ª®â®à®© ¯à¨ x = m à ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ã  âãà «ìëå
ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å m ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m.

� ª, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1 ¨, ª ª
¯®ª § ® ¢ëè¥, ϕ(6) = 2. � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¢áïª®¥
 âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¬¥ìè¥¥ ç¥¬ p, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á p ¨ ¯®â®¬ã ϕ(p) = p−1. �¨¦¥
¡ã¤¥â ¯®«ãç¥  ä®à¬ã« , ¯®§¢®«ïîé ï ¢ëç¨á«ïâì § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ �©«¥à  ®â
¯à®¨§¢®«ì®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  m ¯® ¥£® ª ®¨ç¥áª®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î. �«ï
íâ®£® ¥®¡å®¤¨¬® ¤®ª § âì á ç «  ®¤® ¨§ ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ äãªæ¨¨ �©«¥à  |
¥¥ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì ( ¯®¬¨¬, çâ® ¢ § 3 ¡ë«  ®â¬¥ç¥  ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì
äãªæ¨© ç¨á«  ¤¥«¨â¥«¥© τ(x) ¨ áã¬¬ë ¤¥«¨â¥«¥© σ(x)  âãà «ì®£® ç¨á«  x).

�¥®à¥¬  5.1. �á«¨  âãà «ìë¥ ç¨á«  m ¨ n ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ϕ(mn) =
ϕ(m) · ϕ(n).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ϕ(mn) á«¥-
¤ã¥â ¯®¤áç¨â âì ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ®â 1 ¤® mn, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á mn. � á¯®«®¦¨¬
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¢á¥ ç¨á«  ®â 1 ¤® mn ¢ â ¡«¨æã á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

1 2 . . . m

m + 1 m + 2 . . . 2m

2m + 1 2m + 2 . . . 3m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n− 2)m + 1 (n− 2)m + 2 . . . (n− 1)m
(n− 1)m + 1 (n− 1)m + 2 . . . nm

� ¬  ¤«¥¦¨â ¢ íâ®© â ¡«¨æ¥, á®áâ®ïé¥© ¨§ n áâà®ª ¨ m áâ®«¡æ®¢, ¢ë¡à âì ¢á¥
ç¨á« , ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¥ á ç¨á«®¬ mn.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® ¡ã¤¥â ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬ á ç¨á«®¬
mn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ®¤®¢à¥¬¥® ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬ ¨ á
ç¨á«®¬ m, ¨ á ç¨á«®¬ n (¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤ ,   ¤®áâ â®ç®áâì ¤®ª §  
¢ ¯à¨¬¥à¥ 2.4). �®íâ®¬ã  ¬ ¤®áâ â®ç® á ç «  ¢ë¡à âì ¨§ íâ®© â ¡«¨æë â¥ ç¨á« ,
ª®â®àë¥ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë á m,   § â¥¬ áà¥¤¨ íâ¨å ç¨á¥«  ©â¨ â¥, ª®â®àë¥ ¢§ ¨¬®
¯à®áâë á n.

�«ï «î¡®£® ®¬¥à  k = 1, 2, . . . , m ç¨á« , à á¯®«®¦¥ë¥ ¢ k-®¬ áâ®«¡æ¥,
¨¬¥îâ ¢¨¤ k, m + k, 2m + k, . . . , (n − 2)m + k, (n − 1)m + k ¨ ¯®â®¬ã ¢á¥ ®¨
«¥¦ â ¢ ®¤®¬ ¨ â®¬ ¦¥ ª« áá¥ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ ç¨á«®¬
k. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ç¨á¥« íâ®£® áâ®«¡æ  ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á m, â® ¨
¢á¥ à á¯®«®¦¥ë¥ ¢ ¥¬ ç¨á«  ¢§ ¨¬® ¯à®áâë á m. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ç¨á«  ¨§
â ¡«¨æë, ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¥ á m, § ¯®«ïîâ æ¥«¨ª®¬ ¥áª®«ìª® ¥¥ áâ®«¡æ®¢, ¯à¨ç¥¬,
¯®áª®«ìªã k-ë© áâ®«¡¥æ á®áâ®¨â ¨§ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m ç¨á¥« â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  (k, m) = 1, ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å áâ®«¡æ®¢ á®¢¯ ¤ ¥â á ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ç¨á¥«,
«¥¦ é¨å ¬¥¦¤ã 1 ¨ m ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m, â. ¥. à ¢® ϕ(m).

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï «î¡®£® k = 1, 2, . . . , m ç¨á«  k-®£® áâ®«¡æ  â ¡«¨æë,
â. ¥. ç¨á«  ¢¨¤  im+k, £¤¥ i = 0, 1, . . . , n−1, á®áâ ¢«ïîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯®
¬®¤ã«î n. �®áª®«ìªã ¨å ª®«¨ç¥áâ¢® à ¢® n, ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ®
¨ª ª¨¥ ¤¢  ¨§ ¨å ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ª« ááã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î
n. �ãáâì,  ¯à®â¨¢, ¤«ï ¥ª®â®àëå ®¬¥à®¢ i ¨ j, £¤¥ 0 6 i < j 6 n−1, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
áà ¢¥¨¥

im + k ≡ jm + k (mod n).

�à¨¡ ¢¨¢ ª ®¡¥¨¬ ¥£® ç áâï¬ ç¨á«® −k ¨ á®ªà â¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ¯®«ãç¥®£® áà ¢¥-
¨ï   ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì m ( ¯®¬¨¬, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ®© á ¬®¤ã«¥¬ n), ¯à¨¤¥¬ ª
áà ¢¥¨î i ≡ j (mod n), ª®â®à®¥ ¥á®¢¬¥áâ¨¬® á ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ 0 6 i < j 6 n− 1.

�â ª, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ç¨á«  ª ¦¤®£® áâ®«¡æ   è¥© â ¡«¨æë á®áâ ¢«ïîâ
¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î n. �®íâ®¬ã ç¨á« , à á¯®«®¦¥ë¥ ¢ íâ®¬
áâ®«¡æ¥ ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¥ á n, á®áâ ¢«ïîâ ¯à¨¢¥¤¥ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® íâ®¬ã
¬®¤ã«î. � ª ª ª «î¡ ï ¯à¨¢¥¤¥ ï á¨áâ¥¬  ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î n á®áâ®¨â ¨§ ϕ(n)
ç¨á¥«, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ë© áâ®«¡¥æ â ¡«¨æë á®¤¥à¦¨â ¢ â®ç®áâ¨ ϕ(n)
ç¨á¥«, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á n. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ç¨á« , ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¥ á ç¨á«®¬ m,
§ ¨¬ îâ æ¥«¨ª®¬ ϕ(m) áâ®«¡æ®¢, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå à á¯®«®¦¥® ϕ(n) ç¨á¥«,
¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á n, ¨ ¯®â®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¢ â ¡«¨æ¥, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå ¨
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á m, ¨ á n, à ¢® ϕ(m) · ϕ(n). � ¢¥áâ¢® ϕ(mn) = ϕ(m) · ϕ(n), â ª¨¬ ®¡à §®¬,
¤®ª § ®. ¤

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¯à¨áâã¯¨âì ª ¢ë¢®¤ã ä®à¬ã«ë ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï äãªæ¨¨ �©-
«¥à  ®â ¯à®¨§¢®«ì®£®  âãà «ì®£®  à£ã¬¥â , à áá¬®âà¨¬ á ç «  á«¥¤ãîé¨©
ç áâë© á«ãç ©:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 5.1. �ãáâì p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á« 
n > 1 ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® ϕ(pn) = pn − pn−1.

�ç¥¢¨¤® (¢¢¨¤ã ãâ¢¥à¦¤¥¨©, ¤®ª § ëå ¢ § 2), çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì-
®¥ ç¨á«® ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ç¨á«®¬ pn (£¤¥ n > 1) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®®
¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ç¨á«®¬ p. �®íâ®¬ã ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5.1 ¬®¦®
á®áç¨â âì ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ®â 1 ¤® pn, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á ç¨á«®¬ p. �ë ¯®¤áç¨-
â ¥¬ ª®«¨ç¥áâ¢® â¥å ç¨á¥« ®â 1 ¤® pn, ª®â®àë¥ ¥ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë á ç¨á«®¬ p.
�®áª®«ìªã ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® ¥ ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬ á ¯à®áâë¬ ç¨á-
«®¬ p â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¤¥«¨âáï   p, ¢á¥ â ª¨¥ ç¨á«  ¨¬¥îâ ¢¨¤
pa ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 1 6 pa 6 pn. �§
¥à ¢¥áâ¢  pa 6 pn á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® a 6 pn−1,   ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  1 6 pa á«¥¤ã¥â
¥à ¢¥áâ¢® a > 1. �¡à â®, ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  1 6 a 6 pn−1 á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢®
1 6 pa 6 pn, ¨ ¯®â®¬ã ¨â¥à¥áãîé¨¥  á ç¨á«  ¯®«ãç îâáï ¯à¨ a = 1, 2, . . . , pn−1.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, áà¥¤¨ ç¨á¥« ®â 1 ¤® pn ª®«¨ç¥áâ¢® ¥ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á p à ¢®
pn−1, â ª çâ® ϕ(pn) = pn − pn−1. ¤

�à¥¤«®¦¥¨¥ 5.1 ¤ ¥â ä®à¬ã«ã ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï äãªæ¨¨ ϕ(m) ¢ â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  m ï¢«ï¥âáï áâ¥¯¥ìî ¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ m = pn,
â® ä®à¬ã«  ϕ(m) = pn−pn−1, ¤®ª §  ï ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 5.1, ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á  
¨ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå ¢¨¤®¢:

ϕ(m) = pn−1(p− 1), ϕ(m) = m

(
1− 1

p

)
.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
�à¥¤«®¦¥¨¥ 5.2. �ãáâì m = pk1

1 pk2
2 · · · pkr

r | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
 âãà «ì®£® ç¨á«  m > 1. �®£¤ 

ϕ(m) = pk1−1
1 pk2−1

2 · · · pkr−1
r (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pr − 1),

  â ª¦¥
ϕ(m) = m

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pr

)
.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5.2 ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¯®áª®«ìªã
ç¨á«  pk1

1 , pk2
2 , . . . ,pkr

r ¯®¯ à® ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, ¨§ â¥®à¥¬ë 5.1 ®ç¥¢¨¤®© ¨¤ãª-
æ¨¥© ¯® r ¯®«ãç ¥¬

ϕ(m) = ϕ(pk1
1 )ϕ(pk2

2 ) · · ·ϕ(pkr
r ).

�¥¯¥àì ®áâ ¥âáï ¯à¨¬¥¨âì ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.1 ¨ á«¥¤ãîé¨¥ §  ¨¬ § ¬¥ç ¨ï. ¤
�¥è¨¬ ¥áª®«ìª® § ¤ ç, á¢ï§ ëå á äãªæ¨¥© �©«¥à .
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�à¨¬¥à 5.1. � ©â¨ ª®«¨ç¥áâ¢® â¥å  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å
ç¨á«  180, ª®â®àë¥ ¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨ á ç¨á«®¬ 60.

� ª ª ª 180 = 22 ·32 ·5 ¨ 60 = 22 ·3 ·5, ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® ï¢«ï¥âáï ¢§ -
¨¬® ¯à®áâë¬ á ç¨á«®¬ 60 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ç¨á«®¬
180. �®íâ®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å 180 ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á ç¨á«®¬
60, á®¢¯ ¤ ¥â á ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å 180 ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á ç¨á-
«®¬ 180,   ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å ç¨á¥« à ¢® ϕ(180) = 2 · 3 · (2− 1) · (3− 1) · (5− 1) = 48.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®«¨ç¥áâ¢® â¥å  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ç¨á«  180,
ª®â®àë¥ ¥ ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨ á ç¨á«®¬ 60, à ¢® 180− 48 = 132. ¤

�à¨¬¥à 5.2. � ©â¨ ª®«¨ç¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å
ç¨á«  385 ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á ç¨á«®¬ 77.

� ª ª ª 385 = 5·77, ¨§ â¥®à¥¬ë ® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥
 âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¬¥ìè¥¥ ç¥¬ 385, ®¤®§ ç® ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ 77q + r, £¤¥
0 6 r < 77 ¨ 0 6 q < 5. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¤ «¥¥, çâ® ç¨á«® ¢¨¤  77q + r ¢§ ¨¬®
¯à®áâ® á 77 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® r ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á 77. �®íâ®¬ã
¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ q ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¢¨¤  77q + r, ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á 77, à ¢®
ϕ(77) = 24. � â ª ª ª ç¨á«® q ¯à¨¨¬ ¥â 5 § ç¥¨©, ª®«¨ç¥áâ¢®  âãà «ìëå
ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ç¨á«  385 ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á ç¨á«®¬ 77, à ¢® 5 · 24 =
120. ¤

�à¨¬¥à 5.3. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® x, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ϕ(10x) =
4000.

� ª ª ª ¨§ à ¢¥áâ¢  ϕ(10x) = 4000 á«¥¤ã¥â, ®ç¥¢¨¤®, çâ® x > 0, ¢ á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 5.2 ¨¬¥¥¬

ϕ(10x) = ϕ(2x · 5x) = 2x−1 · 5x−1 · (2− 1) · (5− 1) = 4 · 2x−1 · 5x−1,

¨ ¯®â®¬ã ¨áå®¤®¥ à ¢¥áâ¢® ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

2x−1 · 5x−1 = 23 · 53.

�¢¨¤ã ®¤®§ ç®áâ¨ à §«®¦¥¨ï   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¨¬¥¥¬ x = 4. ¤
�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¨£à îé¥¥ çà¥§¢ëç ©® ¢ ¦ãî à®«ì ¢ â¥®à¨¨ ç¨-

á¥«,  §ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬®© �©«¥à :
�¥®à¥¬  5.2. �á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á  âãà «ìë¬ ç¨á«®¬

m, â®
aϕ(m) ≡ 1 (mod m). (1)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¥ª®â®àãî ¯à¨¢¥¤¥ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®-
¤ã«î m

b1, b2, . . . bk (2)
(£¤¥, à §ã¬¥¥âáï, k = ϕ(m)). �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ç¨á« 

ab1, ab2, . . . abk (3)
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â ª¦¥ á®áâ ¢«ïîâ ¯à¨¢¥¤¥ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. � ª ª ª ª ¦¤®¥
¨§ ç¨á¥« ab1, ab2, . . . abk ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á m (¯®ç¥¬ã?) ¨ ¨å ª®«¨ç¥áâ¢® á®¢¯ -
¤ ¥â á ϕ(m), â® ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¨ª ª¨¥ ¤¢  ç¨á«  ¨§ á¨áâ¥¬ë
(3) ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ª« ááã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. �® íâ® ¯®-
çâ¨ ®ç¥¢¨¤®: ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®àëå ®¬¥à®¢ i ¨ j ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥ abi ≡ abj

(mod m), â® ¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï ¥£® ç áâ¥©   ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì a, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ®©
á ¬®¤ã«¥¬ m, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ áà ¢¥¨¥ bi ≡ bj (mod m), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®
i = j, â ª ª ª à §«¨çë¥ ç¨á«  ¨§ á¨áâ¥¬ë (2) ¤®«¦ë «¥¦ âì ¢ à §ëå ª« áá å
¯® ¬®¤ã«î m.

�â ª, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¢¥ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m. �â® ®§ -
ç ¥â, çâ® ª ¦¤®¥ ç¨á«® ¨§ á¨áâ¥¬ë (3) ¤®«¦®  å®¤¨âìáï ¢ ®¤®¬ ª« áá¥ ¢ëç¥â®¢
¯® ¬®¤ã«î m á ®¤¨¬ ¨ â®«ìª® ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« á¨áâ¥¬ë (2). �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,
¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï á¨áâ¥¬  áà ¢¥¨©

ab1 ≡ c1 (mod m)
ab2 ≡ c2 (mod m)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

abk ≡ ck (mod m),

(4)

£¤¥ ª ¦¤®¥ ¨§ ç¨á¥« c1, c2, . . . ck á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨ â®«ìª® á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥«
á¨áâ¥¬ë (2). �â® ®§ ç ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥áâ¢ 

c1c2 · · · ck = b1b2 · · · bk,

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®á«¥ ¯®ç«¥®£® ¯¥à¥¬®¦¥¨ï ¢á¥å áà ¢¥¨© ¨§ (4) ¬ë ¯®-
«ãç¨¬ áà ¢¥¨¥

ak · b1b2 · · · bk ≡ b1b2 · · · bk (mod m).
�®ªà é ï ®¡¥ ç áâ¨ ¥£®   ç¨á«® b1b2 · · · bk, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ®¥ á ¬®¤ã«¥¬ m, ¨ ¢á¯®-
¬¨ ï, çâ® k = ϕ(m), ¬ë ¯®«ãç ¥¬ áà ¢¥¨¥ (1). �¥®à¥¬  �©«¥à  ¤®ª §  . ¤

� áâë© á«ãç © â¥®à¥¬ë �©«¥à , ª®£¤  m ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ç¨á«®¬, ®á¨â
 §¢ ¨¥ â¥®à¥¬ë �¥à¬ . �  ä®à¬ã«¨àã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�¥®à¥¬  5.3. �ãáâì p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï  
p, â®

ap−1 ≡ 1 (mod p). (5)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, â ª ª ª ¤«ï ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ϕ(p) =
p− 1, â® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë �©«¥à . ¤

� àï¤¥ á«ãç ¥¢ ã¤®¡® ¯®«ì§®¢ âìáï ¤àã£®© ä®à¬ã«¨à®¢ª®© â¥®à¥¬ë �¥à¬ :
�¥®à¥¬  5.3′. �á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¢ë-

¯®«¥® áà ¢¥¨¥
ap ≡ a (mod p). (6)

�®ª ¦¥¬, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, çâ® â¥®à¥¬ë 5.3 ¨ 5.3′ à ¢®á¨«ìë. �á«¨ á ç « 
¯à¥¤¯®«®¦¨âì á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 5.3, â® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ç¨á«®
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a ¥ ¤¥«¨âáï   p (¨ ¯®â®¬ã ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥ (5)) áà ¢¥¨¥ (6) ¯®«ãç ¥âáï
¨§ (5) ã¬®¦¥¨¥¬ ®¡¥¨å ç áâ¥©   a. �á«¨ ¦¥ a ¤¥«¨âáï   p, â® áà ¢¥¨¥ (6)
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯à®áâ® ¯®â®¬ã, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ ç¨á¥« ap ¨ a áà ¢¨¬® á 0 ¯® ¬®¤ã«î
p. �¡à â®, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥ (6) ¨ ¥á«¨ ¢§ïâì
ç¨á«® a, ¥ ¤¥«ïé¥¥áï   p, â® ¯®áª®«ìªã â®£¤  (a, p) = 1, ¬ë ¬®¦¥¬ á®ªà â¨âì  
a ®¡¥ ç áâ¨ (6) ¨ ¯®«ãç¨âì áà ¢¥¨¥ (5). ¤

�¥®à¥¬ë �©«¥à  ¨ �¥à¬  ¨¬¥îâ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ¢ â¥®à¨¨ ç¨á¥«
¨ ¤àã£¨å ®¡« áâïå ¬ â¥¬ â¨ª¨. �à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë ¯à¨¬¥¥¨ï íâ¨å â¥®à¥¬ ¤«ï
à¥è¥¨ï § ¤ ç ® ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«.

�à¨¬¥à 5.4. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ç¨á«® a13−a ¤¥«¨âáï
  7.

� ª ª ª a13−a = a(a6− 1)(a6 + 1) = (a7−a)(a6 + 1), ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì, çâ®
  7 ¤¥«¨âáï ç¨á«® a7 − a. �® ¯®áª®«ìªã ç¨á«® 7 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, íâ® á«¥¤ã¥â ¨§
â¥®à¥¬ë 5.3′. ¤

�à¨¬¥à 5.5. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  230   13.
�® â¥®à¥¬¥ �¥à¬  ¨¬¥¥¬ 212 ≡ 1 (mod 13), ®âªã¤  ¢®§¢¥¤¥¨¥¬ ¢ ª¢ ¤à â

¯®«ãç ¥¬ 224 ≡ 1 (mod 13). �«¥¤®¢ â¥«ì®, 230 = 224 · 26 ≡ 26 = 64 ≡ −1 ≡ 12
(mod 13), ¨ ¯®â®¬ã ¨áª®¬ë© ®áâ â®ª à ¢¥ 12. ¤

�à¨¬¥à 5.6. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï   5, â®   5
¤¥«¨âáï ¢ â®ç®áâ¨ ®¤® ¨§ ç¨á¥« a2 + 1 ¨ a2 − 1.

� ¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ®¡  ç¨á«  a2 + 1 ¨ a2 − 1   5 ¤¥«¨âìáï ¥ ¬®£ãâ,
â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥   5 ¤¥«¨« áì ¡ë ¨ à §®áâì íâ¨å ç¨á¥«, à ¢ ï 2.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ â¥®à¥¬ë �¥à¬  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® a4 − 1 ¤¥«¨âáï   5,
¨ â ª ª ª a4 − 1 = (a2 + 1)(a2 − 1) , ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2 á«¥¤ã¥â, çâ® å®âï ¡ë ®¤®
¨§ ç¨á¥« a2 + 1 ¨ a2 − 1 ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   5. ¤

�à¨¬¥à 5.7. � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  n, çâ® ç¨á«® 2n − 9 ¤¥-
«¨âáï   7.

�¨á«® 2n − 9 ¤¥«¨âáï   7 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥
2n ≡ 9 (mod 7), ª®â®à®¥ à ¢®á¨«ì® áà ¢¥¨î 2n ≡ 2 (mod 7). �® â¥®à¥¬¥ �¥à¬ 
¨¬¥¥¬ áà ¢¥¨¥ 26 ≡ 1 (mod 7). �®íâ®¬ã ¥á«¨ ç¨á«® n ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ n =
6q + r, £¤¥ 0 6 r < 6, â® ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥

2n = (26)q · 2r ≡ 2r (mod 7),

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áà ¢¥¨¥ 2n ≡ 2 (mod 7) á¯à ¢¥¤«¨¢® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® áà ¢¥¨¥ 2r ≡ 2 (mod 7). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª -
§ë¢ ¥â, çâ® áà¥¤¨ ç¨á¥«, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 r < 6, ¯®á«¥¤¥¬ã
áà ¢¥¨î ã¤®¢«¥â¢®àïîâ «¨èì 1 ¨ 4. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨áå®¤®¥ áà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â
¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® n ¨¬¥¥â ¢¨¤ n = 6q + 1 ¨«¨ 6q + 4. � ª
ª ª ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ n = 3(2q) + 1,   ¢® ¢â®à®¬ n = 3(2q + 1) + 1, ®ª®ç â¥«ìë©
®â¢¥â ¬®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ç¨á«® 2n−9 ¤¥«¨âáï   7 â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® n ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3 ¤ ¥â ¢ ®áâ âª¥ 1. ¤
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� § ª«îç¥¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬  �©«¥à  ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â  ¬ ¥é¥ ®¤¨ á¯®-
á®¡ à¥è¥¨ï áà ¢¥¨© ¢¨¤  ax ≡ b (mod m), £¤¥ ç¨á«  a ¨ m ¢§ ¨¬® ¯à®áâë
( ¯®¬¨¬, çâ® ª íâ®¬ã á«ãç î á¢®¤¨âáï à¥è¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® áà ¢¥¨ï ãª -
§ ®£® ¢¨¤ ). �à®¤¥¬®áâà¨àã¥¬ íâ®â á¯®á®¡   ¯à¨¬¥à¥ à¥è¥¨ï áà ¢¥¨ï ¨§
¯à¨¬¥à  4.3: 5x ≡ 8 (mod 14). � ª ª ª ϕ(14) = 6, ¯® â¥®à¥¬¥ �©«¥à  56 ≡ 1
(mod 14). �®íâ®¬ã, ã¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ¤ ®£®  ¬ áà ¢¥¨ï   ç¨á«® 55, ¯®-
«ãç ¥¬ (à ¢®á¨«ì®¥ ¨áå®¤®¬ã) áà ¢¥¨¥ 56x ≡ 8 · 55 (mod 14) ¨«¨ x ≡ 8 · 55

(mod 14). �áâ ¥âáï ã¯à®áâ¨âì ¯à ¢ãî ç áâì íâ®£® áà ¢¥¨ï:

x ≡ 8 · 55 = 8 · 5 · (52)2 ≡ (−2) · (−3)2 = −18 ≡ 10 (mod 14).

������ � ��������� 5
5.1. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® x, ¥á«¨ ϕ(6x) = 72.
5.2. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® x, ¥á«¨ ϕ(12x) = 6912.
5.3. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® x, ¥á«¨ ϕ(15x) = 1800.
5.4. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® a, ¥á«¨ ϕ(a) = 108 ¨ a = 3m · 7n ¤«ï ¥ª®â®àëå

 âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n.
5.5. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® a, ¥á«¨ ϕ(a) = 440 ¨ a = 2m ·11n ¤«ï ¥ª®â®àëå

 âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n.
5.6. � ©â¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® a, ¥á«¨ ϕ(a) = 936 ¨ a = 3m ·13n ¤«ï ¥ª®â®àëå

 âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n.
5.7. � ©â¨ ª®«¨ç¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ç¨á«  605 ¨ ¨¬¥-

îé¨å á íâ¨¬ ç¨á«®¬  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì, à ¢ë© 5.
5.8. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  m > 2 áã¬¬  ¢á¥å  âãà «ìëå

ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ç¨á«  m ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m, à ¢  1
2m · ϕ(m).

5.9. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  350   17.
5.10. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  2183   24.
5.11. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  35150   425.
5.12. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  3100 + 4100   7.
5.13. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  3 · 575 + 4 · 7100   132.
5.14. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï   5, â® ç¨á«® a12−1 ¤¥«¨âáï

  5.
5.15. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b

ç¨á«® ap − b ¤¥«¨âáï   p â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® a− b ¤¥«¨âáï   p.
5.16. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® a6m + a6n ¤¥«¨âáï   7, â® ¨ ç¨á«® a ¤¥«¨âáï

  7.
5.17. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® a10m +a10n ¤¥«¨âáï   11, â® ¨ ç¨á«® a ¤¥«¨âáï

  11.
5.18. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ç¨á«®¬

65, â® ç¨á«® a12 − b12 ¤¥«¨âáï   65.
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5.19. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ª ¦¤®¥ ¨§
ç¨á¥« 2a5 + b5 ¨ 2a5 − b5 ¥ ¤¥«¨âáï   11.

5.20. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ª ¦¤®¥ ¨§
ç¨á¥« 2a3 + b3 ¨ 2a3 − b3 ¥ ¤¥«¨âáï   7.

5.21. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ª ¦¤®¥ ¨§
ç¨á¥« 2a3 + b3 ¨ 2a3 − b3 ¥ ¤¥«¨âáï   13.

5.22. � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  n, çâ® ç¨á«® 2n − 1 ¤¥«¨âáï   5.
5.23. �ãáâì p ¨ q | â ª¨¥ à §«¨çë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , çâ® ç¨á«® p− 1 ï¢«ï¥âáï

¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  q−1. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  a, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ®£®
á pq, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥

aq−1 ≡ 1 (mod pq).

5.24. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ p ¨ q ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , â® ¤«ï «î¡®£®
æ¥«®£® ç¨á«  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥

qap + paq ≡ (p + q)a (mod pq).

5.25. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¥à ¢ëå ¯à®áâëå ç¨á¥« p ¨ q ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
áà ¢¥¨¥ pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).

5.26. � § ¤ ç¥ 4.12 ãâ¢¥à¦¤ «®áì, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b
¨ ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥ (a + b)p ≡ ap + bp (mod p). � ¯®¬®éìî
íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã �¥à¬ . (�®áª®«ìªã ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ § ¤ ç¨ 4.12
¬®¦® ¤®ª § âì ¡¥§ ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï â¥®à¥¬ë �¥à¬ , â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç ¥âáï ¥é¥
®¤® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë.)
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§ 6. �®§¨æ¨®ë¥ á¨áâ¥¬ë ®¡®§ ç¥¨©
 âãà «ìëå ç¨á¥«. �à¨§ ª¨ ¤¥«¨¬®áâ¨

�¦¥ ¢ ¤ ¢¨¥ ¢à¥¬¥  ¢®§¨ª«  ®áâà ï ¯à ªâ¨ç¥áª ï ¯®âà¥¡®áâì ¢ ã¤®¡®©
á¨áâ¥¬¥ ®¡®§ ç¥¨©  âãà «ìëå ç¨á¥«. �ëè¥ ¬ë ¢¢¥«¨ § ç®ª 1 ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï
 ¨¬¥ìè¥£®  âãà «ì®£® ç¨á« . �«ï ®¡®§ ç¥¨ï ç¨á«  1 + 1, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®
á«¥¤ãîé¥£® §  ç¨á«®¬ 1, ¬ë ¯®«ì§ã¥¬áï § çª®¬ 2, ç¨á«® 2 + 1 ¬ë ®¡®§ ç ¥¬
§ çª®¬ 3, . . . �®ïâ®, çâ® ¯à®¤®«¦ âì   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ¢¢®¤ï á¢®© § -
ç®ª ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï ª ¦¤®£® ®¢®£® ¢áâà¥â¨¢è¥£®áï  ¬ ç¨á« , ¢¥áì¬  ¥à §ã¬®
¨ ¥ã¤®¡®. �®íâ®¬ã ã¦¥ ¢ ¤à¥¢®áâ¨ ¡ë«¨ ¯à¨¤ã¬ ë à §«¨çë¥ á¨áâ¥¬ë ®¡®-
§ ç¥¨©, ¯®§¢®«ï¢è¨¥ á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¥¡®«ìè®£®  ¡®à  § çª®¢ (¨«¨ æ¨äà)
§ ¯¨áë¢ âì ¤®áâ â®ç® ¬®£® ç¨á¥«. � ª¨¥ á¨áâ¥¬ë ¡ë¢ îâ ¯®§¨æ¨®ë¬¨ ¨ ¥¯®-
§¨æ¨®ë¬¨. �  ¤¥áïâ¨ç ï á¨áâ¥¬  ®¡®§ ç¥¨©, ª®â®à®© ¬ë ¯®«ì§ã¥¬áï ¢  áâ®-
ïé¥¥ ¢à¥¬ï ï¢«ï¥âáï ¯®§¨æ¨®®©. �â®  §¢ ¨¥ ¯à®¨áå®¤¨â ®â â®£®, çâ® § ç¥¨¥
ª ¦¤®© æ¨äàë § ¢¨á¨â ®â â®£® ¬¥áâ , ª®â®à®¥ íâ  æ¨äà  § ¨¬ ¥â ¢ § ¯¨á¨ ç¨á« .
�¨áâ¥¬  § ¯¨á¨ ç¨á¥« á ¯®¬®éìî à¨¬áª¨å æ¨äà ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¥à®¬ ¥¯®§¨æ¨®®©
á¨áâ¥¬ë.

�®§¨æ¨® ï á¨áâ¥¬  § ¯¨á¨  âãà «ìëå ç¨á¥« ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¤®«¦  ¡ëâì
¤¥áïâ¨ç®©. � à §ë¥ ¨áâ®à¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¨®¤ë à §ë¥  à®¤ë ¯®«ì§®¢ «¨áì ¤¢¥ -
¤æ â¨à¨çë¬¨, è¥áâ¨¤¥áïâ¨à¨çë¬¨ ¨ ¤àã£¨¬¨ ¯®§¨æ¨®ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨. � á®-
¢à¥¬¥®© ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© â¥å¨ª¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤¢®¨ç ï á¨áâ¥¬ . �®§¬®¦®áâì
§ ¯¨á¨ ¯à®¨§¢®«ì®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  ¢ ¯®§¨æ¨®®© á¨áâ¥¬¥ ®¡®§ ç¥¨© á
¯à®¨§¢®«ìë¬ (ä¨ªá¨à®¢ ë¬) ®á®¢ ¨¥¬ b (¨«¨, ª ª £®¢®àïâ, ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á-
«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ b) ®á®¢     á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1. �ãáâì b > 1 | ä¨ªá¨à®¢ ®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �à®-
¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥-
ë¬ á¯®á®¡®¬ ¢ ¢¨¤¥

a = cnbn + cn−1b
n−1 + · · ·+ c1b + c0, (1)

£¤¥ n > 0, ¤«ï «î¡®£® i = 0, 1, . . . , n æ¥«®¥ ç¨á«® ci ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ ¬
0 6 ci 6 b− 1 ¨ ¯à¨ n > 0 cn 6= 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç¥¬ á ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï
ç¨á«  a ¢ ¢¨¤¥ (1), ¤«ï ç¥£® ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã a.

�à¥¤¢ à¨â¥«ì® § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ a < b, ¢®§¬®¦®áâì â ª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï
ç¨á«  a ¯à®áâ® ®ç¥¢¨¤ : ¤®áâ â®ç® ¢§ïâì n = 0 ¨ c0 = a.

�á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨, â. ¥. á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¨
a = 1, ¢ëâ¥ª ¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ íâ®£® § ¬¥ç ¨ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯®íâ®¬ã, çâ®
a > 1 ¨ çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¬¥ìè¥¥, ç¥¬ a, ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ®
¢ ¢¨¤¥ (1). �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ¨ ç¨á«® a ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥. � á¨«ã
§ ¬¥ç ¨ï ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ , íâ® ¤®áâ â®ç® ¯à®¤¥« âì ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨,
çâ® a > b.

�â ª, ¯à¥¤¯®« £ ï ¢ë¯®«¥ë¬ ¥à ¢¥áâ¢® a > b, à §¤¥«¨¬ ç¨á«® a   b
á ®áâ âª®¬:  ©¤¥¬ â ª¨¥ ç¨á«  q ¨ r, çâ® a = bq + r ¨ 0 6 r < b. �¥à¥¯¨áë¢ ï
¥à ¢¥áâ¢® a > b ¢ ¢¨¤¥ bq+r > b ¨ ãç¨âë¢ ï, çâ® b−r > 0, ¨¬¥¥¬ bq > 0 ¨ ¯®â®¬ã
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q > 1. � ¤àã£®© áâ®à®ë, â ª ª ª b > 1, â® q < bq = a− r 6 a. � ª¨¬ ®¡à §®¬, q |
 âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¬¥ìè¥¥, ç¥¬ a, ¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
¥£® ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ (1), â. ¥.

q = dmbm + dm−1b
m−1 + · · ·+ d1b + d0

¤«ï ¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« m > 0 ¨ d0, d1, . . . , dm â ª¨å, çâ® 0 6 di 6 b − 1 ¤«ï
i = 0, 1, . . . , m ¨ dm 6= 0. � ª ª ª â®£¤ 

a = b(dmbm + dm−1b
m−1 + · · ·+ d1b + d0) + r

= dmbm+1 + dm−1b
m + · · ·+ d1b

2 + d0b + r,

¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ç¨á«  a ¢ ¢¨¤¥ (1), £¤¥ n = m + 1, c0 = r ¨ ¤«ï
i = 1, 2, . . . , n ci = di−1. �¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ § ª®ç¥, ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨ï  âãà «ìëå ç¨á¥« ¢ ¢¨¤¥ (1) ¤®ª § ®.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ¥¤¨áâ¢¥®áâì â ª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã
a ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨

a = cnbn + cn−1b
n−1 + · · ·+ c1b + c0, (2)

£¤¥ n > 0, 0 6 ci 6 b− 1 (i = 0, 1, . . . , n) ¨ cn 6= 0,   â ª¦¥

a = dmbm + dm−1b
m−1 + · · ·+ d1b + d0, (3)

£¤¥ m > 0, 0 6 dj 6 b − 1 (j = 0, 1, . . . ,m) ¨ dm 6= 0, â® n = m ¨ ¤«ï ª ¦¤®£®
i = 0, 1, . . . , n ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® ci = di.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¢ à ¢¥áâ¢¥ (2) n > 1 (¨«¨ ¢ à ¢¥áâ¢¥ (3) m > 1), â® a > b.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã cn > 1 ¨ ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥ ¢ (2) ¥®âà¨æ â¥«ìë, ¨¬¥¥¬
a > cnbn > bn > b. � §ã¬¥¥âáï, á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â®¥: ¥á«¨ a > b, â® n > 1 ¨
m > 1.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¥á«¨ a = 1, â® n = 0 = m ¨ c0 = 1 = d0, â ª
çâ® ¬ë à á¯®« £ ¥¬ ®á®¢ ¨¥¬ ¨¤ãªæ¨¨. �®â ¦¥ ¢ë¢®¤ á¯à ¢¥¤«¨¢ ¨ ¯à¨ a < b,
¨ ¯®â®¬ã ¢ ¨¤ãªâ¨¢®¬ è £¥ ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® a > b. �®£¤  n > 1, m > 1
¨ ¯®â®¬ã à ¢¥áâ¢  (2) ¨ (3) ¬®¦® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

a = b(cnbn−1 + cn−1b
n−2 + · · ·+ c1) + c0 (4)

¨
a = b(dmbm−1 + dm−1b

m−2 + · · ·+ d1) + d0, (5)
á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ª ª ª 0 6 c0 < b, à ¢¥áâ¢® (4) £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® c0 ï¢«ï¥âáï
®áâ âª®¬,   cnbn−1 + cn−1bn−2 + · · ·+ c1 ¥¯®«ë¬ ç áâë¬ ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  a  
b. � «®£¨ç®, ¨§ (5) á«¥¤ã¥â, çâ® ®áâ âª®¬ ¨ ¥¯®«ë¬ ç áâë¬ ®â ¤¥«¥¨ï a   b
á«ã¦ â ç¨á«  d0 ¨ dmbm−1 + dm−1bm−2 + · · ·+ d1 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ â¥®à¥¬¥ ® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬ â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® c0 = d0 ¨

cnbn−1 + cn−1b
n−2 + · · ·+ c1 = dmbm−1 + dm−1b

m−2 + · · ·+ d1.
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� ª ª ª «¥¢ ï ¨ ¯à ¢ ï ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ï¢«ïîâáï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï¬¨ ¢ ¢¨¤¥
(1)  âãà «ì®£® ç¨á« , ¬¥ìè¥£® ç¥¬ a, ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â,
çâ® n = m ¨ ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n ci = di. �â¨¬ § ¢¥àè¥ ¨¤ãªâ¨¢ë© è £, ¨
¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1 ¤®ª § ®. ¤

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ ç¨á«¥ b > 1 ¯à®¨§¢®«ì-
®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®¥ç®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî,
á®áâ ¢«¥®© ¨§ ç¨á¥« 0, 1, . . . , b−1. �á«¨ ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï ª ¦¤®£® ¨§ íâ¨å ç¨á¥«
ä¨ªá¨à®¢ âì ®¯à¥¤¥«¥ë© § ç®ª ¨  §¢ âì íâ¨ § çª¨ æ¨äà ¬¨, â® ¯à®¨§¢®«ì-
®¬ã  âãà «ì®¬ã ç¨á«ã ¬®¦® ¡ã¤¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® á®¯®áâ ¢¨âì ¥ª®â®àãî
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì æ¨äà,  §ë¢ ¥¬ãî § ¯¨áìî íâ®£® ç¨á«  ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á
®á®¢ ¨¥¬ b (¨«¨ ¢ b-¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï). � ¨¬¥®, ¥á«¨  âãà «ì®¥ ç¨á«®
a ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¢ ¢¨¤¥ (1), â. ¥.

a = cnbn + cn−1b
n−1 + · · ·+ c1b + c0, (6)

£¤¥ n > 0, 0 6 ci 6 b − 1 (i = 0, 1, . . . , n) ¨ cn 6= 0, â® ¬ë § ¯¨è¥¬ (áç¨â ï ã¦¥ c0,
c1, . . . , cn ®¡®§ ç¥¨ï¬¨ æ¨äà)

a = cncn−1 . . . c1c0b. (7)

�à ¢ãî ç áâì à ¢¥áâ¢  (7) ¨  §ë¢ îâ § ¯¨áìî  âãà «ì®£® ç¨á«  a ¢ á¨áâ¥¬¥
áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ b. �¤¥ªá b ¢ íâ®© § ¯¨á¨ ¬®¦® ®¯ãáª âì, ¥á«¨ ¨§ ª®â¥ª-
áâ  ïá®, ª ª ï á¨áâ¥¬  áç¨á«¥¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥âáï. �¥àåïï ç¥àâ  áâ ¢¨âáï ¤«ï
â®£®, çâ®¡ë ®â«¨ç¨âì íâã § ¯¨áì ®â ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ç¨á¥«; ¥¥ â ª¦¥
¬®¦® ®¯ãáª âì, ¥á«¨ íâ® ¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¥¤®à §ã¬¥¨ï¬. �®¤ç¥àª¥¬ ¥é¥ à §, çâ®
à ¢¥áâ¢® (7) ï¢«ï¥âáï ¯® áãé¥áâ¢ã á®ªà é¥®© § ¯¨áìî à ¢¥áâ¢  (6).

� ¤ ¢¨å ¢à¥¬¥ ¯®¤ ¢«ïîé ï ç áâì ç¥«®¢¥ç¥áâ¢  ¯®«ì§ã¥âáï ¤¥áïâ¨ç®© § -
¯¨áìî  âãà «ìëå ç¨á¥« á â ª  §ë¢ ¥¬ë¬¨  à ¡áª¨¬¨ æ¨äà ¬¨ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 (¥ª®â®àë¥ ¨áâ®à¨ª¨ ¯®« £ îâ, ¢¯à®ç¥¬, çâ® íâ¨ ®¡®§ ç¥¨ï ¯à¨è«¨ ª  ¬
¨§ �¤¨¨). �â¨¬¨ ¦¥ æ¨äà ¬¨ ¬®¦® ¯®«ì§®¢ âìáï ¨ ¢ á¨áâ¥¬ å áç¨á«¥¨ï á ®á®-
¢ ¨¥¬ b < 10. �á«¨ ¦¥ b > 10, â® ¯à¨å®¤¨âáï ¢¢®¤¨âì ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ®¡®§ ç¥¨ï
¤«ï ¥¤®áâ îé¨å æ¨äà. �®£®¢®à¨¬áï,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¤¢¥ ¤æ â¨à¨ç®© á¨áâ¥¬¥ ¤«ï
®¡®§ ç¥¨ï ¥¤®áâ îé¨å æ¨äà 10 ¨ 11 (§ ¯¨á ëå ¯®ª  ¢ ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥)
ã¯®âà¥¡«ïâì §¤¥áì § çª¨ 4 ¨ ∇ á®®â¢¥âáâ¢¥®.

� áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ ¯¥à¥å®¤  ®â § ¯¨á¨ ç¨á«  ¢ ¤¥áïâ¨ç®© á¨-
áâ¥¬¥ ª ¥£® § ¯¨á¨ ¢ ¤àã£®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©  «£®à¨â¬ ¢ëâ¥-
ª ¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.1. �á«®¢¨¬áï, çâ® ®âáãâáâ¢¨¥ ¢¥àå¥© ç¥àâë
¨ ¨¤¥ªá  ã § ¯¨á¨ ç¨á«  ®§ ç ¥â, çâ® íâ  § ¯¨áì ¤¥áïâ¨ç ï.

�à¨¬¥à 6.1. � ¯¨á âì ç¨á«® 231 ¢ ¯ïâ¨à¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï.
�«ï à¥è¥¨ï íâ®© § ¤ ç¨ ¢ë¯®«ï¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ è £¨:
1. �¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ ç¨á«® 231   5: 231 = 5 · 46 + 1.
2. �¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ ç¨á«® 46   5: 46 = 5 · 9 + 1.
3. �¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ ç¨á«® 9   5: 9 = 5 · 1 + 4.
4. �¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ ç¨á«® 1   5: 1 = 5 · 0 + 1.
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�  íâ®¬ ¢ëç¨á«¥¨ï ®áâ  ¢«¨¢ îâáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®æ¥¤ãà  ¢ëç¨á«¥¨©
§ ª ç¨¢ ¥âáï, ª®£¤  ®ç¥à¥¤®¥ ¥¯®«®¥ ç áâ®¥ ®ª § «®áì à ¢ë¬ ã«î. (� §ã-
¬¥¥âáï, ¥¥ ¬®¦® ¡ë«® ¡ë ®áâ ®¢¨âì ã¦¥   ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ è £¥, ª®£¤  ¥¯®«®¥
ç áâ®¥ ®ª § «®áì ç¨á«®¬, ¬¥ìè¨¬ ç¥¬ 5; â¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯à¨  «¨ç¨¨ ¯®á«¥¤¥£®
è £  ã¤®¡¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¯à ¢¨«® ¢ë¯¨áë¢ ¨ï ®â¢¥â .)

�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®«ãç¥ëå ®áâ âª®¢, ¢ë¯¨áë¢ ¥¬ ï ¢ ®¡à â®¬ ¯®-
àï¤ª¥,  ç¨ ï á ¯®á«¥¤¥£®, ¨ ¡ã¤¥â ¨áª®¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî æ¨äà ¯ïâ¨-
à¨ç®© § ¯¨á¨ ç¨á«  231:

231 = 14115.

�«ï ¯à®¢¥àª¨ ¯®«ãç¥®£® à¥§ã«ìâ â   ¬ ¤®áâ â®ç® ¢á¯®¬¨âì, çâ® § ¯¨áì
a = 14115 ®§ ç ¥â, çâ®

a = 1 · 53 + 4 · 52 + 1 · 5 + 1.

�ë¯®«¨¢ íâ¨ ¤¥©áâ¢¨ï (¢ ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥), ¬ë ã¡¥¤¨¬áï ¢ ¯à ¢¨«ì®áâ¨ ®â-
¢¥â . ¤

�à¨¬¥à 6.2. � ¯¨á âì ç¨á«® 5015 ¢ ¤¢¥ ¤æ â¨à¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï.
�ë¯®«ï¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ ¤¥«¥¨ï á ®áâ âª®¬, ª ª ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥:
1. 5015 = 12 · 417 + 11.
2. 417 = 12 · 34 + 9.
3. 34 = 12 · 2 + 10.
4. 2 = 12 · 0 + 2.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, 5015 = 249∇12. ¤
�¡ëçë¥ ¯à ¢¨«  á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï "áâ®«¡¨ª®¬" ¨ ¤¥«¥¨ï "ã£®«ª®¬"

á®åà ïîâáï ¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ áç¨á«¥¨ï á ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®á®¢ ¨¥¬; ¤®áâ â®ç® «¨èì
á®§¤ âì ¨ § ¯®¬¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â ¡«¨æë á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï æ¨äà. �¥
¢¤ ¢ ïáì §¤¥áì ¢ ¤ «ì¥©è¨¥ ¤¥â «¨, ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¯à¨§ ª ¬ ¤¥«¨¬®áâ¨.

�à¨§ ª®¬ ¤¥«¨¬®áâ¨   ä¨ªá¨à®¢ ®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® m > 1  §ë-
¢ îâ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¬ ¤®«¦ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì æ¨äàë § ¯¨á¨ ¤ ®£® ç¨á«  a ¢
¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ç¨á«® a
¤¥«¨«®áì   m. �¨¯¨çë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ï¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¨§¢¥áâë¥ ¯à¨§ ª¨
(¢ ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï):

�¨á«® ¤¥«¨âáï   2 (  5) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¯®á«¥¤ïï æ¨äà 
¤¥«¨âáï   2 (á®®â¢¥âáâ¢¥®,   5).

�¨á«® ¤¥«¨âáï   3 (  9) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áã¬¬  ¥£® æ¨äà ¤¥«¨âáï
  3 (á®®â¢¥âáâ¢¥®,   9).

�â¨ (¨ ¬®£¨¥ ¤àã£¨¥) ¯à¨§ ª¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ ®¡®¡é îâáï   á¨áâ¥¬ë áç¨á«¥-
¨ï á ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®á®¢ ¨¥¬ ¨ ï¢«ïîâáï ª®ªà¥âë¬¨ ¯à®ï¢«¥¨ï¬¨ ¤¥©áâ¢¨ï
á«¥¤ãîé¥£® ®¡é¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï,  §ë¢ ¥¬®£® ¯à¨§ ª®¬ � áª «ï:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 6.2. �ãáâì b > 1 ¨ m > 1 ¥ª®â®àë¥  âãà «ìë¥ ç¨á« .
�«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  k > 0 ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ rk  ¨¬¥ìè¥¥ ¯®  ¡á®-
«îâ®© ¢¥«¨ç¨¥ ç¨á«®, áà ¢¨¬®¥ á bk ¯® ¬®¤ã«î m. �ãáâì

a = cncn−1 . . . c1c0b
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| § ¯¨áì ç¨á«  a ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ b. �¨á«® a ¤¥«¨âáï   m
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤    m ¤¥«¨âáï ç¨á«®

c0r0 + c1r1 + · · ·+ cnrn.

�®ª §ë¢ ¥âáï íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¢á¥¬ ¯à®áâ®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥-
¨î ç¨á¥« rk ¤«ï ª ¦¤®£® k ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áà ¢¥¨¥ bk ≡ rk (mod m), ®âªã¤  ¤«ï
«î¡®£® k = 0, 1, . . . , n ¯®«ãç ¥¬ ckbk ≡ ckrk (mod m). �«¥¤®¢ â¥«ì®,

a = cnbn + cn−1b
n−1 + · · ·+ c1b + c0 ≡ cnrn + cn−1rn−1 + · · ·+ c1r1 + c0r0 (mod m),

¨ ®áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ ®¤® ¨§ ¤¢ãå ç¨á¥«, áà ¢¨¬ëå ¯® ¬®¤ã«î m, ¤¥«¨âáï
  m, â® ¨ ¤àã£®¥ â®¦¥ ¤¥«¨âáï   m. ¤

�à¨¢¥¤¥¬ àï¤ ª®ªà¥âëå ¯à¨§ ª®¢ ¤¥«¨¬®áâ¨, ¢ëâ¥ª îé¨å ¨§ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 6.2.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì ç¨á«® m ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  b. � âãà «ì®¥
ç¨á«® a ¤¥«¨âáï   m â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤    m ¤¥«¨âáï ¯®á«¥¤ïï æ¨äà 
§ ¯¨á¨ ç¨á«  a ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ b.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ m | b, â® r0 = 1,   ¤«ï «î¡®£® k > 0 ¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®,
rk = 0. �®íâ®¬ã

c0r0 + c1r1 + · · ·+ cnrn = c0. ¤

� ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¯à¥¢à é ¥âáï ¢
¨§¢¥áâë¥ ¯à¨§ ª¨ ¤¥«¨¬®áâ¨   2 ¨   5.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ç¨á«® m ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  b−1. � âãà «ì®¥
ç¨á«® a ¤¥«¨âáï   m â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤    m ¤¥«¨âáï áã¬¬  ¢á¥å æ¨äà
§ ¯¨á¨ ç¨á«  a ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ b.

� íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬ b ≡ 1 (mod m), ¨ ¯®â®¬ã ¢á¥ ç¨á«  rk ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨
¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.2 à ¢ë 1. �âáî¤ 

c0r0 + c1r1 + · · ·+ cnrn = c0 + c1 + · · ·+ cn. ¤

� ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¯à¥¢à é ¥âáï ¢
¨§¢¥áâë¥ ¯à¨§ ª¨ ¤¥«¨¬®áâ¨   3 ¨   9.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì ç¨á«® m ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  b+1. � âãà «ì®¥
ç¨á«® a ¤¥«¨âáï   m â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤    m ¤¥«¨âáï à §®áâì áã¬¬ë
¢á¥å æ¨äà, áâ®ïé¨å   ç¥âëå ¬¥áâ å ¢ § ¯¨á¨ ç¨á«  a ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á
®á®¢ ¨¥¬ b, ¨ áã¬¬ë ¢á¥å æ¨äà, áâ®ïé¨å   ¥ç¥âëå ¬¥áâ å.

� íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬ b ≡ −1 (mod m), ¨ ¯®â®¬ã ¤«ï «î¡®£® k > 0 bk ≡ (−1)k

(mod m). �âáî¤ 

c0r0 + c1r1 + · · ·+ cnrn = c0 − c1 + c2 − · · ·+ (−1)ncn. ¤
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� ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á«¥¤áâ¢¨¥ 3 ¤ ¥â ¯à¨§ ª ¤¥«¨¬®áâ¨   11.
�¥¬ ¦¥ á¯®á®¡®¬ ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¨ ¤àã£¨¥ ¯à¨§ ª¨ ¤¥«¨¬®áâ¨, ® ®¨ ã¦¥

¡ã¤ãâ ¡®«¥¥ á«®¦ë¬¨ ¨ ¯®â®¬ã ¬¥¥¥ ã¯®âà¥¡¨â¥«ìë¬¨. �àã£®© ¯®¤å®¤ ª ¯à¨-
§ ª ¬ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¬®¦®  ©â¨ ¢ ª¨¦ª¥ [5].

������ � ��������� 6
6.1. � ©â¨ ®á®¢ ¨¥ á¨áâ¥¬ë áç¨á«¥¨ï b, ¥á«¨
 ) 12b + 13b = 30b;
¡) 12b + 13b = 30b;
¢) 89b + 69b = 103b;
£) 72b + 5b = 80b.
6.2. � ©â¨ ®á®¢ ¨¥ á¨áâ¥¬ë áç¨á«¥¨ï b, ¥á«¨ 12415 = 304b.
6.3. � ©â¨ ®á®¢ ¨¥ á¨áâ¥¬ë áç¨á«¥¨ï b, ¥á«¨ 418 = 201b.
6.4. � âãà «ì®¥ ç¨á«®, § ¯¨áì ª®â®à®£® ¢ ¤¥áïâ¨ç®© á¨áâ¥¬¥ á®áâ®¨â ¨§ âà¥å

æ¨äà, ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ 9 § ¯¨áë¢ ¥âáï â¥¬¨ ¦¥ æ¨äà ¬¨, ® ¢
®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥. � ©â¨ íâ® ç¨á«®.

6.5. �®ª § âì, çâ® ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ b > 3 ª¢ ¤à â ç¨á« 
b − 1 § ¯¨áë¢ ¥âáï â¥¬¨ ¦¥ æ¨äà ¬¨, çâ® ¨ ã¤¢®¥®¥ ç¨á«® b − 1, ® ¢§ïâë¬¨ ¢
®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥.

6.6. � ¯¨á âì ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®¢ ¨¥¬ n ç¨á«®, à ¢®¥ áã¬¬¥ ¯¥à¢ëå
n  âãà «ìëå ç¨á¥«.

6.7. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® b > 4 ç¨á«® 144b ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤-
à â®¬ ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® ç¨á« .

6.8. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® b > 3 ç¨á«® 1331b ï¢«ï¥âáï ªã¡®¬
¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® ç¨á« .

� ¯®á«¥¤ãîé¨å § ¤ ç å à¥çì ¨¤¥â ® ¤¥áïâ¨ç®© § ¯¨á¨  âãà «ìëå ç¨á¥«.
6.9. � ©â¨ ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  ¢¨¤  aba, ¤¥«ïé¨¥áï   15.
6.10. � ©â¨ ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  ¢¨¤  aba, ¤¥«ïé¨¥áï   33.
6.11. �ã¬¬  ¤¢ã§ ç®£® ç¨á«  m ¨ ç¨á« , § ¯¨á ®£® â¥¬¨ ¦¥ æ¨äà ¬¨, ®

¢ ®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥, ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á« . � ©â¨ ¢á¥ â ª¨¥
ç¨á«  m.

6.12. �ã¬¬  æ¨äà âà¥å§ ç®£® ç¨á«  à ¢  7. �®ª § âì, çâ® íâ® ç¨á«® ¤¥-
«¨âáï   7 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤¢¥ ¯®á«¥¤¨¥ æ¨äàë ¥£® á®¢¯ ¤ îâ.

6.13. � ©â¨ ¤¢ã§ ç®¥ ç¨á«®, à ¢®¥ áã¬¬¥ ªã¡  á¢®¥© ¯¥à¢®© æ¨äàë ¨ ª¢ ¤-
à â  ¢â®à®© æ¨äàë.

6.14. �®ª § âì, çâ® ç¥âëà¥å§ ç®¥ ç¨á«®, ã ª®â®à®£® ®¤¨ ª®¢ë ¯¥à¢ ï ¨
âà¥âìï æ¨äàë,   â ª¦¥ | ¢â®à ï ¨ ç¥â¢¥àâ ï æ¨äàë, ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ª¢ ¤à â®¬
æ¥«®£® ç¨á« .

6.15. �¢  ¤¢ã§ çëå ç¨á« , § ¯¨á ë¥ ®¤® §  ¤àã£¨¬, ®¡à §ãîâ ç¥âëà¥å-
§ ç®¥ ç¨á«®, ¤¥«ïé¥¥áï   ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥. � ©â¨ íâ¨ ç¨á« .
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§ 7. �®«ìæ® æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥«.
�à¨¬¥à ª®«ìæ  á ¥®¤®§ çë¬ à §«®¦¥¨¥¬

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ ï ç áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨© ® ¤¥«¨-
¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥¥á¥    ¯à®¨§¢®«ìë¥ ª®«ìæ . �à¨ íâ®¬ ®â
ª®«ìæ  K ¬ë ¡ã¤¥¬ âà¥¡®¢ âì â®«ìª® ®¤®: K ¤®«¦® ¡ëâì æ¥«®áâë¬ ª®«ìæ®¬
(¨ íâ® âà¥¡®¢ ¨¥ á®¢¥àè¥® ¥áâ¥áâ¢¥®¥, ¥á«¨ ¬ë å®â¨¬ ¯®«ãç¨âì â¥®à¨î ¤¥-
«¨¬®áâ¨, å®âì áª®«ìª®-¨¡ã¤ì ¯®å®¦ãî   â¥®à¨î ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«). � ª¨¬
®¡à §®¬, ¬ë ¤®£®¢ à¨¢ ¥¬áï, çâ® ¢áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ â¥à¬¨ "ª®«ìæ®" ¡ã¤¥â
®¡®§ ç âì æ¥«®áâ®¥ ª®«ìæ®.

�¡é¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨««îáâà¨à®¢ âì   ¯à¨¬¥à¥
¤¢ãå ª®ªà¥âëå ª®«¥æ, í«¥¬¥â ¬¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ¥ª®â®àë¥ ª®¬¯«¥ªáë¥
ç¨á« . �®íâ®¬ã ¤«ï ¯®¨¬ ¨ï ¬ â¥à¨ « , á®¤¥à¦ é¥£®áï ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ¥®¡-
å®¤¨¬®  ç «ì®¥ § ª®¬áâ¢® á ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ç¨á« ¬¨. �¯à®ç¥¬,  ¬ ¡ã¤¥â ¤®áâ -
â®ç® § âì, çâ® ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ç¨á« ¬¨  §ë¢ îâ ç¨á«  ¢¨¤  a + b i, £¤¥ a ¨ b |
¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á«  ¨ i | â ª®¥ ç¨á«®, çâ® i2 = −1. �¨á«® a  §ë¢ ¥âáï ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®© ç áâìî ç¨á«  a + b i, b i | ¥£® ¬¨¬®© ç áâìî, ¨ b | ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¯à¨
¬¨¬®© ç áâ¨. � ¯¨áì ç¨á«  a+ b i ¢ ãª § ®¬ ¢¨¤¥ ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥®©; ¨ ç¥
£®¢®àï, ¤¢  ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á«  à ¢ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ¢ë ¨å ¤¥©-
áâ¢¨â¥«ìë¥ ç áâ¨ ¨ ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ ¬¨¬ëå ç áâïå. �¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« 
á®¤¥à¦ âáï ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ C ¢á¥å ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«; ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® ï¢«ï¥âáï
¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ ¬¨¬®© ç áâ¨ ¥£®
à ¢¥ ã«î.

�«®¦¥¨¥ ¨ ã¬®¦¥¨¥ ¤¢ãå ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« u = a + b i ¨ v = c + d i
®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ¯à ¢¨« ¬ u + v = (a + c) + (b + d) i ¨ uv = (ac− bd) + (ad + bc) i.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ®¡« ¤ îâ á¢®©-
áâ¢ ¬¨ 1) { 5) ¨§ § 1, ¨ ¯®â®¬ã ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ª®-
«ìæ®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á«  0 ¨ 1 ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥©
ª®«ìæ  C. �®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤ë© ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â ¨§ C ®¡à â¨¬, â. ¥. ª®«ìæ® C
ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® u = a + b i ®â«¨ç® ®â
ã«ï, â® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« a ¨ b ®â«¨ç® ®â ã«ï ¨ ¯®â®¬ã
a2 + b2 6= 0. �®íâ®¬ã ¬®¦® § ¯¨á âì ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«®

a

a2 + b2 + −b

a2 + b2 i,

¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ®® ï¢«ï¥âáï ®¡à âë¬ ª ç¨á«ã z.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®«¥ ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ª®«ìæ  æ¥«ëå ¨ ¯®«¥© à -

æ¨® «ìëå ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«, ¥ ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¢ «î¡®¬ ã¯®àï¤®ç¥®¬ ª®«ìæ¥ ª¢ ¤à â «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  ¯®«®¦¨â¥-
«¥. �®íâ®¬ã 1 = 12 ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ í«¥¬¥â®¬ ª®«ìæ ,   § ç¨â
¢ «î¡®¬ ã¯®àï¤®ç¥®¬ ª®«ìæ¥ −1 ï¢«ï¥âáï ®âà¨æ â¥«ìë¬ í«¥¬¥â®¬. �® ¯®«¥ C
á®¤¥à¦¨â â ª®© í«¥¬¥â i, çâ® i2 = −1, ¨ ¯®â®¬ã ®® ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ã¯®àï¤®ç¥-
ë¬.

� á ¡ã¤ãâ ¨â¥à¥á®¢ âì ¤¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ª®¬¯«¥ªáëå ç¨-
á¥«. �¥à¢®¥ ¨§ ¨å  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« ¨ ®¡®§ ç ¥âáï
á¨¬¢®«®¬ �. �® á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« a + b i, £¤¥ a ¨ b |
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æ¥«ë¥ ç¨á« . �â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®, ®¡®§ ç ¥¬®¥ á¨¬¢®«®¬ �, á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦-
ëå ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« ¢¨¤  a + b

√
3 i, £¤¥ a ¨ b | æ¥«ë¥ ç¨á« . �¥¯®áà¥¤áâ¢¥®

¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ¬®¦¥áâ¢ ¢¬¥áâ¥ á «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï á¢®¨¬¨ í«¥-
¬¥â ¬¨ á®¤¥à¦¨â ¨å áã¬¬ã, à §®áâì ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬.
�ç¥¢¨¤®, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ª®«¥æ á®¤¥à¦¨â ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á« . �§ à ááã¦¤¥¨©
¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ  á«¥¤ã¥â, çâ® íâ¨ ª®«ìæ  ¥ ï¢«ïîâáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨: ª®«ìæ®
� á®¤¥à¦¨â i,   ª®«ìæ® � á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥â

√
3 i. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ®¨ ï¢«ïîâáï

æ¥«®áâë¬¨ ª®«ìæ ¬¨, ¯®áª®«ìªã á®¤¥à¦ âáï ¢ ¯®«¥ C, ï¢«ïîé¨¬áï æ¥«®áâë¬
ª®«ìæ®¬.

�¤¥áì ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® àï¤ ¨áå®¤ëå á¢®©áâ¢ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¯¥-
à¥ä®à¬ã«¨à®¢ ëå  ¤«¥¦ é¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ª®«¥æ.
�ë ã¢¨¤¨¬, â¥¬ ¥ ¬¥¥¥, çâ® â ª¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ª ª ®¤®§ ç®áâì à §«®¦¥¨ï
  ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï, ¤«ï ª®«ìæ 
� ã¦¥ ¥ ¨¬¥îâ ¬¥áâ , å®âï ®áâ îâáï ¢¥àë¬¨ ¢ ª®«ìæ¥ �.

� ç¥¬ á â®£®, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®â®è¥¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ í«¥¬¥â®¢ ¯à®¨§¢®«ì-
®£® ª®«ìæ  ¤®á«®¢® á®¢¯ ¤ ¥â á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¤«ï æ¥«ëå ç¨á¥«:

�á«¨ K | ¥ª®â®à®¥ ª®«ìæ®, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® í«¥¬¥â a ª®«ìæ  K
¤¥«¨â í«¥¬¥â b íâ®£® ª®«ìæ  ¨ § ¯¨áë¢ âì íâ® ¢ ¢¨¤¥ a | b, ¥á«¨ ¢ K áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®© í«¥¬¥â c , çâ® ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® b = ac.

� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à¨ íâ®¬ £®¢®à¨âì â ª¦¥, çâ® í«¥¬¥â
a ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â  b, ¨«¨ çâ® í«¥¬¥â b ¤¥«¨âáï   a, ¨«¨ çâ® í«¥¬¥â
b ªà â¥ í«¥¬¥âã a.

� ¯à¨¬¥à, ¢ ª®«ìæ¥ � æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« (1+i) |2, â ª ª ª 2 = (1+i)(1−i).
� «®£¨ç®, à ¢¥áâ¢® (1 +

√
3 i)(2 −√3 i) = 5 +

√
3 i £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢ ª®«ìæ¥

� (1 +
√

3 i) |(5 +
√

3 i). � áá¬®âà¨¬ §¤¥áì ¦¥
�à¨¬¥à 7.1. �ëïá¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ ¢ ª®«ìæ¥ � í«¥¬¥â 2 + i ¤¥«¨â¥«¥¬

í«¥¬¥â  3 + 2 i.
� ¬ âà¥¡ã¥âáï ã§ âì, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® a + b i, ¤«ï

ª®â®à®£® á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® 3 + 2 i = (2 + i)(a + b i). � ª ª ª

(2 + i)(a + b i) = (2a− b) + (a + 2b) i,

íâ® à ¢¥áâ¢® ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ 3 + 2 i = (2a− b) + (a+ 2b) i. �®áª®«ìªã ¤¢  ª®¬¯«¥ªá-
ëå ç¨á«  à ¢ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ¢ë ¨å ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç áâ¨ ¨
ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ ¬¨¬ëå ç áâïå, ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® à ¢®á¨«ì® á¨áâ¥¬¥

{ 2a− b = 3
a + 2b = 2.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, ®¤ ª®, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ¥ ¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨©. �®íâ®¬ã
í«¥¬¥â 2 + i ¥ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â  3 + 2 i. ¤

(� ¬¥â¨¬, çâ® § ¤ ç  ¯à¨¬¥à  7.1 ¬®¦¥â ¡ëâì à¥è¥  ¨ ¤àã£¨¬, ¡®«¥¥ ¥¯®-
áà¥¤áâ¢¥ë¬ á¯®á®¡®¬. � ¨¬¥®, à §¤¥«¨¢ ¢ ¯®«¥ ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« ç¨á«® 3+2 i

  ç¨á«® 2 + i, ¯®«ãç¨¬ â® ¥¤¨áâ¢¥®¥ ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® z = 8
5 + 1

5 i, ª®â®à®¥
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ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã 3 + 2 i = (2 + i) · z. � ª ª ª ç¨á«® z ¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬
£ ãáá®¢ë¬, í«¥¬¥â 2 + i ¥ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â  3 + 2 i ¢ ª®«ìæ¥ �.)

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¤¥«¨¬®áâ¨ ¨¬¥¥â
á¬ëá« ¨ ¤«ï à æ¨® «ìëå ç¨á¥«, ¨ ¤«ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«, ¨ ¤«ï ª®¬¯«¥ªáëå
ç¨á¥«. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¢ íâ¨å á«ãç ïå, ª ª ¨ ¢®®¡é¥ ¢ «î¡®¬ ¯®«¥, â¥®à¨ï ¤¥«¨¬®-
áâ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ¡¥áá®¤¥à¦ â¥«ì®©: ª ¦¤ë© í«¥¬¥â ¯®«ï ¤¥«¨âáï   «î¡®© ¥£®
¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â.

�¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¤® ®â®è¥¨¥   ¬®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K. �ã¤¥¬ £®¢®-
à¨âì, çâ® í«¥¬¥â a ª®«ìæ  K  áá®æ¨¨à®¢  á í«¥¬¥â®¬ b íâ®£® ª®«ìæ  ¨ § ¯¨-
áë¢ âì íâ® ¢ ¢¨¤¥ a ∼ b, ¥á«¨ ¢ K áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â c, çâ®
¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® b = ac.

� ¯®¬¨¬, çâ® í«¥¬¥â c ª®«ìæ  K  §ë¢ ¥âáï ®¡à â¨¬ë¬, ¥á«¨ ¢ K áãé¥-
áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â d, çâ® cd = 1. �«¥¬¥â d  §ë¢ ¥âáï ®¡à âë¬ ª í«¥¬¥âã ¨
®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ c−1. �ç¥¢¨¤®, çâ® í«¥¬¥â c−1, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®¡à â¨¬, ¨ ®¡-
à âë¬ ª ¥¬ã ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â c. �âáî¤  (c−1)−1 = c. � ª ¦¤®¬ ª®«ìæ¥ ¥áâì å®âï
¡ë ®¤¨ ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â; â ª®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, ¥¤¨¨æ  ª®«ìæ . �¥£ª®
¯à®¢¥à¨âì â ª¦¥, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ï¢«ï¥âáï ®¡à â¨-
¬ë¬ í«¥¬¥â®¬. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬
®¯à¥¤¥«¥¨ï  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨ ¨ íâ¨å § ¬¥ç ¨©.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.1. �â®è¥¨¥  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨ í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K
ï¢«ï¥âáï íª¢¨¢ «¥â®áâìî   ¬®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥â®¢ K, â. ¥. ®â®è¥¨¥  á-
á®æ¨¨à®¢ ®áâ¨ ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a ¨§ K a ∼ a (à¥ä«¥ªá¨¢®áâì);
2) ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¨§ K ¨§ a ∼ b á«¥¤ã¥â, çâ® b ∼ a (á¨¬¬¥â-

à¨ç®áâì);
3) ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ¨ c ¨§ K ¨§ a ∼ b ¨ b ∼ c, á«¥¤ã¥â, çâ® a ∼ c

(âà §¨â¨¢®áâì). ¤
�®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ K∗.

� ª ª ª í«¥¬¥â c ª®«ìæ  K ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, ®¡à â¨¬ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  a | 1, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 á«¥¤ã¥â, çâ® Z∗ = {1,−1}. �®íâ®¬ã æ¥«ë¥ ç¨á«  a
¨ b ï¢«ïîâáï  áá®æ¨¨à®¢ ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®«ìæ  Z â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
a = b ¨«¨ a = −b. �â®¡ë ¯®«ãç¨âì   «®£¨çë© ªà¨â¥à¨©  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨
í«¥¬¥â®¢ ª®«¥æ � ¨ �, ¥®¡å®¤¨¬® ¨¬¥âì ®¯¨á ¨¥ ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ íâ¨å
ª®«¥æ.

�«ï íâ®£®,   â ª¦¥ ¤«ï ¨§ãç¥¨ï ¤àã£¨å á¢®©áâ¢ ãª § ëå ª®«¥æ  ¬ ¡ã-
¤¥â ¯®«¥§  â ª  §ë¢ ¥¬ ï ®à¬  ª®¬¯«¥ªá®£® ç¨á« . � ¨¬¥®, ®à¬®© ª®¬-
¯«¥ªá®£® ç¨á«  z = a + b i  §ë¢ ¥âáï ¥®âà¨æ â¥«ì®¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®
N(z) = a2 + b2. (�«ï ç¨â â¥«ï, à á¯®« £ îé¥£® ¡®«¥¥ ®á®¢ â¥«ìë¬ § ª®¬áâ¢®¬
á ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ç¨á« ¬¨, ®â¬¥â¨¬, çâ® ®à¬  N(z) ç¨á«  z á®¢¯ ¤ ¥â, ®ç¥¢¨¤®, á
ª¢ ¤à â®¬ ¬®¤ã«ï íâ®£® ç¨á« .)

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.2. 1) �«ï «î¡ëå ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« u ¨ v ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢® N(u · v) = N(u) ·N(v).

2) �á«¨ ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® z ¯à¨ ¤«¥¦¨â «î¡®¬ã ¨§ ª®«¥æ � ¨ �, â® N(z)
ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ ç¨á«®¬.
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3) �á«¨ u ¨ v | í«¥¬¥âë ®¤®£® ¨§ ª®«¥æ � ¨ � ¨ ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥ u ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ v, â® N(u) ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ N(v) ¢ ª®«ìæ¥ Z æ¥«ëå ç¨á¥«.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯¨è¥¬ ª®¬¯«¥ªáë¥ ç¨á«  u ¨ v ¢ ¢¨¤¥ u = a + b i ¨
v = c + d i. �®£¤  u · v = (ac− bd) + (ad + bc) i ¨ ¯®â®¬ã

N(u · v) = (ac− bd)2 + (ad + bc)2 =
a2b2 + b2d2 + a2d2 + b2c2 = (a2 + b2) · (c2 + d2) = N(u) ·N(v).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ 1) ¤®ª § ®.
�á«¨ z = a + b i | æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«®, â® ç¨á«  a ¨ b æ¥«ë¥, ¨ ¯®â®¬ã

N(z) = a2 + b2 â ª¦¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. � «®£¨ç®, ¥á«¨ z = a + b
√−3 i | í«¥¬¥â

ª®«ìæ  �, â® ç¨á«® N(z) = a2 + 3b2 æ¥«®¥.
� ª®¥æ, ¥á«¨ u ¨ v | í«¥¬¥âë «î¡®£® ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª®«¥æ ¨ ¤«ï

¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  z â®£® ¦¥ ª®«ìæ  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® v = uz, â® ¢¢¨¤ã
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï 1) ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® N(v) = N(u)N(z), ¨ â ª ª ª ç¨á«® N(z)
â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ Z ç¨á«® N(u) ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨-
â¥«¥¬ ç¨á«  N(v) ¤

�¥¯¥àì ¬®¦¥¬ ¯®«ãç¨âì ®¯¨á ¨¥ ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ª®«¥æ � ¨ �.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.3. �®¦¥áâ¢® �∗ ¢á¥å ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  �
á®áâ®¨â ¨§ ç¨á¥« 1, −1, i ¨ −i.

�®¦¥áâ¢® �∗ ®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � á®áâ®¨â ¨§ ç¨á¥« 1 ¨ −1.
�à®¬¥ â®£®, í«¥¬¥â u «î¡®£® ¨§ ª®«¥æ � ¨ � ®¡à â¨¬ ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥ â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  N(u) = 1.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ u | ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â ®¤®£® ¨§ ª®«¥æ � ¨ �, â® u
ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ 1, ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¥®âà¨æ â¥«ì®¥ æ¥«®¥
ç¨á«® N(u) ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¢ Z ç¨á«  1. �®íâ®¬ã N(u) = 1.

�á«¨ ¤ «¥¥ u = a + b i | æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® ¨ N(u) = 1, â® a2 + b2 = 1.
�ç¥¢¨¤ë¬¨ æ¥«®ç¨á«¥ë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ íâ®£® ãà ¢¥¨ï ®â®á¨â¥«ì® a ¨ b ï¢«ï-
îâáï ¯ àë (1, 0), (−1, 0), (0, 1) ¨ (0,−1), ¨ «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤àã£¨å æ¥«®ç¨á«¥ëå
à¥è¥¨© ã ¥£® ¥â. �á«¨,  ¯à¨¬¥à, æ¥«®¥ ç¨á«® a ®â«¨ç® ®â ã«ï ¨ ±1, â® |a| > 2
¨ ¯®â®¬ã ¤«ï «î¡®£® b ¨¬¥¥¬ qa2 + b2 > a2 > 2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ®à¬  æ¥«®£® £ ãáá®¢  ç¨á«  u à ¢  1, â® u á®¢¯ ¤ ¥â á
®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« 1, −1, i ¨ −i, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå, ®ç¥¢¨¤®, ®¡à â¨¬® ¢ �.

� ª®¥æ, ¥á«¨ u = a + b
√

3 i | í«¥¬¥â ª®«ìæ  � ¨ N(u) = 1, â® a2 + 3b2 =
1. �ç¥¢¨¤ë¬¨ æ¥«®ç¨á«¥ë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ íâ®£® ãà ¢¥¨ï ®â®á¨â¥«ì® a ¨ b
ï¢«ïîâáï ¯ àë (1, 0), (−1, 0), ¨ «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤àã£¨å æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨©
ã ¥£® ¥â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® b ®â«¨ç® ®â ã«ï, â® |b| > 1 ¨ ¯®â®¬ã
¤«ï «î¡®£® a ¨¬¥¥¬ a2 + 3b2 > 3b2 > 3.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ®à¬  í«¥¬¥â  u ª®«ìæ  � à ¢  1, â® u á®¢¯ ¤ ¥â á
®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« 1, −1, ª®â®àë¥, ®ç¥¢¨¤®, ®¡à â¨¬ë ¢ �. �à¥¤«®¦¥¨¥ 7.3 ¤®ª -
§ ®. ¤

�§ íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ ¯®«ãç ¥âáï
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�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �®¦¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  �,  áá®æ¨¨à®¢ ëå ¢ � á í«¥-
¬¥â®¬ u íâ®£® ª®«ìæ , á®áâ®¨â ¨§ ç¨á¥« u, −u, u i ¨ −u i.

�®¦¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  �,  áá®æ¨¨à®¢ ëå ¢ � á í«¥¬¥â®¬ u íâ®£®
ª®«ìæ , á®áâ®¨â ¨§ ç¨á¥« u ¨ −u. ¤

�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ®¤® ¯à®áâ®¥, ® ¯®«¥§®¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ u ¨ v | ¥ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë ®¤®£® ¨§ ª®«¥æ � ¨ � ¨ ¢
íâ®¬ ª®«ìæ¥ u ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ v, ¯à¨ç¥¬ N(u) = N(v), â® í«¥¬¥âë u ¨ v
 áá®æ¨¨à®¢ ë.

�á«¨, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  z á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª®«ìæ 
¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® v = uz, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.2 N(v) = N(u)N(z), ¨
â ª ª ª N(u) = N(v) 6= 0, ®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® N(z) = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¢¨¤ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.3 í«¥¬¥â z ®¡à â¨¬, ¨ ¯®â®¬ã u ∼ v. ¤

�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥, á®¤¥à¦ é¥¥ ¯¥à¥ç¥ì ¯à®áâ¥©è¨å á¢®©áâ¢ ®â®è¥-
¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨, ¯à®ïáï¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, à®«ì ®â®è¥¨ï  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨ ¢ â¥®-
à¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ í«¥¬¥â®¢ ¤ ®£® ª®«ìæ :

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.4. �á«¨ K ¯à®¨§¢®«ì®¥ ª®«ìæ®, â®
1) ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a ¨§ K a |a;
2) �á«¨ a |b ¨ b |c, â® a |c;
3) �á«¨ a |b ¨ a |c, â® a |(b + c);
4) �á«¨ a |b, â® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  c ¨§ K a |(bc);
5) �á«¨ ac |bc ¨ c 6= 0, â® a |b.
6) í«¥¬¥â 0 ¤¥«¨âáï   «î¡®© í«¥¬¥â ¨§ K;
7) ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â a ¤¥«¨âáï   0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a = 0;
8) «î¡®© í«¥¬¥â ¨§ K ¤¥«¨âáï   1,   ¯®â®¬ã ¨   ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡à â¨-

¬ë© í«¥¬¥â ª®«ìæ  K;
9) í«¥¬¥âë a ¨ b ®¤®¢à¥¬¥® ¤¥«ïâáï ¤àã£   ¤àã£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ®¨  áá®æ¨¨à®¢ ë.

�¢®©áâ¢  1) { 8) á®¢¯ ¤ îâ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï
2.1, £¤¥ à¥çì ¨¤¥â ®¡ ®â®è¥¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨å ¢
®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  â®ç® â ª®¥ ¦¥, ª ª ¤«ï æ¥«ëå ç¨á¥«.

�®à¬ã«¨à®¢ª¨ á¢®©áâ¢ 9), 10) ¨ 11) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 á®¤¥à¦ â ¯®ïâ¨¥  ¡á®-
«îâ®© ¢¥«¨ç¨ë æ¥«®£® ç¨á« , ª®â®à®¥ ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ «¨èì ¡« £®¤ àï â®¬ã, çâ®
ª®«ìæ® æ¥«ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬ ª®«ìæ®¬. �®áª®«ìªã ¬ë å®â¨¬ §¤¥áì
¯®áâà®¨âì â¥®à¨î ¤¥«¨¬®áâ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ , ¥ ¯à¥¤¯®« £ ï ¥£® ã¯®àï-
¤®ç¥ë¬, ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ãª § ëå á¢®©áâ¢ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ áâ ®¢ïâáï ¡¥áá¬ëá-
«¥ë¬¨,   ¢¬¥áâ® ¨å ¯®ï¢«ï¥âáï á¢®©áâ¢® 9)  áâ®ïé¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï. �®ª ¦¥¬
¥£®.

�ãáâì á ç «  a ∼ b. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®â®è¥¨ï  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨ íâ® ®§ -
ç ¥â, çâ® b = ac ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥â  c ª®«ìæ  K. �âáî¤  a |b. � ª
ª ª ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.1 ¨§ a ∼ b á«¥¤ã¥â, çâ® b ∼ a, â® ¬®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì â ª¦¥,
çâ® ¨ b | a. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¥á«¨ í«¥¬¥âë a ¨ b  áá®æ¨¨à®¢ ë,
â® ®¨ ¤¥«ïâáï ¤àã£   ¤àã£ .
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�¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® í«¥¬¥âë a ¨ b ¤¥«ïâáï ¤àã£   ¤àã£ . �®£¤  ¤«ï
¯®¤å®¤ïé¨å í«¥¬¥â®¢ c ¨ d ª®«ìæ  K ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢  b = ac ¨ a = bd, ®âªã¤ 
b = b(cd). �á«¨ b = 0, â® ¨§ à ¢¥áâ¢  a = bd á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ a = 0, ¨ ¯®â®¬ã ¢¢¨¤ã
à¥ä«¥ªá¨¢®áâ¨ ®â®è¥¨ï  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨ ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ a ∼ b.
�á«¨ ¦¥ b 6= 0, â® à ¢¥áâ¢® b = b(cd) ¬®¦® á®ªà â¨âì   b; ¯®«ãç¥®¥ ¯à¨ íâ®¬
à ¢¥áâ¢® cd = 1 ®§ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥â c ®¡à â¨¬, ®âªã¤  ¢¢¨¤ã à ¢¥áâ¢  b = ac
¬ë ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬ a ∼ b. ¤

�â¬¥â¨¬, çâ® á¢®©áâ¢® 9) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ï¢«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬
á¢®©áâ¢  9) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.4: ¤¢  æ¥«ëå ç¨á«  a ¨ b ¤¥«ïâáï ¤àã£   ¤àã£  â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¨  áá®æ¨¨à®¢ ë ¢ ª®«ìæ¥ Z, â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  a = ±b. � «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  �.

�¢®©áâ¢® 9) ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.4 £®¢®à¨â, ¢ ç áâ®áâ¨, ® â®¬, çâ®  áá®æ¨¨à®¢ -
ë¥ í«¥¬¥âë ¯® ®â®è¥¨î ª ¤¥«¨¬®áâ¨ ¢¥¤ãâ á¥¡ï ®¤¨ ª®¢®. �®«¥¥ â®ç®, ¨¬¥¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì a, a1, b, b1 | í«¥¬¥âë ¥ª®â®à®£® ª®«ìæ  K, ¯à¨ç¥¬
a ∼ b ¨ a1 ∼ b1. �®£¤  a |b ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  a1 |b1. ¤

�¡áã¤¨¬ â¥¯¥àì, ª ª ¤®«¦® ¢ë£«ï¤¥âì ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®ïâ¨¥,   «®£¨ç®¥
¯®ïâ¨î ¯à®áâ®£® ç¨á« . � ¯®¬¨¬, çâ® æ¥«®¥ ç¨á«® a ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯à®áâë¬,
¥á«¨ a > 1 ¨ «î¡®©  âãà «ìë© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  a à ¢¥ «¨¡® 1, «¨¡® a. �àï¬®©
¯¥à¥®á íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  K ¥¢®§¬®¦¥, â ª ª ª
¢ ¥¬ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª , ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥,  ¯®¬¨¬, ®âáãâáâ¢ãîé¥¥.
� ª áä®à¬ã«¨à®¢ âì  ¨¡®«¥¥ áãé¥áâ¢¥ë¥ ¯à¨§ ª¨ ¯à®áâ®£® æ¥«®£® ç¨á«  ¡¥§
ã¯®¬¨ ¨ï ®¡ ®â®è¥¨¨ ¯®àï¤ª  < ?

�ãáâì a | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¥ã«¥¢®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. �á«¨ a 6= ±1, â® ã ¥£® ¨¬¥-
¥âáï ç¥âëà¥ ¯®¯ à® à §«¨çëå ¤¥«¨â¥«ï 1, −1, a ¨ −a. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¥á«¨ a
¯à®áâ®¥, â® ¨ª ª¨å ¤àã£¨å ¤¥«¨â¥«¥© ¢ ª®«ìæ¥ Z ã ¥£® ¥â. �ç¥¢¨¤® â ª¦¥, çâ®
¥á«¨ æ¥«®¥ ç¨á«® a ®â«¨ç® ®â ã«ï ¨ ±1 ¨ ¥á«¨ ¯à®¨§¢®«ìë© æ¥«ë© ¤¥«¨â¥«ì
ç¨á«  a á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« ±1 ¨ ±a, â® «¨¡® ç¨á«® a, «¨¡® ç¨á«® −a ï¢-
«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ¢ á¬ëá«¥ ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �â® £®¢®à¨â ® â®¬, çâ®
¥á«¨ ¬ë ¯à¨¬¥¬ ®¢®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à®áâ®£® æ¥«®£® ç¨á« , ¤®£®¢®à¨¢è¨áì  §ë-
¢ âì æ¥«®¥ ç¨á«® a ¯à®áâë¬ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  a 6= 0, a 6= ±1 ¨ ¯à®¨§¢®«ìë©
æ¥«ë© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  a á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« ±1 ¨ ±a, â® ¬ë çâ®-â® ¯à¨®¡à¥-
â ¥¬ ¨ çâ®-â® â¥àï¥¬. �à¨®¡à¥â ¥¬ ¬ë ¢®§¬®¦®áâì ¯¥à¥®á  íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï  
¯à®¨§¢®«ìë¥ ª®«ìæ , ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¥â ã¯®¬¨ ¨© ®¡ ®â®è¥-
¨¨ ¯®àï¤ª . �¥àï¥¬ ¦¥ ¬ë ª« áá¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à®áâ®£® ç¨á« , ¯®áª®«ìªã,
 àï¤ã á ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥, ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¢ ®¢®¬
á¬ëá«¥ ¤®«¦ë ¡ã¤ãâ áç¨â âìáï ¨ ç¨á« , ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¥ ª ¨¬. �â  ¯®â¥àï,
¢¯à®ç¥¬, ¥ ¨¬¥¥â ¨ª ª®£® § ç¥¨ï, ¯®áª®«ìªã £®¢®àï ® æ¥«ëå ç¨á« å, ¬ë ¬®-
¦¥¬ ¯®-¯à¥¦¥¬ã ¯®«ì§®¢ âìáï ª« áá¨ç¥áª¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¯à®áâ®£® ç¨á« .

�à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯à®áâ®£® í«¥¬¥â  ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  K ªà®¬¥ á®®¡à -
¦¥¨©, ¨§«®¦¥ëå ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬  ¡§ æ¥, á«¥¤ã¥â ¯à¨ïâì ¢® ¢¨¬ ¨¥ ¥é¥ ®¤®:
áà¥¤¨ ¤¥«¨â¥«¥© ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  a  è¥£® ª®«ìæ  á®¤¥à¦ âáï ¢á¥ ®¡à â¨-
¬ë¥ í«¥¬¥âë ª®«ìæ  K ¨ ¢á¥ í«¥¬¥âë,  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ á í«¥¬¥â®¬ a. �ç¨âë¢ ï
¢á¥ íâ®, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ â¥¯¥àì ª á«¥¤ãîé¥¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î:
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�«¥¬¥â a ª®«ìæ  K ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à®áâë¬, ¥á«¨ ® ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨
¤¢ã¬ï á¢®©áâ¢ ¬¨:

 ) a ®â«¨ç¥ ®â 0 ¨ ¥ ï¢«ï¥âáï ®¡à â¨¬ë¬ í«¥¬¥â®¬,
¡) ¯à®¨§¢®«ìë© ¤¥«¨â¥«ì ¢ ª®«ìæ¥ K í«¥¬¥â  a ï¢«ï¥âáï «¨¡® ®¡à â¨¬ë¬,

«¨¡®  áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á a.
� ª ª ª ¤¢   áá®æ¨¨à®¢ ëå í«¥¬¥â  ª®«ìæ  K ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ ¤¥-

«¨â¥«¨, â® ¢áïª¨© í«¥¬¥â,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬, á ¬ ï¢«ï¥âáï
¯à®áâë¬. �¥£ª® ¢¨¤¥âì â ª¦¥, çâ® ¥ã«¥¢®© ¨ ¥®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â a ª®«ìæ  K
ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ «î¡®¬ ¥£® à §«®¦¥¨¨ a = bc ¢
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K ®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© b ¨«¨ c ®¡à â¨¬,  
¤àã£®©  áá®æ¨¨à®¢  á a.

� ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥, ¢ ª®«ìæ¥ Z æ¥«ëå ç¨á¥« ¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨
¢ á¬ëá«¥ íâ®£® ®¡é¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ï¢«ïîâáï ç¨á«  ¢¨¤  ±p, £¤¥ æ¥«®¥ ç¨á«® p
¯à®áâ®¥ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥. �â® ¬®¦® áª § âì ® ¯à®áâëå í«¥¬¥â å ª®«¥æ
� ¨ �? �§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 7.2 ¨ 7.3 «¥£ª® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥
¯à®áâ®âë í«¥¬¥â®¢ íâ¨å ª®«¥æ:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.5. �á«¨ ®à¬  N(z) í«¥¬¥â  z ®¤®£® ¨§ ª®«¥æ � ¨«¨ �
ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ æ¥«ë¬ ç¨á«®¬, â® z ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥£® ª®«ìæ .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ N(z) = p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â®, ®ç¥¢¨¤®, çâ® z 6= 0. �à®¬¥
â®£® z ¥ ï¢«ï¥âáï ®¡à â¨¬ë¬ í«¥¬¥â®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª®«ìæ , ¯®áª®«ìªã ¢
á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.3 ®à¬  ®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥â  «î¡®£® ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª®-
«¥æ à ¢  1. � ª®¥æ, ¥á«¨ u | ¯à®¨§¢®«ìë© ¤¥«¨â¥«ì í«¥¬¥â  z, â® ¢ á¨«ã
¯à®áâ®âë ç¨á«  p ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.2 á«¥¤ã¥â, çâ® «¨¡® N(u) = 1, «¨¡® N(u) = p, ¨
¯®â®¬ã í«¥¬¥â u ï¢«ï¥âáï, á®®â¢¥âáâ¢¥®, «¨¡® ®¡à â¨¬ë¬, «¨¡®  áá®æ¨¨à®¢ -
ë¬ á í«¥¬¥â®¬ z (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 7.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 2 ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.3). ¤

� ª ª ª ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¢å®¤ïâ ¢ ª ¦¤®¥ ¨§ ª®«¥æ � ¨ �, ¢®§¨ª ¥â ¥áâ¥-
áâ¢¥ë© ¢®¯à®á, ª ª¨¥ ¯à®áâë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ íâ¨å
ª®«¥æ. �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ¤ ¥â

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.6. �ãáâì p | ¯à®áâ®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®. �®£¤ 
1) ç¨á«® p ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬ ª®«ìæ  � ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬

á«ãç ¥, ª®£¤  p ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«;
2) ç¨á«® p ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬ ª®«ìæ  � ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬

á«ãç ¥, ª®£¤  p = a2 + 3b2 ¤«ï ¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b.
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¯à®áâ®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® p ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬

ª®«ìæ  �, â®  ©¤ãâáï ¥®¡à â¨¬ë¥ í«¥¬¥âë u ¨ v ¨§ � â ª¨¥, çâ® p = uv. �âáî¤ 
N(u)N(v) = p2, ¨ â ª ª ª N(u) ¨ N(v) | æ¥«ë¥ ç¨á« , ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¡®«ìè¥
ç¥¬ 1, ¬ë ¤®«¦ë ¨¬¥âì N(u) = N(v) = p. �á«¨ â¥¯¥àì í«¥¬¥â u § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥
u = a + b i (£¤¥ a ¨ b | æ¥«ë¥ ç¨á« ), â® à ¢¥áâ¢® N(u) = p ¤ ¥â p = a2 + b2,
â ª çâ® ç¨á«® p ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ª¢ ¤à â®¢ ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«. �¡à â®, ¥á«¨ ¤«ï
¥ª®â®àëå æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® p = a2 + b2, â® ç¨á«® p ¨¬¥¥â
à §«®¦¥¨¥ p = (a+b i)(a−b i), á®¬®¦¨â¥«¨ ª®â®à®£® a+b i ¨ a−b i ï¢«ïîâáï ¥®¡-
à â¨¬ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®«ìæ  � (¯®áª®«ìªã ®à¬  ª ¦¤®£® ¨§ ¨å à ¢  p). � ª¨¬
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®¡à §®¬, p ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬ ¢ �, ¨ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.
�â®à®¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç®. ¤

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.6 á«¥¤ã¥â,  ¯à¨¬¥à, çâ® ç¨á«® 2 ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥-
¬¥â®¬ ª®«ìæ  �,   ç¨á«® 3 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬ íâ®£® ª®«ìæ . � ®¡®à®â,
¢ ª®«ìæ¥ � 2 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ í«¥¬¥â®¬,   3 ¥â.

�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ £®¢®à¨â, ¢ ç áâ®áâ¨, ® â®¬, çâ® ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥
¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.5 ¥ ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.7. �áïª¨© í«¥¬¥â ª®«ìæ  �, ®à¬  ª®â®à®£® à ¢  4, ï¢-
«ï¥âáï ¯à®áâë¬. � ç áâ®áâ¨, í«¥¬¥âë 2, 1 +

√
3 i ¨ 1 − √3 i ï¢«ïîâáï ¯à®-

áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®«ìæ  �.
�ãáâì, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, u | â ª®© í«¥¬¥â ª®«ìæ  �, çâ® N(u) = 4. �á«¨ u

¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, â® ¢ � áãé¥áâ¢ã¥â ¤¥«¨â¥«ì z í«¥¬¥â  u, ª®â®àë© ¥®¡-
à â¨¬ ¨ ¥  áá®æ¨¨à®¢  á u. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 2 ª ¯à¥¤«®¦¥¨î
7.3 «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® N(z) = 2. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ � â ª¨å í«¥¬¥â®¢ ¥â.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ § ¯¨á âì í«¥¬¥â z ¢ ¢¨¤¥ z = a + b

√
3 i, £¤¥ a ¨ b | æ¥«ë¥

ç¨á« , â® à ¢¥áâ¢® N(z) = 2 ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ a2 + 3b2 = 2. �á«¨ b 6= 0, â® b2 > 1,
¨ ¯®â®¬ã a2 + 3b2 > 3b2 > 3. �«¥¤®¢ â¥«ì®, b = 0, ¨  è¥ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¢¨¤
a2 = 2. �¤ ª®, å®à®è® ¨§¢¥áâ® (¨ «¥£ª® ¤®ª § âì), çâ® â ª®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¥
áãé¥áâ¢ã¥â. ¤

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢®§¬®¦®áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K ¢ ¢¨¤¥
¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢. � ª ª ª ¯à®áâë¥ í«¥¬¥âë ®â«¨çë ®â ã«ï (¯®
®¯à¥¤¥«¥¨î) ¨ â ª ª ª ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ §¤¥áì «¨èì æ¥«®áâë¥ ª®«ìæ , ã«¥¢®©
í«¥¬¥â ª®«ìæ  K ¥«ì§ï à §«®¦¨âì ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå. � ª®£® à §«®¦¥¨ï
¥ ¤®¯ãáª îâ ¨ ®¡à â¨¬ë¥ í«¥¬¥âë  è¥£® ª®«ìæ , ¯®áª®«ìªã, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,
¢áïª¨© ¤¥«¨â¥«ì ®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥â  ¨ á ¬ ï¢«ï¥âáï ®¡à â¨¬ë¬.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®§¬®¦®áâì à §«®¦¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥-
â®¢ á«¥¤ã¥â ®¡áã¦¤ âì «¨èì ¤«ï ¥ã«¥¢ëå ¨ ¥®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ¤ ®£®
ª®«ìæ . �ãé¥áâ¢ãîâ (¤®¢®«ì® á«®¦ë¥) ¯à¨¬¥àë ª®«¥æ, ¢ ª®â®àëå ¥ ¢áïª¨©
¥ã«¥¢®© ¨ ¥®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯à®-
áâëå í«¥¬¥â®¢. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.8. � ª ¦¤®¬ ¨§ ª®«¥æ � ¨ � ¯à®¨§¢®«ìë© ¥ã«¥¢®© ¨
¥®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯à®áâëå
í«¥¬¥â®¢.

�®ª §ë¢ âì íâ® ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¬®¦® â ª ¦¥, ª ª ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.1, ® §¤¥áì ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ®à¬¥ í«¥¬¥â 
«î¡®£® ¨§ ¤ ëå ª®«¥æ. � ¨¬¥ìè¨¬ § ç¥¨¥¬, ¯à¨¨¬ ¥¬ë¬ ®à¬®©   ¬®-
¦¥áâ¢¥ ¥ã«¥¢ëå ¨ ¥®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥â®¢, ï¢«ï¥âáï 2 ¤«ï ª®«ìæ  � ¨ 3 ¤«ï
ª®«ìæ  �. � ª ª ª ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å  âãà «ìëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ç¨á«®¬,
®á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 7.5.

�ãáâì z | â ª®© í«¥¬¥â «î¡®£® ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª®«¥æ � ¨ �, çâ® ¤«ï
ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  â®£® ¦¥ ª®«ìæ  á ®à¬®©, ¬¥ìè¥©, ç¥¬ ®à¬  z, áãé¥áâ¢ã¥â à §-
«®¦¥¨¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª®«ìæ ). �®ª ¦¥¬,
çâ® â®£¤  ¨ í«¥¬¥â z ®¡« ¤ ¥â   «®£¨çë¬ à §«®¦¥¨¥¬. �â® ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨
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í«¥¬¥â z ¯à®áâ®©. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢ â®¬ ¦¥ ª®«ìæ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¥«¨â¥«ì u
í«¥¬¥â  z, ï¢«ïîé¨©áï ¥®¡à â¨¬ë¬ ¨ ¥  áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á z. �âáî¤  á«¥¤ã¥â
(¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨© 7.2 ¨ 7.3 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¨§ ¯®á«¥¤¥£®), çâ® 1 < N(u) < N(z).
�à®¬¥ â®£®, ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® í«¥¬¥â  v â®£® ¦¥ ª®«ìæ  ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®
z = u ·v, ¨ â ª ª ª N(z) = N(u) ·N(v), ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨ ¥à ¢¥áâ¢  1 < N(v) < N(z).
�® ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î í«¥¬¥âë u ¨ v à áª« ¤ë¢ îâáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢. �ç¥¢¨¤®, çâ® â®£¤    «®£¨ç®¥ à §«®¦¥¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¤«ï
í«¥¬¥â  z, ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ § ¢¥àè¥. ¤

�¥à¥å®¤ï ª ¢®¯à®áã ®¡ ®¤®§ ç®áâ¨ à §«®¦¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K ¢ ¯à®-
¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, á«¥¤ã¥â ¤®£®¢®à¨âìáï ® â®¬, ª ª®© ¤®«¦  ¡ëâì
ä®à¬ã«¨à®¢ª  âà¥¡®¢ ¨ï ®¤®§ ç®áâ¨.

� ¯®¬¨¬, çâ® â¥®à¥¬  3.2 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ æ¥«®¥ ç¨á«® a > 1
à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå ç¨á¥« ®¤®§ ç®, ¥á«¨ ¥ ®¡à é âì ¢¨-
¬ ¨¥   ¯®àï¤®ª á«¥¤®¢ ¨ï á®¬®¦¨â¥«¥©. �â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥¢¥à-
ë¬ ¤ ¦¥ ¤«ï æ¥«ëå ç¨á¥«, ¥á«¨ ¯à¨ïâì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à®áâ®£® í«¥¬¥â , ¥
¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®â à §«®¦¥¨ï ç¨á«  6 ¢¨¤ 
6 = (−2) · (−3) ª à §«®¦¥¨î 6 = 2 · 3 ¥«ì§ï ¯¥à¥©â¨ ¨ª ª®© ¯¥à¥áâ ®¢ª®©
á®¬®¦¨â¥«¥©. � «®£¨çë© ¯à¨¬¥à ¬®¦®  ©â¨ ¢ ª®«ìæ¥ �: ¤¢  à §«®¦¥¨ï
5 = (2 + i) · (2− i) ¨ 5 = (−1 + 2 i) · (−1− 2 i) ç¨á«  5 â ª¦¥ à §«¨ç îâáï ¥ â®«ìª®
¯®àï¤ª®¬ á«¥¤®¢ ¨ï á®¬®¦¨â¥«¥© (®â¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«  2+i, 2−i, −1+2 i ¨ −1−2 i
ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®«ìæ  � ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.4). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥,
¬®¦® § ¬¥â¨âì, çâ® á®¬®¦¨â¥«¨ íâ¨å ¤¢ãå à §«®¦¥¨© ¯®¯ à®  áá®æ¨¨à®¢ ë
¢ �, â ª ª ª −1 + 2 i = (2 + i) · i ¨ −1− 2 i = (2− i) · (−i).

� áá¬®âà¥ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®¤áª §ë¢ îâ, çâ® ¯®¤®¡ ï ¥®¤®§ ç®áâì à §-
«®¦¥¨ï   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®«ìæ¥. � á ¬®¬
¤¥«¥, ¥á«¨ a = p1p2 · · · pm | à §«®¦¥¨¥ í«¥¬¥â  a ª®«ìæ  K ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®-
áâëå í«¥¬¥â®¢ ¨ ¥á«¨ c1, c2, . . . , cm | â ª¨¥ ®¡à â¨¬ë¥ í«¥¬¥âë ª®«ìæ  K, çâ®
c1c2 · · · cm = 1, â® a = (c1p1) · (c2p2) · · · (cmpm) ï¢«ï¥âáï ¥é¥ ®¤¨¬ à §«®¦¥¨¥¬
í«¥¬¥â  a ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ c1p1, c2p2 . . . ,cmpm. � íâ®¬ à §«®-
¦¥¨¨ ¬®¦® ¯®¬¥ïâì ¬¥áâ ¬¨ ¥ª®â®àë¥ á®¬®¦¨â¥«¨, ¯®«ãç¨¢ â¥¬ á ¬ë¬ ¥é¥
®¤® à §«®¦¥¨¥ â®£® ¦¥ í«¥¬¥â .

�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® å®à®è ï â¥®à¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨, ¥á«¨
¥®¤®§ ç®áâì à §«®¦¥¨ï ¥£® í«¥¬¥â®¢   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¨¬¥¥â «¨èì
â®«ìª® çâ® ãª § ë© å à ªâ¥à. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥-
«¥¨¥:

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ª®«ìæ® K ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ á ®¤®§ çë¬ à §«®¦¥¨¥¬
  ¬®¦¨â¥«¨, ¥á«¨ ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ âà¥¡®¢ ¨ï¬:

1) �à®¨§¢®«ìë© ¥ã«¥¢®© ¨ ¥®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â ª®«ìæ  K à áª« ¤ë¢ -
¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢.

2) � §«®¦¥¨¥ í«¥¬¥â  a ¨§ K ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ ï¢«ï-
¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ á â®ç®áâìî ¤® ¯®àï¤ª  á«¥¤®¢ ¨ï á®¬®¦¨â¥«¥© ¨ ¨å  á-
á®æ¨¨à®¢ ®áâ¨. �®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¥á«¨ a = p1p2 · · · pm ¨
a = q1q2 · · · qn | ¤¢  à §«®¦¥¨ï í«¥¬¥â  a, £¤¥ ¢á¥ á®¬®¦¨â¥«¨ p1, p2, . . . , pm ¨
q1, q2, . . . , qn ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®«ìæ  K, â® ª®«¨ç¥áâ¢® á®¬®¦¨-
â¥«¥© ¢ íâ¨å à §«®¦¥¨ïå ®¤® ¨ â® ¦¥, â. ¥. m = n, ¨ á®¬®¦¨â¥«¨ q1, q2, . . . , qn
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¢â®à®£® à §«®¦¥¨ï ¬®¦®, ¬¥ïï ¬¥áâ ¬¨, à á¯®«®¦¨âì ¨ § ®¢® ¯à®ã¬¥à®¢ âì
â ª, çâ® ¢ ®¡®¨å à §«®¦¥¨ïå   ®¤¨ ª®¢ëå ¬¥áâ å ¡ã¤ãâ áâ®ïâì  áá®æ¨¨à®¢ ë¥
í«¥¬¥âë, â. ¥. pi ∼ qi ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , m.

�§ â¥®à¥¬ë 3.2 «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ª®«ìæ® Z ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ á ®¤®§ ç-
ë¬ à §«®¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨. �à¥¤«®¦¥¨¥ 7.8 £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢ ª ¦¤®¬
¨§ ª®«¥æ � ¨ � ¢ë¯®«¥® ¯¥à¢®¥ âà¥¡®¢ ¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®«ìæ  á ®¤®§ çë¬
à §«®¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¢ ª®«ìæ¥ � ¢â®à®¥ âà¥¡®¢ ¨¥ ¥ ¨¬¥¥â
¬¥áâ :

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.9. �®«ìæ® � ¥ ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ á ®¤®§ çë¬ à §«®-
¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® í«¥¬¥â 4 ª®«ìæ  � ¤®-
¯ãáª ¥â ¤¢  à §«®¦¥¨ï   ¬®¦¨â¥«¨

4 = 2 · 2 ¨ 4 = (1 +
√

3 i) · (1−
√

3 i),

¯à¨ç¥¬ ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.7 íâ¨ ¬®¦¨â¥«¨ ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨
ª®«ìæ  �,   ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.3 ®¨ ¯®¯ à® ¥  áá®æ¨¨à®¢ ë. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, §¤¥áì ¨ ®¤¨ ¬®¦¨â¥«ì ®¤®£® à §«®¦¥¨ï ¥  áá®æ¨¨à®¢  á ¬®¦¨â¥«¥¬
¤àã£®£®. ¤

�¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.9 £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® â¥®à¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ ¢
ª®«ìæ¥ � ®â«¨ç ¥âáï ®â â¥®à¨¨ ¤¥«¨¬®áâ¨ ¢ ª®«ìæ¥ æ¥«ëå ç¨á¥«. �®¦® ãª § âì ¨
¤àã£¨¥ à §«¨ç¨ï ¢ íâ¨å â¥®à¨ïå. � ¯à¨¬¥à, ¯à¨¢¥¤¥ë¥ â®«ìª® çâ® à §«®¦¥¨ï
í«¥¬¥â  4 ª®«ìæ  � ¯®§¢®«ïîâ ¯®ª § âì, çâ® ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥ ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ®¤®
¨§ ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ ¯à®áâëå æ¥«ëå ç¨á¥«, ¢ëà ¦ ¥¬®¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 3.2: ¥á«¨
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥áª®«ìª¨å ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, â® å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§
á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p. � è ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ �
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ í«¥¬¥â®¢ 1 +

√
3 i ¨ 1 − √3 i ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®© í«¥¬¥â 2, ® ¨

®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥©   íâ®â í«¥¬¥â ¥ ¤¥«¨âáï. (�«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, ¢¯à®ç¥¬, çâ®
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® ¯à®áâ®£® í«¥¬¥â  ¢ ª®«ìæ¥ � á«¥¤ã¥â ã¦¥ ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨
¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.9, â ª ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3.2 ®¡ ®¤®§ ç®áâ¨ à §«®¦¥¨ï
æ¥«ëå ç¨á¥«   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ä ªâ¨ç¥áª¨ ¨á¯®«ì§ã¥â «¨èì ¯à¥¤«®¦¥¨¥
3.2.)

�¨¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ¨ ¯®«®¦¥¨¥ á áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£®
¤¥«¨â¥«ï í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � ®â«¨ç ¥âáï ®â á¨âã æ¨¨ ¢ ª®«ìæ¥ æ¥«ëå ç¨á¥«. �«ï
íâ®£®  ¬ ¥®¡å®¤¨¬® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ®¯à¥¤¥«¥¨¥  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï,
¯à¨£®¤®¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  K, ¯®áª®«ìªã, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ¯®ïâ¨ï ¯à®-
áâ®£® í«¥¬¥â , ¤®á«®¢ë© ¯¥à¥®á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á ª®«ìæ  æ¥«ëå
ç¨á¥« ¥¢®§¬®¦¥. �ë å®â¨¬  ©â¨ â ª®¥ á¢®©áâ¢®  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï
¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«, ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ª®â®à®£® ¥ ãç áâ¢ã¥â ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª , ¨
ª®â®à®¥ "¯®çâ¨" à ¢®á¨«ì® ®¯à¥¤¥«¥¨î.

�  á ¬®¬ ¤¥«¥, â ª®¥ á¢®©áâ¢®  ¬ ã¦¥ ¢áâà¥ç «®áì ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 1 ª â¥®à¥¬¥
2.2: ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì d ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬
¤¥«¨â¥«¥¬ íâ¨å ç¨á¥« â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì
ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ d. �¯ãáª ï §¤¥áì âà¥¡®¢ ¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®áâ¨
ç¨á«  d, ¬ë ¨ ¯à¨å®¤¨¬ ª ¨áª®¬®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î.
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� ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ª®«ìæ  K  §ë¢ ¥âáï â ª®©
¨å ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì, ª®â®àë© ¤¥«¨âáï   ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ®¡é¨¥ ¤¥«¨â¥«¨ íâ¨å í«¥-
¬¥â®¢.

� ¯à¨¬¥à, ¢ ª®«ìæ¥ Z ¤«ï ç¨á¥« a = 18 ¨ b = 24 áãé¥áâ¢ã¥â ¢ â®ç®áâ¨ ¤¢ 
ç¨á«  6 ¨ −6, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å âà¥¡®¢ ¨ï¬ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �®®¡é¥, ¥á«¨ d
|  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì æ¥«ëå ç¨á¥« a ¨ b (®¯à¥¤¥«¥ë© ¢ ¯ à £à ä¥
2), â® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ  ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ç¨á«  d ¨ −d ¨ â®«ìª®
®¨. �â¨ ç¨á«  ï¢«ïîâáï  áá®æ¨¨à®¢ ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®«ìæ  Z, ¨   «®£¨ç®¥
¯®«®¦¥¨¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.10. � ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K ®¯-
à¥¤¥«¥ ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤®  áá®æ¨¨à®¢ ®áâ¨. �®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®,
íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¥á«¨ í«¥¬¥â d ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥-
¬¥â®¢ a ¨ b ¨ d′ ∼ d, â® ¨ í«¥¬¥â d′ ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬
í«¥¬¥â®¢ a ¨ b, â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¯à¨¢¥¤¥®£®
¢ëè¥. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¨§ ¤¢ãå í«¥¬¥â®¢ d1 ¨ d2 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ íâ¨¬
âà¥¡®¢ ¨ï¬, â® d1 ∼ d2.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì í«¥¬¥â d ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥-
¬¥â®¢ a ¨ b ª®«ìæ  K. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, íâ® ®§ ç ¥â, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® d ï¢«ï¥âáï
®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ íâ¨å í«¥¬¥â®¢. �® â®£¤  ¨ í«¥¬¥â d′ â ª®©, çâ® d′ ∼ d, â ª¦¥
¡ã¤¥â ¨å ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬, ¯®áª®«ìªãd′ |d. �®-¢â®àëå, ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨-
â¥«ì t í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â  d. �® â®£¤  t ¡ã¤¥â ¤¥«¨â¥«¥¬
¨ í«¥¬¥â  d′, ¯®áª®«ìªã d | d′. � ª¨¬ ®¡à §®¬, í«¥¬¥â d′ ¢¬¥áâ¥ á í«¥¬¥â®¬ d
¢¯®«¥ § á«ã¦¨¢ ¥â â®£®, çâ®¡ë  §ë¢ âìáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥-
¬¥â®¢ a ¨ b.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ í«¥¬¥âë d1 ¨ d2 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ âà¥¡®¢ ¨ï¬ ®¯à¥-
¤¥«¥¨ï  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï í«¥¬¥â®¢ a ¨ b, â® d1, ª ª ¨ «î¡®© ¤àã£®©
®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì íâ¨å í«¥¬¥â®¢, ¤®«¦¥ ¡ëâì ¤¥«¨â¥«¥¬ d2 ¨,   «®£¨ç®, d2 ¤®«-
¦¥ ¡ëâì ¤¥«¨â¥«¥¬ d1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, d1 ∼ d2. ¤

� ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 7.10 ¨ç¥£® ¥ £®¢®à¨âáï ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨  ¨¡®«ìè¥£® ®¡-
é¥£® ¤¥«¨â¥«ï í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  K. � ¥¬ ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï «¨èì, çâ® ¥á«¨ ã ¤¢ãå
í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  ¥áâì  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì, â® ¨ «î¡®©  áá®æ¨¨à®¢ ë©
á ¨¬ í«¥¬¥â ¨¬¥¥â ¯à ¢®  §ë¢ âìáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ íâ¨å í«¥¬¥-
â®¢ ¨ ¤àã£¨å ¯à¥â¥¤¥â®¢   íâ® §¢ ¨¥ ¥â. �§ á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢¨¤®,
çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ í«¥¬¥âë ª®«ìæ  ¬®£ãâ ¥ ¨¬¥âì  ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.11. �«¥¬¥âë u = 4 ¨ v = 2 + 2
√

3 i ª®«ìæ  � ¥ ¨¬¥îâ
 ¨¡®«ìè¥£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç® ¢ë¯¨á âì ¢á¥ ®¡é¨¥ ¤¥«¨â¥«¨ í«¥¬¥â®¢ u ¨ v.
� ª ª ª N(u) = N(v) = 16, ®à¬  ¯à®¨§¢®«ì®£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï z íâ¨å í«¥¬¥â®¢
¤®«¦  ¡ëâì  âãà «ìë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  16. �«ãç © N(z) = 16 ¥¢®§¬®¦¥,
â ª ª ª â®£¤  ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 2 ª ¯à¥¤«®¦¥¨î 7.3 ª ¦¤ë© ¨§ í«¥¬¥â®¢ u ¨ v
¡ë« ¡ë  áá®æ¨¨à®¢  á z ¨ ¯®â®¬ã ®¨ ¡ë«¨ ¡ë  áá®æ¨¨à®¢ ë ¬¥¦¤ã á®¡®©. �à¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.7 ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ � ¥â í«¥¬¥â®¢ á
®à¬®©, à ¢®© 2;   «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ ¥¬ ¥â ¨ í«¥¬¥â®¢ á ®à¬®©,
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à ¢®© 8. �á«¨ N(z) = 1, â® (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 7.3) z = ±1. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¥á«¨
N(z) = 4, â® z á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« ±2, ±(1 +

√
3 i), ±(1 −√3 i). �¥âàã¤®

¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ®¨ ï¢«ïîâáï ®¡é¨¬¨ ¤¥«¨â¥«ï¬¨ í«¥¬¥â®¢ u ¨ v.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡é¨¬¨ ¤¥«¨â¥«ï¬¨ ¢ ª®«ìæ¥ � í«¥¬¥â®¢ u ¨ v ï¢«ïîâáï

ç¨á«  ±1, ±2, ±(1 +
√

3 i), ±(1 −√3 i) ¨ â®«ìª® ®¨. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.7 á«¥¤ã¥â,
çâ® ¨ ®¤® ¨§ ¨å ¥ ¬®¦¥â ¤¥«¨âìáï   ¢á¥ ®áâ «ìë¥, â ª çâ®  ¨¡®«ìè¥£®
®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ã í«¥¬¥â®¢ u ¨ v ¥â. ¤

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ª®«ìæ® � æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ á
®¤®§ çë¬ à §«®¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à ááã¦¤¥¨© §¤¥áì
  «®£¨ç  â¥¬, ª®â®àë¥ ¢ ¯ à £à ä å 2 ¨ 3 ¯à¨¢¥«¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë
3.2, ¨ ¬ë, ®¯ãáª ï ¯®¤à®¡®áâ¨, ãª ¦¥¬ «¨èì   ®á®¢ë¥ ¢¥å¨. �¥à¢®© ¨§ ¨å
ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  ® ¤¥«¥¨¨ á ®áâ âª®¬. �«ï ª®«ìæ  æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« ® 
ä®à¬ã«¨àã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.12. �«ï «î¡ëå æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« u ¨ v, £¤¥ v 6= 0, áãé¥-
áâ¢ã¥â ¯ à  æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« q ¨ r â ª ï, çâ® u = vq + r ¨ N(r) < N(v).
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì q′ = uv−1. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ã¬®¦¥¨ï ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«
¨ ¢¨¤  ®¡à â®£® ª ª®¬¯«¥ªá®¬ã ç¨á«ã á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® q′ ¨¬¥¥â ¢¨¤ q′ = x′+y′i,
£¤¥ x′ ¨ y′ | ¥ª®â®àë¥ à æ¨® «ìë¥ ç¨á« . �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ æ¥«ë¥
ç¨á«  x ¨ y ¡«¨¦ ©è¨¥ ª ç¨á« ¬ x′ ¨ y′, â. ¥. â ª¨¥, çâ® |x′−x| 6 1/2 ¨ |y′−y| 6 1/2.
�®£¤  q = x + y i ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ £ ãáá®¢ë¬ ç¨á«®¬. �®ª ¦¥¬, çâ® ç¨á«  q ¨
r = u− qv á®áâ ¢«ïîâ ¨áª®¬ãî ¯ àã í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  �. � ª ª ª u = vq + r, ¤«ï
íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® N(r) < N(v). � ¬¥â¨¬, çâ® â ª ª ª u = vq′, â®

N(r) = N(vq′ − vq) = N(v(q′ − q)),

¨ ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.2 N(r) = N(v)·N(q′−q). �®áª®«ìªã q′−q = (x′−x)+(y′−y)i
¨ |x′ − x| 6 1/2 ¨ |y′ − y| 6 1/2, ¨¬¥¥¬

N(q′ − q) = (x′ − x)2 + (y′ − y)2 6 1
4 + 1

4 < 1.

� ª ª ª N(v) > 0, ®âáî¤  ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® N(r) < N(v). �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤
� ª ¨ ¤«ï æ¥«ëå ç¨á¥«, í«¥¬¥âë q ¨ r, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ âà¥¡®¢ ¨ï¬ ¯à¥¤-

«®¦¥¨ï 7.12,  §ë¢ îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¥¯®«ë¬ ç áâë¬ ¨ ®áâ âª®¬ ®â ¤¥«¥¨ï
í«¥¬¥â  u   í«¥¬¥â v. �à ¢¤ , ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â æ¥«ëå ç¨á¥«, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® ¥¤¨-
áâ¢¥®áâ¨ ¥¯®«®£® ç áâ®£® ¨ ®áâ âª  §¤¥áì ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . � ¯à¨¬¥à, í«¥¬¥â
2 + i ¬®¦® à §¤¥«¨âì á ®áâ âª®¬   í«¥¬¥â 1 + i ¯® ¬¥ìè¥© ¬¥à¥ ¤¢ã¬ï à §«¨ç-
ë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨: 2 + i = (1 + i) · 2 + (−i) ¨ 2 + i = (1 + i) · (1 − i) + i. �«£®à¨â¬
¤¥«¥¨ï á ®áâ âª®¬ ¢ ª®«ìæ¥ � á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.12.

�à¨¬¥à 7.2. � ©â¨ ¥¯®«®¥ ç áâ®¥ ¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï æ¥«®£® £ ãá-
á®¢  ç¨á«  u = 7 + 5 i   ç¨á«® v = 2− i.

�®«ì§ãïáì ¯à ¢¨« ¬¨, ãª § ë¬¨ ¢  ç «¥ ¯ à £à ä ,  å®¤¨¬, çâ® ç¨á«®
q′ = uv−1 ¨¬¥¥â ¢¨¤ q′ = 9

5 + 17
5 i. �®áª®«ìªã ¡«¨¦ ©è¨¬¨ æ¥«ë¬¨ ç¨á« ¬¨ ª à æ¨-

® «ìë¬ ç¨á« ¬ 9
5 ¨ 17

5 ï¢«ïîâáï ç¨á«  2 ¨ 3 á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¨áª®¬®¥ ¥¯®«®¥
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ç áâ®¥ ¥áâì q = 2+3 i. � ©¤¥¬ â¥¯¥àì ®áâ â®ª: r = u−vq = (7+5 i)−(2−i)(2+3 i) =
i. ¤

�á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 7.12 ¬®¦® ¤®ª § âì, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ � ã «î¡ëå í«¥¬¥-
â®¢ áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì. �®«¥¥ â®£®, §¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®çë©
  «®£ â¥®à¥¬ë 2.2:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.13. �à®¨§¢®«ìë¥ ¥ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë u ¨ v ª®«ìæ  � ®¡« ¤ îâ
 ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬. �á«¨ í«¥¬¥â w ¨§ � ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡-
é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â®¢ u ¨ v, â® ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å í«¥¬¥â®¢ f ¨ g ¨§ � ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® w = uf + vg.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¤®á«®¢® ¯®¢â®àï¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.2.
� ¨¬¥®, ¢¢®¤¨âáï ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢® M ¢á¥¢®§¬®¦ëå í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤ 
uf + vg, £¤¥ f ¨ g | ¯à®¨§¢®«ìë¥ æ¥«ë¥ £ ãáá®¢ë ç¨á« . � â¥¬ ¨§ ¥ã«¥¢ëå
í«¥¬¥â®¢ ¬®¦¥áâ¢  M ¢ë¡¨à ¥âáï í«¥¬¥â w = uf + vg á  ¨¬¥ìè¥© ®à¬®©.
�£® § ¯¨áì ¤¥« ¥â ®ç¥¢¨¤ë¬ â®â ä ªâ, çâ® ¢áïª¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì í«¥¬¥â®¢ u
¨ v ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¨ í«¥¬¥â  w. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® í«¥¬¥â w ï¢«ï¥âáï
®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥â®¢ u ¨ v. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2.2,  ©¤¥¬ (¢
á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 7.12) â ª¨¥ í«¥¬¥âë q ¨ r, çâ® u = wq + r ¨ N(r) <
N(w). �®£¤  í«¥¬¥â r = u− wq = u(1− fq) + v(−gq) ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã M
¨ ¢ á¨«ã ¢ë¡®à  í«¥¬¥â  w ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢® r = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
w | u ¨,   «®£¨ç®, w | v. ¤

�á«¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¤¢ãå æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« à ¢¥ 1, â® íâ¨
ç¨á«  ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨. �«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 7.10  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ¤¢ãå ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå æ¥«ëå
£ ãáá®¢ëå ç¨á¥«  àï¤ã á 1 ï¢«ï¥âáï ¨ «î¡®© í«¥¬¥â ¨§ �,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á 1,
â. ¥. −1, i ¨ −i.

�à ªâ¨ç¥áª¨ ¥ ¬¥ïï à ááã¦¤¥¨©, á ¯®¬®éìî ª®â®àëå ¡ë«¨ ¤®ª § ë á«¥¤-
áâ¢¨ï 2, 3 ¨ 4 ¨§ â¥®à¥¬ë 2.2, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.13 ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ â®çë¥ ¨å
  «®£¨ ¤«ï ª®«ìæ  �:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.14. 1) �ãáâì æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® w ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥-
«¥¬ æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« u ¨ v ¨ ¯ãáâì u = wu1 ¨ v = wv1. �¨á«® w ï¢«ï¥âáï
 ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« u ¨ v â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«  u1
¨ v1 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë.

2) �á«¨ æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® w ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¤¢ãå æ¥«ëå
£ ãáá®¢ëå ç¨á¥« u ¨ v ¨ ¥á«¨ ç¨á«  w ¨ u ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ç¨á«® w ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  v.

3) �á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ¤¢ãå æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« u ¨ v ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬
æ¥«®£® £ ãáá®¢  ç¨á«  w ¨ ç¨á«  u ¨ v ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ uv
íâ¨å ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  w. ¤

�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® 2) íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï, ¬®¦® ¡¥§ âàã¤  ¤®ª § âì á«¥¤ã-
îé¨©   «®£ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7.15. �á«¨ æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® u ¥ ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®©
í«¥¬¥â p ª®«ìæ  �, â® í«¥¬¥âë a ¨ p ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. �á«¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
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¥áª®«ìª¨å æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®© í«¥¬¥â p, â® å®âï ¡ë
®¤¨ ¨§ á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p.

�¥¯¥àì ¬ë ¢ á®áâ®ï¨¨ ¯®ª § âì, çâ® ¢ ª®«ìæ¥ � ¢ë¯®«¥® ¢â®à®¥ âà¥¡®¢ -
¨¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®«ìæ  á ®¤®§ çë¬ à §«®¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨. �â® ¬®¦®
á¤¥« âì, ¢ â®ç®áâ¨ á«¥¤ãï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 3.2. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬
§¤¥áì ¤àã£®¥ à ááã¦¤¥¨¥ (ª®â®à®¥ â®¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ® ¤«ï ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢  â¥®à¥¬ë 3.2).

�ãáâì u = p1p2 · · · pm ¨ u = q1q2 · · · qn | ¤¢  à §«®¦¥¨ï í«¥¬¥â  u ª®«ìæ 
�, £¤¥ m > 1, n > 1 ¨ ¢á¥ á®¬®¦¨â¥«¨ p1, p2, . . . , pm ¨ q1, q2, . . . , qn ï¢«ïîâáï
¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ íâ®£® ª®«ìæ . �à¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ® â®£¤  m = n ¨ á®¬®-
¦¨â¥«¨ q1, q2, . . . , qn ¢â®à®£® à §«®¦¥¨ï ¬®¦®, ¬¥ïï ¬¥áâ ¬¨, à á¯®«®¦¨âì ¨
§ ®¢® ¯à®ã¬¥à®¢ âì â ª, çâ® pi ∼ qi ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . ,m.

�¥ â¥àïï ®¡é®áâ¨, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® m > n. �®áª®«ìªã ¯à®áâ®©
í«¥¬¥â p1 ®ç¥¢¨¤® ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï q1q2 · · · qn, ¢ á¨«ã ¯à¥¤-
«®¦¥¨ï 7.15 ®¤¨ ¨§ ¥£® á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p1. �¥ïï, ¥á«¨
íâ® ¥®¡å®¤¨¬®, ã¬¥à æ¨î á®¬®¦¨â¥«¥©, ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® p1 | q1. �® â ª
ª ª í«¥¬¥â q1 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, â® í«¥¬¥âë p1 ¨ q1 ®ª §ë¢ îâáï  á-
á®æ¨¨à®¢ ë¬¨, â. ¥. q1 = e1p1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥â  e1 ª®«ìæ 
�. �®ªà â¨¢ à ¢¥áâ¢® p1p2 · · · pm = q1q2 · · · qn   ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì p1, ¯à¨å®-
¤¨¬ ª à ¢¥áâ¢ã p2p3 · · · pm = e1q2q3 · · · qn, ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®áâ®© í«¥-
¬¥â p2 ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï e1q2 · · · qn. �®íâ®¬ã ®¤¨ ¨§ ¥£® á®-
¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï   p2. �â¨¬ á®¬®¦¨â¥«¥¬ ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡à -
â¨¬ë© í«¥¬¥â e1, ¨ ¯®â®¬ã   p2 ¤®«¦¥ ¤¥«¨âìáï ®¤¨ ¨§ í«¥¬¥â®¢ q2, q3,
. . . , qn. �¯ïâì ¯¥à¥ã¬¥à®¢ ¢, ¥á«¨ ã¦®, íâ¨ í«¥¬¥âë, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì,
çâ® p2 | q2. � ª ¨ ¢ëè¥, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® q2 = e2p2 ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®¡à â¨-
¬®£® í«¥¬¥â  e2 ª®«ìæ  �. �¥à¥¯¨á ¢ à ¢¥áâ¢® p2p3 · · · pm = e1q2q3 · · · qn ¢ ¢¨¤¥
p2p3 · · · pm = e1e2p2q3 · · · qn, ¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï ¯®«ãç ¥¬ p3 · · · pm = e1e2q3 · · · qn.
�à®¤®«¦ ï   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¥© ¯¥à¥ã¬¥à -
æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ q1, q2, . . . , qn á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢  qi = eipi (i = 1, 2, . . . , m),
£¤¥ e1, e2, . . . , em | ®¡à â¨¬ë¥ í«¥¬¥âë ª®«ìæ  �. �á«¨ n > m, â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨
à ¢¥áâ¢® 1 = e1e2 · · · emqm+1 · · · qn. �® íâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª ¯à®áâë¥ í«¥¬¥âë
qm+1, . . . , qn ¥®¡à â¨¬ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, m = n, ¨  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.

�â ª, ª®«ìæ® � æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ á ®¤®§ çë¬ à §-
«®¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨. �®£¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ® ¤¥«¨¬®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥« (¢ ä®à-
¬ã«¨à®¢ª¥ ª®â®àëå ®âáãâáâ¢ã¥â ã¯®¬¨ ¨¥ ®¡ ®â®è¥¨¨ ¯®àï¤ª ) ¬®£ãâ ¡ëâì
¤®ª § ë ¤«ï í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  �. � ª¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ ï¢«ï¥âáï,  ¯à¨¬¥à, â¥®-
à¥¬  2.3, ï¢«ïîé ïáï ®¡®á®¢ ¨¥¬  «£®à¨â¬  �¢ª«¨¤  ¢ëç¨á«¥¨ï  ¨¡®«ìè¥£®
®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï ¤¢ãå æ¥«ëå ç¨á¥«. � «®£¨ç ï ¯à®æ¥¤ãà  ¯®§¢®«ï¥â ¢ëç¨á«¨âì
 ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¤¢ãå æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥«. � áá¬®âà¨¬

�à¨¬¥à 7.3. � ©â¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥«
u = −3 + 13 i ¨ v = 9 + 3 i.

�ë¯®«¨¢ ¤¥«¥¨¥ u   v á ®áâ âª®¬ (ª ª ¢ ¯à¨¬¥à¥ 7.2),  ©¤¥¬, çâ®
u = vq1 + r1, £¤¥ q1 = i ¨ r1 = 4 i. � ª ª ª ®áâ â®ª r1 ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, ¤¥-
«¨¬ á ®áâ âª®¬ v   r1: v = r1q2 + r2, £¤¥ q2 = 1 − 2 i ¨ r2 = 1 − i. � ª
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ª ª ®áâ â®ª r2 ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, ¤¥«¨¬ á ®áâ âª®¬ r1   r2: r1 = r2q3 + r3, £¤¥
q3 = −2 − 2 i ¨ r3 = 0. � ª ª ª ®áâ â®ª r3 ®ª § «áï à ¢ë¬ ã«î, ¢ëç¨á«¥¨ï § -
ª®ç¥ë. �®á«¥¤¨© ®â«¨çë© ®â ã«ï ®áâ â®ª 1− i ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬
¤¥«¨â¥«¥¬ æ¥«ëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥« u = −3 + 13 i ¨ v = 9 + 3 i. ¤

������ � ��������� 7
7.1. �®ª § âì, çâ® æ¥«®¥ ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ æ¥«®£® £ ãáá®¢  ç¨á« 

a + b i ¢ ª®«ìæ¥ � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ª®«ìæ¥ Z ç¨á«  a ¨ b ¤¥«ïâáï   c.
7.2. �®ª § âì, çâ® æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® a + b i ¤¥«¨âáï ¢ ª®«ìæ¥ �   ç¨á«®

1 + i, ¥á«¨ æ¥«ë¥ ç¨á«  a ¨ b ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî ç¥â®áâì.
7.3. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ a ¨ b | ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¥ ¥ç¥âë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , â®

æ¥«®¥ £ ãáá®¢® ç¨á«® a+ b i ¤¥«¨âáï ¢ ª®«ìæ¥ �   ç¨á«® 1 + i ¨ ¥ ¤¥«¨âáï   ç¨á«®
(1 + i)2.

7.4. �®ª § âì, çâ® ç¨á«  2 + 3 i ¨ 2 + 5 i ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨
ª®«ìæ  �.

7.5. � ©â¨ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � ç¨á«  3+i.
7.6. � ©â¨ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � ç¨á« 

−4 + 7 i.
7.7. � ©â¨ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � ç¨á« 

5− 5 i.
7.8. � ©â¨ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � ç¨á« 

3 + 7 i.
7.9. � ©â¨ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢ ª®«ìæ  � ç¨á« 

7 + 9 i.
7.10. � ª®«ìæ¥ � à §¤¥«¨âì á ®áâ âª®¬ ç¨á«® 6 + 12 i   ç¨á«® −8 + 4 i.
7.11. � ª®«ìæ¥ � à §¤¥«¨âì á ®áâ âª®¬ ç¨á«® 5 + 3 i   ç¨á«® 2− i.
7.12. � ª®«ìæ¥ �  ©â¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì í«¥¬¥â®¢ 4+3 i ¨ 10+5 i.
7.13. � ª®«ìæ¥ �  ©â¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì í«¥¬¥â®¢ 7 + 9 i ¨ 3 + 5 i.
7.14. �®ª § âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® � ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« ¢¨¤ 

a + b
√

2 i, £¤¥ a ¨ b | æ¥«ë¥ ç¨á« , ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬. �®ª § âì, çâ® íâ® ª®«ìæ®
ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ á ®¤®§ çë¬ à §«®¦¥¨¥¬   ¬®¦¨â¥«¨.
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�â¢¥âë, à¥è¥¨ï ¨ ãª § ¨ï ª § ¤ ç ¬

§ 1

1.3. � §ã¬¥¥âáï, ¬®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢ , à áªàë¢
áª®¡ª¨ ¨ ¯à¨¢¥¤ï ¯®¤®¡ë¥ ç«¥ë ¢ ¥£® ¯à ¢®© ç áâ¨. �®«¥¥ ¨â¥à¥áë¬ ï¢«ï¥âáï
á«¥¤ãîé¥¥ à¥è¥¨¥:

a3 + b3 + c3 = (a + b)3 − 3a2b− 3ab2 + c3 =
((a + b) + c)3 − 3(a + b)2c− 3(a + b)c2 − 3a2b− 3ab2 =
(a + b + c)3 − (3(a + b)2c + 3(a + b)c2)− (3a2b + 3ab2 + 3abc) + 3abc =
(a + b + c)3 − 3(a + b)c(a + b + c)− 3ab(a + b + c) + 3abc =
(a + b + c)((a + b + c)2 − 3(a + b)c− 3ab) + 3abc =
(a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc) + 3abc.

1.4. �¤ãªæ¨ï ¯® n. �á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ n = 2 | ¢ § ¤ ç¥ 1.1. �«ï ¨¤ãª-
â¨¢®£® ¯¥à¥å®¤  ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬

an+1 − bn+1 = an+1 − abn + abn − bn+1 = a(an − bn) + (a− b)bn.

1.5. �¤ãªæ¨ï ¯® n. �á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ n = 1 | ¢ § ¤ ç¥ 1.1. �«ï ¨¤ãª-
â¨¢®£® ¯¥à¥å®¤  ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬

a2n+3 + b2n+3 = a2n+3 + a2b2n+1 − a2b2n+1 + b2n+3

= a2(a2n+1 + b2n+1)− (a2 − b2)b2n+1.

1.7. �®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥áâ¢®¬ a2 + ab + b2 = (a + 1
2b)2 + 3

4b2.
1.8. �®á¯®«ì§®¢ âìáï ¥à ¢¥áâ¢®¬ x2 + y2 > 2xy.
1.9. �®á¯®«ì§®¢ âìáï ¥à ¢¥áâ¢®¬ x2 + 1 > 2x.
1.10. �ãáâì sn = 12 + 22 + · · ·+ n2 | áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¯¥à¢ëå n  âãà «ìëå

ç¨á¥« (n > 1). �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥áâ¢  sn = n(n + 1)(2n + 1)
6 ¤®ª ¦¥¬ ¨¤ãª-

æ¨¥© ¯® n.
�à¨ n = 1 íâ® ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. �à¥¤¯®« £ ï, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£®

n > 1 ®® á¯à ¢¥¤«¨¢®, ¨¬¥¥¬

sn+1 = sn + (n + 1)2 = n(n + 1)(2n + 1)
6 + (n + 1)2

= (n + 1)(n(2n + 1) + 6(n + 1))
6 = (n + 1)(2n2 + 7n + 6)

6

= (n + 1)((2n2 + 4n) + (3n + 6))
6 = (n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
= (n + 1)((n + 1) + 1)(2(n + 1) + 1)

6 .
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1.21. �ãáâì sn = 1
n + 1 + 1

n + 2 + · · ·+ 1
2n

. �à¨ n = 2 ¨¬¥¥¬ s2 = 1
3 + 1

4 = 7
12 >

13
24 , â ª çâ® ®á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢®. � «¥¥,

sn+1 − sn =
( 1

n + 2 + 1
n + 3 + · · ·+ 1

2(n + 1)

)
−

( 1
n + 1 + 1

n + 2 + · · ·+ 1
2n

)

= 1
2n + 1 + 1

2n + 2 −
1

n + 1 = 1
2(n + 1)(2n + 1) .

� ª ª ª ¯à¨ n > 1 ¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®, 1
2(n + 1)(2n + 1) > 0, â® sn+1 > sn. �®íâ®¬ã

¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï sn >
13
24 á«¥¤ã¥â, çâ® sn+1 >

13
24 , ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë©

¯¥à¥å®¤ § ¢¥àè¥.

1.23. �ãáâì sn = 4n

n + 1 ¨ tn = (2n)!
(n!)2 . �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¥à ¢¥áâ¢  s2 < t2

¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. � ª ª ª

sn+1 = 4(n + 1)
n + 2 · sn ¨ tn+1 = 2(2n + 1)

n + 1 · tn,

â® ¤«ï ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯¥à¥å®¤  ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ n > 1 ¢ë¯®«-
¥® ¥à ¢¥áâ¢® 4(n + 1)

n + 2 <
2(2n + 1)

n + 1 . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã ¯à¨ à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬ëå § ç¥¨ïå n ç¨á«® tn ¯®«®¦¨â¥«ì®, â®£¤  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

4(n + 1)
n + 2 · tn <

2(2n + 1)
n + 1 · tn,

  â ª ª ª 4(n + 1)
n + 2 > 0, ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï sn < tn ¯®«ãç ¥¬

4(n + 1)
n + 2 · sn <

4(n + 1)
n + 2 · tn.

� ª¨¬ ®¡à §®¬,

sn+1 = 4(n + 1)
n + 2 · sn <

4(n + 1)
n + 2 · tn <

2(2n + 1)
n + 1 · tn = tn+1.

�ª § ®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¯®«ãç ¥âáï ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¢ëç¨á«¥¨©:

4(n + 1)
n + 2 − 2(2n + 1)

n + 1 = 2 · 2(n + 1)2 − (n + 2)(2n + 1)
(n + 1)(n + 2) = −2n

(n + 1)(n + 2) < 0.

1.24. �«ï ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯¥à¥å®¤  ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï,  ¯à¨¬¥à, â¥¬, çâ® 2n2 −
(n + 1)2 = n2 − 2n− 1 = (n− 1)2 − 2 > 0, ¥á«¨ n > 3.
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1.25. �«ï ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯¥à¥å®¤  ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï,  ¯à¨¬¥à, â¥¬, çâ® 2n3 −
(n + 1)3 = (n− 2)3 + 3(n− 2)2 + 3(n− 7) + 1 > 0, ¥á«¨ n > 7.

1.26. � ª ª ª
(

2− 1
2

)2
= 9

4 > 2, ®á®¢ ¨¥¬ ¨¤ãªæ¨¨ ¬ë à á¯®« £ ¥¬. � -

«¥¥, ¯®áª®«ìªã
(

2− 1
n + 1

)
>

(
2− 1

n

)
> 0, ¨¬¥¥¬

(
2− 1

n + 1

)n

>

(
2− 1

n

)n

,

®âªã¤ , ¨á¯®«ì§ãï ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥, ¯®«ãç ¥¬
(

2− 1
n + 1

)n+1
=

(
2− 1

n + 1

)
·
(

2− 1
n + 1

)n

>

(
2− 1

n + 1

)
· n.

�®
(

2− 1
n + 1

)
· n > n + 1, â ª ª ª ¯à¨ n > 2

(
2− 1

n + 1

)
· n− (n + 1) = 2n(n + 1)− n− (n + 1)2

n + 1

= n2 − n− 1
n + 1 = (n− 1)n− 1

n + 1 > 0.

1.27. �ãáâì sn = 1
22 + 1

32 + · · · + 1
n2 . �®£¤  sn+1 = sn + 1

(n + 1)2 . �à¨ n = 2
¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®, ® ¯®¯ëâª  ¢ë¯®«¨âì ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤
®ª §ë¢ ¥âáï ¥á®áâ®ïâ¥«ì®©, â ª ª ª ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ sn < 1 ¯à¨¢®-
¤¨â ª ¥à ¢¥áâ¢ã sn+1 < 1 + 1

(n + 1)2 , ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ª®â®à®£® ¥à ¢¥áâ¢® sn+1 < 1
¥¢®§¬®¦®.

�¤¨ ¨§ á¯®á®¡®¢ ¢ëå®¤  ¨§ â ª®£® ¯®«®¦¥¨ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ¯®¯ë-
â âìáï ¤®ª § âì ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ç¥¬ ä®à¬ã«¨àã¥¬®¥ ¢ § ¤ ç¥. (�â®â
ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å ¯® ¨¤ãªæ¨¨ ¯à¨¥¬ ¥à¥¤ª® ¯à¨¢®¤¨â ª
ãá¯¥åã. � íâ® ¯®ïâ®, â ª ª ª ¤®ª §ë¢ ï ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¬ë à á¯®-
« £ ¥¬ ¨ ¡®«¥¥ á¨«ìë¬ ¨¤ãªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬.)

�â ª, ¯®¯à®¡ã¥¬ ¤®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n > 1 ¢ë¯®«-
ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® sn < 1− 1

n
. �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¥£® ¯à¨ n = 2 á®¢  ®ç¥¢¨¤ ,   ¨§

¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢®

sn+1 < 1− 1
n

+ 1
(n + 1)2 .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï § ¢¥àè¥¨ï ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯¥à¥å®¤   ¬ ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì,
çâ® 1

(n + 1)2 −
1
n

< − 1
n + 1. �®áª®«ìªã

1
(n + 1)2 −

1
n

+ 1
n + 1 = n− (n + 1)2 + n(n + 1)

n(n + 1)2 = − 1
n(n + 1)2 < 0,
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íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® â ª, ¨ § ¤ ç  à¥è¥ .
1.28. � ®á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨, ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤ ¯®«ãç îâáï ¨§ ¥à ¢¥-

áâ¢  √
n + 1√

n + 1
>
√

n + 1,

á¯à ¢¥¤«¨¢®£® ¤«ï ¢á¥å n > 1. �«ï ¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à®áâëå ¯à¥-
®¡à §®¢ ¨©, á®åà ïîé¨å à ¢®á¨«ì®áâì ¥à ¢¥áâ¢, á«¥¤ã¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ¥£® ª
¥à ¢¥áâ¢ã

√
n(n + 1) > n, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ª®â®à®£® ®ç¥¢¨¤  ¢¢¨¤ã â®£®, çâ®

n(n + 1) > n2.
1.29. �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¥à ¢¥áâ¢  ¯à¨ n = 3 ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.

�®áª®«ìªã ¢ á¨«ã ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¨¬¥¥¬

((n + 1)!)2 = (n + 1)2 · (n!)2 > (n + 1)2 · nn,

¤«ï ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯¥à¥å®¤  ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å n > 2 ¢ë¯®«¥®
¥à ¢¥áâ¢® (n+ 1)2 ·nn > (n+ 1)n+1, â. ¥. à ¢®á¨«ì®¥ ¥¬ã ¥à ¢¥áâ¢® nn > (n+
1)n−1. � §¤¥«¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ¯®á«¥¤¥£® ¥à ¢¥áâ¢    nn−1, ¯®«ãç¨¬ à ¢®á¨«ì®¥
¥¬ã ¥à ¢¥áâ¢® (

1 + 1
n

)n−1
< n,

ª®â®à®¥ ¨ ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì. �® ä®à¬ã«¥ ¡¨®¬  �ìîâ®  ¨¬¥¥¬
(

1 + 1
n

)n−1
= 1 + C1

n−1
1
n

+ C2
n−1

1
n2 + · · ·+ Cn−2

n−1
1

nn−2 + Cn−1
n−1

1
nn−1 .

�«ï k = 2, 3, . . . , n − 1 ®æ¥¨¬ á¢¥àåã k-®¥ á« £ ¥¬®¥ Ck
n−1

1
nk ¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®£®

à ¢¥áâ¢ :

Ck
n−1

1
nk

= (n− 1)(n− 2) · · · (n− k)
k! · 1

nk
<

nk

k! ·
1
nk

<
1
k! < 1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, (
1 + 1

n

)n−1
< 1 + (n− 1) = n,

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¯®ª § âì.
�â®¨â ¯à¨¢¥áâ¨ ¥é¥ ®¤® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®£® ¦¥ ¥à ¢¥áâ¢  (n!)2 > nn, ã¦¥

¥ ¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ¬¥â®¤  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨. � ¯¨è¥¬ «¥¢ãî ç áâì ¥à -
¢¥áâ¢  ¢ ¢¨¤¥

(n!)2 = (1 · n)(2 · (n− 1)) · · · ((n− 1) · 2)(n · 1).

� ª ª ª k · (n − k + 1) − n = k(n − k) − (n − k) = (n − k)(k − 1), â® ¤«ï «î¡®£®
k = 1, 2, . . . , n ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® k · (n − k + 1) > n, ¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â
¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  k = 1 ¨«¨ k = n. �®íâ®¬ã ¯à¨ n > 2 áà¥¤¨ íâ¨å
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n ¥à ¢¥áâ¢ å®âï ¡ë ®¤® áâà®£®¥, ¨ ¯®ç«¥®¥ ¨å ¯¥à¥¬®¦¥¨¥ ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬®¥
¥à ¢¥áâ¢®.

1.30. �®á¯®«ì§®¢ âìáï â®¦¤¥áâ¢®¬

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac + bd)2 + (bc− ad)2

.
1.31. �®á¯®«ì§®¢ âìáï â®¦¤¥áâ¢®¬

(a2 + b2)2) = (a2 − b2)2 + (2ab)2

.
1.33. �¥à¥¯¨á âì à ¢¥áâ¢® (a + 1)x = a ¢ ¢¨¤¥ (a + 1)(1− x) = 1 ¨ ¢®á¯®«ì§®-

¢ âìáï ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥©. �â¢¥â: 0 ¨ −2.
1.34. �â¢¥â: 0 ¨ 1.

§ 2

2.1. �¡®§ ç¨¢ ç¨á«®,   ª®â®à®¥ ¤¥«¨«¨, ç¥à¥§ b,   ®áâ â®ª ç¥à¥§ r, ¨¬¥¥¬
1270 = b · 74 + r ¨ 0 6 r < b. �®íâ®¬ã b ¤®«¦® ¯à¨ ¤«¥¦ âì ¨â¥à¢ «ã(1270

75 ,
1270
74

]
, ¥¤¨áâ¢¥ë¬ æ¥«ë¬ ç¨á«®¬, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬ ª®â®à®¬ã, ï¢«ï¥âáï

17. �â¢¥â: b = 17, r = 12.
2.7. �®á¯®«ì§®¢ âìáï ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨. �«ï ¨¤ãªâ¨¢®£®

¯¥à¥å®¤  § ¬¥â¨âì, çâ® 16n+1 − 15(n + 1)− 1 = 16(16n − 15n− 1) + 225n.
2.12. �ãáâì d = (a + b, a − b). �®£¤  d ¤¥«¨â áã¬¬ã ¨ à §®áâì ç¨á¥« a + b ¨

a− b, â. ¥. d | 2a ¨ d | 2b. �®íâ®¬ã ¥á«¨ d ¥ç¥â®, â. ¥. ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á 2, â® d | a
¨ d | b, ®âªã¤  d = 1. �ãáâì d = 2d1, â®£¤  d1 | a ¨ d1 | b, ®âªã¤  d1 = 1 ¨ ¯®â®¬ã
d = 2. �á«¨ ®¡  ç¨á«  a ¨ b ¥ç¥âë, â® (a + b, a− b) = 2.

2.13. �®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥áâ¢®¬ a2 − ab + b2 = (a + b)2 − 3ab ¨ â¥¬, çâ®
(a + b, ab) = 1 (á¬. ¯à¨¬¥à 2.5). �à¨ a = 1 ¨ b = 2 ¨¬¥¥¬ a + b = a2 − ab + b2 = 3.

2.16. � ª ª ª ç¨á«® d ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b, ®ç¥¢¨¤®, çâ®
dc ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« ac ¨ bc. �ë¡¥à¥¬ æ¥«ë¥ ç¨á«  x ¨ y â ª, çâ®¡ë
ax + by = d. �®£¤  (ac)x + (dc)y = dc, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨©
¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« ac ¨ bc ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  dc. �®íâ®¬ã (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 1 ¨§
â¥®à¥¬ë 2.2) ç¨á«® dc ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« ac ¨ bc.

2.17. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¢áïª¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥« a ¨ b ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥-
«¨â¥«¥¬ ¨ ç¨á¥« a ¨ bc. �¡à â®, ¯ãáâì t | ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á¥«
a ¨ bc. � ª ª ª t | a ¨ (a, c) = 1, «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® (t, c) = 1. �®íâ®¬ã ¨§ t | bc
á«¥¤ã¥â, çâ® t |b, â ª çâ® t ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á¥« a ¨ b. �â ª, ¬®¦¥áâ¢®
®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨ b á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a ¨
bc, ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® (a, b) = (a, bc).

2.18. � ¯¨á âì ç¨á«  a ¨ b ¢ ¢¨¤¥ a = a1d ¨ b = b1d, £¤¥ d = (a, b). �®á¯®«ì-
§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 2.3, á«¥¤áâ¢¨¥¬ 2 ¨§ â¥®à¥¬ë 2.2, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ § ¤ ç¨
¯à¨¬¥à  2.5 ¨ § ¤ ç¥© 2.16.
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2.19. �ãáâì ab2 = c2 ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  c. �ãáâì d = (b, c), b = db1 ¨
c = dc1. �®£¤  à ¢¥áâ¢® ab2 = c2 ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥ ab2

1 = c2
1, ®âªã¤ 

á«¥¤ã¥â, çâ® b2
1 |c2

1. � ª ª ª (b2
1, c

2
1) = 1 (¯®ç¥¬ã?), ¨¬¥¥¬ b2

1 = 1 ¨ ¯®â®¬ã a = c2
1.

2.20. � ¯¨á âì a = 36a1 ¨ b = 36b1. �®£¤  a1 + b1 = 12, ¨ ®áâ ¥âáï  ©â¨ ¢á¥
à §«®¦¥¨ï ç¨á«  12 ¢ áã¬¬ã ¤¢ãå ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á« £ ¥¬ëå. �â¢¥â: a = 36
¨b = 396 ¨«¨ a = 180 ¨ b = 252.

2.21. �â¢¥â: a = 6 ¨ b = 144 ¨«¨ a = 18 ¨ b = 48.
2.22. �â¢¥â: a = 15 ¨ b = 840 ¨«¨ a = 105 ¨ b = 120.
2.23. �à¨ m = 1 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®. � ª ª ª ¯à¨ m > 1 (á¬. § ¤ çã 1.4)

am − 1
a− 1 = am−1 + am−2 + · · ·+ a + 1, ¨¬¥¥¬

am − 1
a− 1 = (am−1 − 1) + (am−2 − 1) + · · ·+ (a− 1) + m.

�ç¨âë¢ ï, çâ® ¯à¨ k > 1 ç¨á«® a− 1 ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  ak − 1, ¢ë¢¥áâ¨ ®â-
áî¤ , çâ® ¬®¦¥áâ¢® ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« am − 1

a− 1 ¨ a−1 á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬
®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á¥« a− 1 ¨ m.

§ 3

3.2. � ª ª ª an−1 = (a−1)(an−1+an−2+· · ·+a+1) ¨ ¯à¨ ãª § ëå § ç¥¨ïå
a ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® an−1 + an−2 + · · · + a + 1 > 1, ¨§ ¯à®áâ®âë ç¨á«  an − 1
á«¥¤ã¥â, çâ® a− 1 = 1, â. ¥. a = 2. �à®áâ®â  ç¨á«  n ¤®ª §   ¢ ª®æ¥ ¯ à £à ä  3.

3.3. � ¬¥â¨¬, çâ® n4 + 4 = (n2 + 2)2 − 4n2 = (n2 + 2n + 2)(n2 − 2n + 2).
�¥à ¢¥áâ¢® n2 + 2n + 2 > 1 ¯à¨ ãª § ëå § ç¥¨ïå n ®ç¥¢¨¤®. �à®¬¥ â®£®,
n2 − 2n + 2 = (n− 1)2 + 1 > 1.

3.4. �®á¯®«ì§®¢ âìáï â®¦¤¥áâ¢®¬ n8 + n4 + 1 = (n4 + 1)2 − n4 = (n4 + n2 +
1)(n4 − n2 + 1).

3.5. �ç¥¢¨¤®, çâ® p = 2 ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â,   p = 3 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î
§ ¤ ç¨. �á«¨ p ¯à®áâ®¥ ¨ p > 3, â® p ¥ ¤¥«¨âáï   3 ¨ ¯®â®¬ã «¨¡® p = 3k + 1, «¨¡®
p = 3k + 2 ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  k. �® ¯à¨ p = 3k + 1 ç¨á«® p+ 14 = 3(k + 5)
¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬,   ¯à¨ p = 3k +2 ç¨á«® p+10 = 3(k +4) ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬.
�â¢¥â: p = 3.

3.6. �â¢¥â: p = 3.
3.7. �â¢¥â: p = 3.
3.8. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¯à¨ p = 2 ¨ p = 3 ç¨á«® 6p2 + 1 ¥

ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬. �à¨ p = 5 ç¨á«  4p2 + 1 = 101 ¨ 6p2 + 1 = 151 ï¢«ïîâáï
¯à®áâë¬¨. �á«¨ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p > 5 ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   5 ¤ ¥â ¢ ®áâ âª¥ 1 ¨«¨ 4, â®
ç¨á«® 4p2 + 1 ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬,   ¥á«¨ ®áâ â®ª à ¢¥ 2 ¨«¨ 3, â® ç¨á«® 6p2 + 1
¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬. �â¢¥â: p = 5.

3.9. �â¢¥â: p = 2 ¨«¨ p = 3.
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3.10. �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® 4p + 1 = a2.
�®£¤  4p = (a − 1)(a + 1), ¨ ¯®â®¬ã ç¨á«® a ¤®«¦® ¡ëâì ¥ç¥âë¬, a = 2k + 1.
�®áª®«ìªã ç¨á«® a ¬®¦® ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨ áç¨â âì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬, k > 0.
�âáî¤  p = k(k + 1), ¨ â ª ª ª ç¨á«® p ¯à®áâ®¥, ®¤¨ ¨§ íâ¨å á®¬®¦¨â¥«¥© ( 
¨¬¥®, ¬¥ìè¨© ¨§ ¨å) ¤®«¦¥ ¡ëâì à ¢¥ 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, k = 1 ¨ p = 2.
�¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®  ©¤¥®¥ § ç¥¨¥ p ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. �â¢¥â: p = 2.

3.11. �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® 4p + 1 = a3.
�®£¤  4p = (a − 1)(a2 + a + 1). �¨á«® a2 + a + 1 = a(a + 1) + 1 ¥ç¥â®, ¯®áª®«ìªã
¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® a ç¨á«® a(a + 1) ï¢«ï¥âáï ç¥âë¬. �®íâ®¬ã ç¨á«® a− 1 ¤®«¦®
¤¥«¨âìáï   4, a− 1 = 4k. �®£¤  p = k(a2 + a + 1), ¨ â ª ª ª k < a < a2 + a + 1 (¨
k > 0, ¯®áª®«ìªã a2 + a + 1 > 0), ¢ á¨«ã ¯à®áâ®âë ç¨á«  p ¬ë ¤®«¦ë ¨¬¥âì k = 1.
�âáî¤  a = 5 ¨ p = 31. �â¢¥â: p = 31.

3.12. �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  a ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® 5p + 1 =
a3 ¨ ¯®â®¬ã 5p = (a − 1)(a2 + a + 1), ¯à¨ç¥¬ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ®¡  á®¬®¦¨â¥«ï
¯®«®¦¨â¥«ìë (¯®áª®«ìªã a2+a+1 > 0 ¨ 5p > 0) ¨ a−1 < a2+a+1. �á«¨ a−1 = 1, â®
a = 2 ¨ ¯®â®¬ã 5p = 7, çâ® ¥¢®§¬®¦®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡  á®¬®¦¨â¥«ï ¢ ¯à ¢®©
ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  5p = (a − 1)(a2 + a + 1) ï¢«ïîâáï ç¨á« ¬¨, ¡®«ìè¨¬¨ ¥¤¨¨æë,
¨ ¨§ ®¤®§ ç®áâ¨ à §«®¦¥¨ï   ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨ «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ®¤¨ ¨§
íâ¨å á®¬®¦¨â¥«¥© ¤®«¦¥ ¡ëâì à ¢ë¬ 5,   ¤àã£®© p. �à ¢¥¨¥ a2 + a + 1 = 5
¥ ¨¬¥¥â æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, a = 6 ¨ p = 43 (¯à®áâ®¥ ç¨á«®).
�â¢¥â: p = 31.

3.13. �â¢¥â: p = 2 ¨«¨ p = 211.
3.14. �â¢¥â: p = 73.
3.15. �®áª®«ìªã ç¨á«® p ¯à®áâ®¥ ¨ p > 3, â® ®® ¥ ¤¥«¨âáï   3. �á«¨ p = 3k+1,

â® 2p + 1 = 3(2k + 1), çâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª 2k + 1 > 1 ¨ 2p + 1 ¯à®áâ®¥ ç¨á«®.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, p = 3k + 2, ®âªã¤  4p + 1 = 3(4k + 3). �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®
4k + 3 > 1.

3.16. � ª ª ª ç¨á«® a + b ¤¥«¨âáï   p, â® ¨ ç¨á«® a(a + b) ¤¥«¨âáï   p,  
¯®â®¬ã ¨ ç¨á«® a2 = a(a + b)− ab ¤¥«¨âáï   p. �®áª®«ìªã p ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ®âáî¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® a ¤¥«¨âáï   p. �¥¯¥àì ¨§ â®£®, çâ® ç¨á«  a ¨ a+b ¤¥«ïâáï   p, á«¥¤ã¥â,
çâ® ¨ ç¨á«® b ¤¥«¨âáï   p.

3.17. � ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ â®£®, çâ® ç¨á«  a2 + b2 ¨ ab ¤¥«ïâáï   p, á«¥¤ã¥â, çâ®
ç¨á«® (a + b)2 ¤¥«¨âáï   p.

3.18. �ãáâì p < q < r | ¯à®áâë¥ ç¨á« , p > 3 ¨ q − p = r − q. � ª ª ª ¢á¥ íâ¨
ç¨á«  ¥ç¥âë¥, à §®áâì ¯à®£à¥áá¨¨ q − p ¤¥«¨âáï   2. �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ®
íâ  à §®áâì ¤¥«¨âáï   3. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ ç¨á«  p, q ¨ r
¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3 ¤ îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ®áâ âª¨. � ¬¥â¨¬, çâ® ¨ ®¤® ¨§ ¨å   âà¨ ¥
¤¥«¨âáï. �á«¨ ®áâ âª¨ ®â ¤¥«¥¨ï   3 ç¨á¥« p ¨ r à §«¨çë ¨, áª ¦¥¬, p = 3k + 1
¨ r = 3l + 2, â® ¨§ à ¢¥áâ¢  2q = p + r ¨¬¥¥¬ 2q = 3(k + l + 1), çâ® ¥¢®§¬®¦®,
â ª ª ª ¨ ®¤® ¨§ ç¨á¥« 2 ¨ q ¥ ¤¥«¨âáï   3. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®áâ âª¨ ®â ¤¥«¥¨ï
  3 ç¨á¥« p ¨ r á®¢¯ ¤ îâ. �á«¨ p = 3k + 1 ¨ r = 3l + 1 ¨ q = 3n + 2, â® á ®¤®©
áâ®à®ë, 2q = 3(k + l) + 2,   á ¤àã£®©, 2q = 3(2n+ 1) + 1. �á«¨ p = 3k + 2 ¨ r = 3l + 2
¨ q = 3n + 1, â® á ®¤®© áâ®à®ë, 2q = 3(k + l + 1) + 1,   á ¤àã£®©, 2q = 3(2n) + 2.
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3.19. �ãáâì a ¨ b | â ª¨¥  âãà «ìë¥ ç¨á« , çâ® p = a2 − b2. �®£¤  p =
(a − b)(a + b), ®âªã¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® 0 < a − b < a + b, ¨ â ª ª ª
ç¨á«® p ¯à®áâ®¥, ¤®«¦ë ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢  a − b = 1 ¨ a + b = p. �§ íâ¨å
à ¢¥áâ¢ ¯®«ãç ¥¬ a = p + 1

2 ¨ b = p− 1
2 . � ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¡®«¥¥

®¤®© ¯ àë  âãà «ìëå ç¨á¥« a ¨ b, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å à ¢¥áâ¢ã p = a2 − b2. �
¤àã£®© áâ®à®ë, â ª ª ª p | ¥ç¥â®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ç¨á«  a = p + 1

2 ¨ b = p− 1
2ï¢«ïîâáï  âãà «ìë¬¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ  è¥¬ã à ¢¥áâ¢ã.

3.20. �â¢¥â: 75.
3.21. �áª®¬®¥ ç¨á«® a ¨¬¥¥â ¢¨¤ a = pmqn, £¤¥ p ¨ q | à §«¨çë¥ ¯à®áâë¥

ç¨á« , m > 1, n > 1 ¨ ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨ ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® m 6 n. �¢¨¤ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.5 ¨ ãá«®¢¨ï § ¤ ç¨ ¨¬¥¥¬ (m + 1)(n + 1) = 12. � ª ª ª ç¨á«  m + 1
¨ n + 1  âãà «ìë¥ ¨ 2 6 m + 1 6 n + 1, ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ¢®§¬®¦®áâ¨: m = 1, n = 5
¨«¨ m = 2, n = 3. � áá¬®âà¨¬ ¨å ®â¤¥«ì®.

�ãáâì a = pq5, â®£¤  ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.6 ¨¬¥¥¬

(p + 1)(q4 + q3 + q2 + q + 1) = 465.

�âáî¤  ç¨á«® p + 1 ï¢«ï¥âáï ¥ç¥âë¬ ¨ ¯®â®¬ã p = 2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, q4 + q3 +
q2 + q + 1 = 155, ®âªã¤  q(q3 + q2 + q + 1) = 154 = 2 · 7 · 11. � ª ª ª q 6= p = 2, ¤«ï
q ¨¬¥¥¬ ¤¢  ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨ï 7 ¨ 11, ¨ ®¤® ¨§ ª®â®àëå, ®ç¥¢¨¤®, ¤ ®¬ã
à ¢¥áâ¢ã ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à¥è¥¨© ¥â.

�ãáâì â¥¯¥àì a = p2q3, â®£¤ 

(p2 + p + 1)(q3 + q2 + q + 1) = 465 = 3 · 5 · 31.

�§ ¥ç¥â®áâ¨ ç¨á«  q3+q2+q+1 á«¥¤ã¥â, çâ® q = 2. �®íâ®¬ã p2+p+1 = 31, ®âªã¤ 
 å®¤¨¬ (à¥è ï ª¢ ¤à â®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨«¨ áà ¢¨¢ ï à §«®¦¥¨ï p(p+ 1) = 2 ·3 ·5
  ¯à®áâë¥ ¬®¦¨â¥«¨), çâ® p = 5. �â¢¥â: 200.

3.22. � ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥, ¨áª®¬®¥ ç¨á«® ¨¬¥¥â ¢¨¤ «¨¡® a = pq5, «¨¡®
a = p2q3. �á«¨ a = pq5, ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®

(p + 1)(q4 + q3 + q2 + q + 1) = 1240 = 23 · 5 · 31,

¨§ ª®â®à®£® ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® ç¨á«® q4 + q3 + q2 + q + 1 ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ q ï¢«ï¥âáï
¥ç¥âë¬, á«¥¤ã¥â, çâ® p + 1 = 8, «¨¡® p + 1 = 40, «¨¡® p + 1 = 248. �® ¢â®à®¬ ¨
âà¥âì¥¬ á«ãç ïå p = 39 ¨ p = 247 = 13·19 ¥ ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ ç¨á« ¬¨. � ¯¥à¢®¬
á«ãç ¥ p = 7 ¨ ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢® q4+q3+q2+q+1 = 155, â. ¥. q(q3+q2+q+1) = 154 =
2 · 7 · 11. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¥¤¨áâ¢¥® ¢®§¬®¦ë¥
(¢ á¨«ã á®®¡à ¦¥¨© ¤¥«¨¬®áâ¨) § ç¥¨ï q = 2 ¨ q = 11 ¥ £®¤ïâáï.

�à¨ a = p2q3 ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢®

(p2 + p + 1)(q3 + q2 + q + 1) = 23 · 5 · 31.

� ª ª ª ç¨á«® p2 + p + 1 ¢á¥£¤  ¥ç¥â®, «¨¡® p2 + p + 1 = 5, «¨¡® p2 + p + 1 = 31,
«¨¡® p2 + p + 1 = 5 · 31. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨© ¢®®¡é¥ ¥â, ¢®
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¢â®à®¬ á«ãç ¥ p = 5,   ¢ âà¥âì¥¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® q3 + q2 + q + 1 = 8,
â. ¥. q(q2 + q + 1) = 7, ¥ ¨¬¥îé¥¥ ¢¢¨¤ã ¯à®áâ®âë ç¨á«  7 æ¥«®ç¨á«¥ëå à¥è¥¨©
q > 2. �à¨ p2 + p + 1 = 31 ¨¬¥¥¬ q3 + q2 + q + 1 = 40, ®âªã¤  q = 3. �â¢¥â: 675.

3.23. �á«¨ ç¨á«® n ç¥â®¥, â® ç¨á«® 2n − 1 ¤¥«¨âáï   ç¨á«® 3 = 22 − 1 ¨ ¥
à ¢® ¥¬ã; ¥á«¨ ç¨á«® n ¥ç¥â®¥, â® ç¨á«® 2n + 1 ¤¥«¨âáï   ç¨á«® 3 = 2 + 1 ¨ ¥
à ¢® ¥¬ã.

§ 4

4.1. �¬¥¥¬

521 ≡ (−2)21 = (−8)7 ≡ −1 ≡ 27 (mod 7) ¨
521 = (53)7 ≡ 47 = (42)3 · 4 ≡ 53 · 4 ≡ 4 · 4 ≡ 5 ≡ 27 (mod 11).

4.2. �®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥¬, çâ® 93 = 9·81 ≡ 9·25 = 225 ≡ 1 (mod 56). �â¢¥â: 18.
4.3. � ¬¥â¨âì, çâ® 73 ≡ −1 (mod 43). �â¢¥â: 9.
4.4. � ¬¥â¨âì, çâ® â ª ª ª 83 = 512 ¨ 19 · 27 = 513, ¨¬¥¥¬ áà ¢¥¨¥ 83 ≡ −1

(mod 19). �â¢¥â: 3.
4.5. �¬¥¥¬

650 = (36)25 ≡ 325 = 912 · 3 ≡ (−2)12 · 3 = (25)2 · 4 · 3 ≡ 1 (mod 11),
725 = (49)12 · 7 ≡ 512 · 7 = (25)6 · 7 ≡ 36 · 7 = 93 · 7 ≡ (−8) · 7 ≡ −1 (mod 11),

â ª çâ® 650 + 725 ≡ 0 (mod 11).
4.8. �®ª § âì, çâ® 524 ≡ 2 (mod 23),   § â¥¬ à¥è¨âì áà ¢¥¨¥ 7a ≡ −2

(mod 23). �â¢¥â: a ≡ 3 (mod 23).
4.9. �¬®¦¨¢   a ®¡¥ ç áâ¨ ¯¥à¢®£® ¨§ ¤ ëå áà ¢¥¨© a25 ≡ 3 (mod 79)

¨ a26 ≡ 29 (mod 79), ¯®«ãç ¥¬ a26 ≡ 3a (mod 79). �§ ¥£® ¨ ¢â®à®£® ¨§ ¤ ëå
áà ¢¥¨© ¨¬¥¥¬ 3a ≡ 29 (mod 79), â. ¥. 3a ≡ 108 (mod 79), ®âªã¤  a ≡ 36 (mod 79).
�â¢¥â: 36.

4.10. � ¬¥â¨¬ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¬®£®ç«¥ 
f(x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ¯à®¨§¢®«ì-
ëå æ¥«ëå ç¨á¥« u ¨ v ¨  âãà «ì®£® ç¨á«  m ¨§ áà ¢¥¨ï u ≡ v (mod m) á«¥-
¤ã¥â áà ¢¥¨¥ f(u) ≡ f(v) (mod m). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ â®£®, çâ® u ≡ v (mod m),
á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  k > 0 uk ≡ vk (mod m). �âáî¤  ¨¬¥¥¬ á«¥-
¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã áà ¢¥¨©

a0u
n ≡ a0v

n (mod m)
a1u

n−1 ≡ a1v
n−1 (mod m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1u ≡ an−1v (mod m)
an ≡ an (mod m),
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áª« ¤ë¢ ï ¯®ç«¥® ª®â®àë¥ ¨ ¯®«ãç ¥¬ f(u) ≡ f(v) (mod m).
�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª à¥è¥¨î § ¤ ç¨. � ª ª ª ¯® ¤®ª § ®¬ã

¢ á¨«ã ®ç¥¢¨¤®£® áà ¢¥¨ï 5 ≡ 2 (mod 3) ¨¬¥¥¬ f(5) ≡ f(2) (mod 3),   ¯® ãá«®-
¢¨î f(2) ≡ 0 (mod 3), â® ¯®«ãç ¥¬ f(5) ≡ 0 (mod 3), â. ¥. ç¨á«® f(5) ¤¥«¨âáï   3.
� «®£¨ç®, ¨§ áà ¢¥¨ï 5 ≡ 3 (mod 2) ¨¬¥¥¬ f(5) ≡ f(3) (mod 2), ¨ â ª ª ª ¯®
ãá«®¢¨î f(3) ≡ 0 (mod 2), â® ¯®«ãç ¥¬ f(5) ≡ 0 (mod 2), â. ¥. ç¨á«® f(5) ¤¥«¨âáï
  2. � ª ª ª ç¨á«  2 ¨ 3 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, íâ¨¬ ¤®ª § ®, çâ® f(5) ¤¥«¨âáï   6.

4.11. �¥à¥¯¨è¥¬ à ¢¥áâ¢® Ck
p = p(p−1)(p−2)···(p−k+1)

k! (á¬. § ¤ çã 1.6) ¢ ¢¨¤¥
k! ·Ck

p = p(p− 1)(p− 2) · · · (p− k + 1), ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® k! ·Ck
p ¤¥«¨âáï

  p. � ª ª ª ¯à¨ k < p ç¨á«  k! ¨ p ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® p |Ck
p .

4.12. �® ä®à¬ã«¥ ¡¨®¬  �ìîâ®  ¨¬¥¥¬

(a + b)p = C0
p ap + C1

p ap−1b + C2
p ap−2b2 + · · ·+ Cp−1

p abp−1 + Cp
p bp.

� ª ª ª C0
p = Cp

p = 1 ¨ ¢ á¨«ã § ¤ ç¨ 4.11 ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  k, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£®
¥à ¢¥áâ¢ ¬ 1 6 k < p, ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥ Ck

p ≡ 0 (mod p), ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®
¯®«ãç ¥¬ (a + b)p ≡ ap + bp (mod p).

4.13. � ª ª ª a ≡ b (mod p), â® ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  t ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢®
a = b + pt. �âáî¤  ¯® ä®à¬ã«¥ ¡¨®¬  �ìîâ®  ¯®«ãç ¥¬

ap = bp + C1
p bp−1(pt) + C2

p bp−2(pt)2 + · · ·+ Cp−1
p b(pt)p−1 + Cp

p (pt)p.

� ª ª ª ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥,  ç¨ ï á® ¢â®à®£®, ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ¤¥«ïâáï
  p2, âà¥¡ã¥¬®¥ áà ¢¥¨¥ ¨§ ¥£® á«¥¤ã¥â.

4.14. �¬®¦¨âì ®¡¥ ç áâ¨ ¤ ®£® áà ¢¥¨ï   8.
4.15. �â¢¥â: x ≡ 10 (mod 35).
4.16. �â¢¥â: x ≡ 10 (mod 25).
4.17. �â¢¥â: x ≡ 5 (mod 18), x ≡ 11 (mod 18), x ≡ 17 (mod 18).
4.18. �â¢¥â: x ≡ 4 (mod 30), x ≡ 9 (mod 30),

x ≡ 14 (mod 30), x ≡ 19 (mod 30),
x ≡ 24 (mod 30), x ≡ 29 (mod 30).

4.19. �â¢¥â: x = 8− 15t, y = −11 + 23t, £¤¥ t ∈ Z.
4.20. �â¢¥â: x = 9 + 13t, y = 5 + 10t, £¤¥ t ∈ Z.
4.21. �á«¨ ¯ à  ç¨á¥« (5, 9) ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï ax − by = 31, â®

¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢® a · 5 − b · 9 = 31. � ç¨â, ¨áª®¬ë¥ § ç¥¨ï a ¨ b
¤®«¦ë á®áâ ¢«ïâì à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï 5a−9b = 31 ®â ¥¨§¢¥áâëå a, b. �¥è ï íâ®
ãà ¢¥¨¥,  å®¤¨¬ a = 8 + 9t, b = 1 + 5t, £¤¥ t ∈ Z. � ¨¬¥ìè¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥
§ ç¥¨ï a ¨ b ¯®«ãç îâáï ¯à¨ t = 0. �â¢¥â: a = 8, b = 1.

4.22. �â¢¥â: a = −5, b = −6.
4.23. �®®à¤¨ âë â®ç¥ª ¯àï¬®© á®¢¯ ¤ îâ á à¥è¥¨ï¬¨ ãà ¢¥¨ï 8x−13y +

6 = 0. �á¥ à¥è¥¨ï íâ®£® ãà ¢¥¨ï ®¯¨áë¢ îâáï ä®à¬ã« ¬¨ x = 9+13t, y = 6+8t
(t ∈ Z). �áª®¬ë¥ â®çª¨ ¯®«ãç îâáï ¯à¨ â¥å § ç¥¨ïå t, ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
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¥à ¢¥áâ¢ ¬ −42 6 9 + 13t 6 50. �áâ ¥âáï  ©â¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ¥£® æ¥«®ç¨á«¥ëå
à¥è¥¨©. �â¢¥â: 7.

4.24. �â¢¥â: x ≡ 235 (mod 600).
4.25. �â¢¥â: x ≡ 11 (mod 3150).
4.26. �à ¢¥¨¥ â ª®© ¯àï¬®© ¨¬¥¥â ¢¨¤ x = a, £¤¥ a | æ¥«®¥ ç¨á«®. �à¤¨ â 

y â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ®© ¯àï¬®© á ¯àï¬®© x−5y−2 = 0 ¢ëç¨á«ï¥âáï ¨§ ãà ¢¥¨ï
a− 5y − 2 = 0 ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ ç¨á«®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a− 2
¤¥«¨âáï   5, â. ¥. a ≡ 2 (mod 5). � «®£¨ç®, æ¥«®ç¨á«¥®áâì ª®®à¤¨ â â®çª¨
¯¥à¥á¥ç¥¨ï  è¥© ¯àï¬®© á ¯àï¬ë¬¨ x − 8y − 1 = 0 ¨ x − 11y − 3 = 0 à ¢®-
á¨«ì  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ áà ¢¥¨© a ≡ 1 (mod 8) ¨ a ≡ 3 (mod 11) á®®â¢¥âáâ¢¥®.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® ¨áª®¬ëå ç¨á¥« a á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ æ¥«ëå ç¨á¥«,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á¨áâ¥¬¥ áà ¢¥¨©





a ≡ 2 (mod 5)
a ≡ 1 (mod 8)
a ≡ 3 (mod 11).

�â¢¥â: x = a, £¤¥ a ≡ 377 (mod 440).
4.27. �â¢¥â: 89, 209.

§ 5

5.1.�â¢¥â: x = 3.
5.2.�â¢¥â: x = 4.
5.3.�â¢¥â: x = 3.
5.4.�â¢¥â: a = 189.
5.5.�â¢¥â: a = 968.
5.6.�â¢¥â: a = 1521.
5.7. � ª ª ª 605 = 5 · 121, â® ¯à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ï-

é¥¥ ç¨á«  605 ¨ ¨¬¥îé¥¥ á íâ¨¬ ç¨á«®¬  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì, à ¢ë© 5,
¨¬¥¥â ¢¨¤ 5n, £¤¥ n |  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥ ç¨á«  121 ¨ ¢§ ¨¬®
¯à®áâ®¥ á íâ¨¬ ç¨á«®¬. �â¢¥â: 110.

5.8. �á«¨ a |  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥ ç¨á«  m ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®-
áâ®¥ á m, â® m− a â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï  âãà «ìë¬ ç¨á«®¬, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¬ ç¨á« 
m ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬ á m. � ª ª ª ¨§ a1 6= a2 á«¥¤ã¥â, çâ® m − a1 6= m − a2, íâ®
®§ ç ¥â, çâ® ¥á«¨ a ¯à¨¨¬ ¥â ¡¥§ ¯®¢â®à¥¨© ¢á¥ § ç¥¨ï ¨§ ¯à¨¢¥¤¥®© á¨-
áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m, ¢ë¡à ®© ¨§ ¯®«®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ 1, 2, . . . , m ¯®
íâ®¬ã ¬®¤ã«î, â® ¨ m− a ¡ã¤¥â ¯à¨¨¬ âì ¡¥§ ¯®¢â®à¥¨© ¢á¥ § ç¥¨ï ¨§ â®© ¦¥
¯à¨¢¥¤¥®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢. �®íâ®¬ã á«®¦¨¢ ϕ(m) á« £ ¥¬ëå ¢¨¤  a + (m− a)
(£¤¥ a ¯à®¡¥£ ¥â ã¯®¬ïãâãî ¯à¨¢¥¤¥ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢), ¬ë ¯®«ãç¨¬ ã¤¢®¥-
ãî áã¬¬ã ¢á¥å ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ç¨á«  m ¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á m. � ª ª ª
ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å á« £ ¥¬ëå à ¢® m, âà¥¡ã¥¬ë© à¥§ã«ìâ â â¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤¥.
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5.9. �â¢¥â: 9.
5.10. �ãáâì r | ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï ç¨á«  2183   24. �®£¤  ¤®«¦® ¢ë¯®«-

ïâìáï áà ¢¥¨¥ r ≡ 2183 (mod 24), ¯à ¢ ï ç áâì ª®â®à®£® ¨ ¬®¤ã«ì ¤¥«ïâáï  
3. �®íâ®¬ã ¨ ç¨á«® r ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   3, r = 3r1. �®á«¥ á®ªà é¥¨ï ®¡¥¨å ç -
áâ¥© ¨ ¬®¤ã«ï ¯à¥¤ë¤ãé¥£® áà ¢¥¨ï   3, ¯®«ãç ¥¬ r1 ≡ 7 · 2182 (mod 8). � ª
ª ª ç¨á«  21 ¨ 8 ¢§ ¨¬® ¯à®áâë ¨ ϕ(8) = 4, ¯® â¥®à¥¬¥ �©«¥à  214 ≡ 1 (mod 8),
®âªã¤  ¯®«ãç ¥¬ 7 · 2182 ≡ (−1) · 212 ≡ (−1) · 52 ≡ 7 (mod 8). �â¢¥â: 21.

5.11. �â¢¥â: 375.
5.12. �â¢¥â: 1.
5.13. � ©â¨ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï   132 ®â¤¥«ì® ª ¦¤®£® á« £ ¥¬®£®. �â¢¥â:

7.
5.14. �®§¢¥áâ¨ ¢ ªã¡ ®¡¥ ç áâ¨ áà ¢¥¨ï a4 ≡ 1 (mod 5).
5.15. �®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥áâ¢®¬ ap − b = (ap − a) + (a − b) ¨ ¯à¨¬¥¨âì

â¥®à¥¬ã �¥à¬ .
5.16. �á«¨ ç¨á«® a ¥ ¤¥«¨âáï   7, â® ¨§ â¥®à¥¬ë �¥à¬  á«¥¤ãîâ áà ¢¥¨ï

a6m ≡ 1 (mod 7) ¨ a6n ≡ 1 (mod 7), áª« ¤ë¢ ï ¯®ç«¥® ª®â®àë¥ ¯®«ãç ¥¬ a6m +
a6n ≡ 2 (mod 7), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î.

5.17. �¬. ãª § ¨¥ ª ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥.
5.18. � ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë �¥à¬  ¤®ª § âì ¤¥«¨¬®áâì ¤ ®£® ç¨á«    5 ¨  

13.
5.19. � ª ª ª ç¨á«  a ¨ b ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, ®¡  ®¨   11 ¤¥«¨âìáï ¥ ¬®£ãâ.

�á«¨ ®¤® ¨§ ¨å ¤¥«¨âáï   11,   ¤àã£®¥ ¥ ¤¥«¨âáï,  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®.
�á«¨ ®¡  ç¨á«  a ¨ b ¥ ¤¥«ïâáï   11, ¨§ â¥®à¥¬ë �¥à¬  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® 4a10−b10

  11 ¥ ¤¥«¨âáï. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® 4a10 − b10 = (2a5 + b5)(2a5 − b5).
5.20. �¬. ãª § ¨¥ ª § ¤ ç¥ 5.19.
5.21. �¬. ãª § ¨¥ ª § ¤ ç¥ 5.14.
5.22. �â¢¥â: n = 4k.
5.23. �® ãá«®¢¨î q−1 = (p−1)k ¤«ï ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  k. �ãáâì

æ¥«®¥ ç¨á«® a ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ pq. �®£¤  ®® ¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á
ª ¦¤ë¬ ¨§ ç¨á¥« p ¨ q, ¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �¥à¬  ¢ë¯®«¥ë áà ¢¥¨ï

ap−1 ≡ 1 (mod p) ¨ aq−1 ≡ 1 (mod q).

�®á«¥ ¢®§¢¥¤¥¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥© ¯¥à¢®£® ¨§ ¨å ¢ k-ãî áâ¥¯¥ì, ¯®«ãç ¥¬ aq−1 ≡ 1
(mod p). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«® aq−1 − 1 ¤¥«¨âáï   ¤¢  ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå ç¨á«  p
¨ q,   ¯®â®¬ã ¤¥«¨âáï ¨   ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ íâ¨å ç¨á¥«. �â® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® aq−1 ≡ 1
(mod pq).

5.24. �® â¥®à¥¬¥ �¥à¬  á¯à ¢¥¤«¨¢ë áà ¢¥¨ï ap ≡ a (mod p) aq ≡ a
(mod q). �¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ ¨ ¬®¤ã«ì ª ¦¤®£® ¨§ ¨å   ç¨á«  q ¨ p á®®â¢¥â-
áâ¢¥®, ¯®«ãç¨¬ áà ¢¥¨ï qap ≡ qa (mod pq) ¨ paq ≡ pa (mod pq), ¯®ç«¥®
á«®¦¨¢ ª®â®àë¥, ¯à¨å®¤¨¬ ª âà¥¡ã¥¬®¬ã.
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5.25. � ª ª ª ç¨á«  p ¨ q ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, ¯® â¥®à¥¬¥ �¥à¬  ¨¬¥¥¬ pq−1 ≡
1 (mod q) ¨ qp−1 ≡ 1 (mod p). �® ®¯à¥¤¥«¥¨î áà ¢¥¨ï íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï
¯®¤å®¤ïé¨å æ¥«ëå ç¨á¥« m ¨ n ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  pq−1−1 = qm ¨ qp−1−1 = pn.
�¥à¥¬®¦¨¢ ¨å ¯®ç«¥®, ¨¬¥¥¬ (pq−1 − 1)(qp−1 − 1) = pqmn. � ª ª ª

(pq−1 − 1)(qp−1 − 1) = pq−1qp−1 − pq−1 − qp−1 + 1

á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® p, q > 2, ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®

pq−1 + qp−1 − 1 = pq(pq−2qp−2 −mn),

¨§ ª®â®à®£® ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).
5.26. �¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨ ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£®

ç¨á«  n > 1 ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« a1, a2, . . . , an ¢ë¯®«¥® áà ¢¥¨¥

(a1 + a2 + · · ·+ an)p ≡ ap
1 + ap

2 + · · ·+ ap
n (mod p).

�®« £ ï ¢ ¥¬ ¤«ï ¤ ®£® n > 1 a1 = a2 = · · · = an = 1, ¯®«ãç ¥¬ np ≡ n
(mod p). � ª¨¬ ®¡à §®¬, áà ¢¥¨¥ ap ≡ a (mod p), ãâ¢¥à¦¤ ¥¬®¥ â¥®à¥¬®© �¥à¬ ,
¤®ª § ® ¤«ï ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥« a > 1. �à¨ a = 0 ®® ®ç¥¢¨¤®. �á«¨ a < 0, â®
−a > 0, ¨ ¯®â®¬ã ¯à¨ p > 2 ¨¬¥¥¬ ap = −(−a)p ≡ −(−a) = a (mod p),   ¯à¨ p = 2
| a2 = (−a)2 ≡ −a ≡ a (mod 2).

§ 6

6.1. �â¢¥â:  ) b = 5; ¡) b = 11; ¢) b = 15; £) â ª®© á¨áâ¥¬ë áç¨á«¥¨ï ¥
áãé¥áâ¢ã¥â.

6.2. �â¢¥â: b = 8.
6.3. �â¢¥â: b = 4.
6.4. �® ãá«®¢¨î ¨áª®¬®¥ ç¨á«® n ¨¬¥¥â § ¯¨á¨ ¢¨¤  n = abc10 ¨ n = cba9. �â®

®§ ç ¥â, çâ® n = a · 102 + b · 10 + c ¨ n = c · 92 + b · 9 + a, ®âªã¤  ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®
a ·102 +b ·10+c = c ·92 +b ·9+a. �¥à¥¯¨á ¢ ¥£® ¢ ¢¨¤¥ 100a−80c = a−b, ¢¨¤¨¬, çâ®
ç¨á«® a − b ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   10. �® ¨§ ãá«®¢¨ï § ¤ ç¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«  a ¨
b ï¢«ïîâáï æ¨äà ¬¨ ¢ ¤¥¢ïâ¨à¨ç®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï ¨ ¯®â®¬ã ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 a, b < 9. �®íâ®¬ã a = b. � ¢¥áâ¢® 100a − 80c = a − b â¥¯¥àì
¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ 5a = 4c, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® c ¤¥«¨âáï   5. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
«¨¡® c = 0, «¨¡® c = 5. �® ¥á«¨ c = 0, â® ¨ a = 0, çâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª ç¨á«® n
ï¢«ï¥âáï ¯® ãá«®¢¨î âà¥å§ çë¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, c = 5 ¨ a = 4. �â¢¥â: 445.

6.5. � ª ª ª b > 3, ç¨á«® b − 2 ï¢«ï¥âáï æ¨äà®© ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥¨ï á ®á®-
¢ ¨¥¬ b; ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì íâã æ¨äàã á¨¬¢®«®¬ c. �®£¤  à ¢¥áâ¢® 2(b − 1) =
b+(b−2) = 1·b+c ®§ ç ¥â, çâ® 2(b−1) = 1cb,   à ¢¥áâ¢® (b−1)2 = (b−2)b+1 = c·b+1
®§ ç ¥â (¯®áª®«ìªã c 6= 0), çâ® (b− 1)2 = c1b.

6.6. �ãáâì sn ®¡®§ ç ¥â áã¬¬ã ¯¥à¢ëå n  âãà «ìëå ç¨á¥«, â®£¤  (á¬. ¯à¨-
¬¥à 1.3) sn = n(n + 1)

2 . �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® ç¨á«® n ï¢«ï¥âáï ç¥âë¬, â®£¤ 
n = 2k, ¯à¨ç¥¬ á¨¬¢®« k ¬®¦® áç¨â âì ®¡®§ ç¥¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© æ¨äàë.
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� ª ª ª k 6= 0 ¨ sn = k · n + k, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬ sn = kkn. �á«¨ ¦¥ ç¨á«® n
¥ç¥â®, n = 2k + 1, â® k > 0 ¨ ¯®â®¬ã k + 1 < n. �®£¤  sn = (k + 1) · n = l0n,
£¤¥ á¨¬¢®« l ®¡®§ ç ¥â æ¨äàã, à ¢ãî ç¨á«ã k + 1. �â¢¥â: kkn, £¤¥ k ®¡®§ ç ¥â
æ¨äàã, à ¢ãî n

2 , ¥á«¨ n | ç¥â®¥ ç¨á«®, ¨ l0n, £¤¥ l ®¡®§ ç ¥â æ¨äàã, à ¢ãî
n+1

2 , ¥á«¨ n | ¥ç¥â®¥ ç¨á«®.
6.7. 144b = b2 + 4b + 4 = (b + 2)2 = (12b)2.
6.9. �¨á«® aba ¤¥«¨âáï   15 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¤¥«¨âáï   3 ¨

  5. � ®¥ ç¨á«® ¤¥«¨âáï   5 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a à ¢® ¨«¨ 0, ¨«¨ 5.
� ª ª ª ¯¥à¢ ï æ¨äà  ¤¥áïâ¨ç®© § ¯¨á¨ ç¨á«  ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢®© 0, a = 5.
�¨á«® aba ¤¥«¨âáï   3 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤    3 ¤¥«¨âáï ¥£® áã¬¬  æ¨äà
2a + b = 10 + b, â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  b à ¢® 2, 5 ¨«¨ 8. �â¢¥â: 525,
555, 585.

6.10. �¨á«® aba ¤¥«¨âáï   33 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¤¥«¨âáï   3 ¨  
11. �à¨§ ª ¤¥«¨¬®áâ¨   11 (á«¥¤áâ¢¨¥ 3 ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.2) £®¢®à¨â ® â®¬, çâ®
ç¨á«® aba ¤¥«¨âáï   11 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤    11 ¤¥«¨âáï ç¨á«® 2a−b. � ª
ª ª a < 10 ¨ b > 0, â® 2a− b < 20,   â ª ª ª b < 10 ¨ a > 0, â® 2a− b > −10. � ª¨¬
®¡à §®¬, ç¨á«® 2a − b ¤¥«¨âáï   11 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «¨¡® 2a − b = 0,
«¨¡® 2a − b = 11. �à®¬¥ â®£®, ç¨á«® aba ¤¥«¨âáï   3 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
  3 ¤¥«¨âáï ç¨á«® 2a + b.

�á«¨ 2a−b = 0, â® b = 2a, ®âªã¤  a < 5. �à®¬¥ â®£®, ç¨á«® 2a+b = 4a ¤¥«¨âáï
  3 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«® a ¤¥«¨âáï   3. �«¥¤®¢ â¥«ì®, a = 3 ¨ b = 6.

�á«¨ 2a − b = 11, â® 2a > 11 ¨ ¯®â®¬ã a > 6. �«¥¤®¢ â¥«ì®, a ¬®¦¥â ¡ëâì
à ¢ë¬ 6, 7, 8 ¨«¨ 9,   b á®®â¢¥âáâ¢¥® à ¢® 1, 3, 5 ¨ 7. �¨èì ®¤  ¨§ íâ¨å
ç¥âëà¥å ¯ à § ç¥¨© a ¨ b ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨î ¤¥«¨¬®áâ¨   3 ç¨á«  2a+b:
a = 8, b = 5. �â¢¥â: 363, 858.

6.11. �ãáâì m = ab. �®£¤  ç¨á«® ab + ba = (10a + b) + (10b + a) = 11 · (a + b)
¤¥«¨âáï   11, ¨ â ª ª ª íâ® ç¨á«® ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ (¨ ç¨á«® 11 ¯à®áâ®¥), â® ®®
¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   112. �âáî¤  11 | a + b, ¨ â ª ª ª 1 < a + b < 20, â® a + b = 11.
�¡à â®, ¥á«¨ a + b = 11, â® ab + ba = 112. �â¢¥â: m à ¢® ®¤®¬ã ¨§ ç¨á¥« 29,
38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

6.12. � ¯¨c âì ¤ ®¥ ç¨á«® abc ¢ ¢¨¤¥ abc = 100a + 10b + c = (98a + 7b) + 2a +
3b + c = 7(14a + b) + 2(a + b + c) + (b− c) = 7(14a + b + 2) + (b− c).

6.13. �á«¨ ¤ ®¥ ç¨á«® ¨¬¥¥â ¢¨¤ ab, â® 10a + b = a3 + b2 ¨«¨ a(10 − a2) =
b(b − 1). �¨á«®, áâ®ïé¥¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®á«¥¤¥£® à ¢¥áâ¢  ¥®âà¨æ â¥«ì® ¨
ç¥â®. �®íâ®¬ã a2 6 10 ¨ ç¨á«® a ï¢«ï¥âáï ç¥âë¬. �âáî¤  a = 2 ¨ b = 4. �â¢¥â:
24.

6.14. � ®¥ ç¨á«® ¨¬¥¥â ¢¨¤ abab = a · 103 + b · 102 + a · 10 + b = m · 101, £¤¥
m = ab, ¨ ¯®â®¬ã ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® 101. �á«¨ ¡ë ®® ï¢«ï«®áì ª¢ ¤à â®¬,
â® ¤®«¦® ¡ë«® ¡ë ¤¥«¨âìáï   ç¨á«® 1012,   ¯®â®¬ã m ¤®«¦® ¡ë«® ¡ë ¤¥«¨âìáï
  101, çâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª 0 < m < 100.

6.15. �á«¨ a ¨ b | ¤ ë¥ ¤¢ã§ çë¥ ç¨á« , â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ç¥âëà¥å-
§ ç®¥ ç¨á«® m ¨¬¥¥â ¢¨¤ m = 100a + b. � ª ª ª ab | m, â® a | m ¨ b | m, ®âªã¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® a | b ¨ b | 100a á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  b = ak, ¯à¨ç¥¬ ¯®áª®«ìªã a > 10
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¨ b < 100, ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® k < 10. �á«®¢¨¥ b | 100a â¥¯¥àì ¤ ¥â k | 100, â ª
çâ® k á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ç¨á¥« 1, 2, 4, 5. �á«¨ k = 1, â® a = b ¨ ç¨á«® m = 101a
¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   a2. �® â®£¤  ¯à®áâ®¥ ç¨á«® 101 ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   ¤¢ã§ ç-
®¥ ç¨á«® a, çâ® ¥¢®§¬®¦®. �ãáâì k = 2, â®£¤  b = 2a ¨ ç¨á«® m = 102a ¤®«¦®
¤¥«¨âìáï   2a2, ®âªã¤  a | 51. �¨á«® 51 ¨¬¥¥â ¤¢  ¤¢ã§ çëå ¤¥«¨â¥«ï 17 ¨ 51.
�® ¯à¨ a = 51 ç¨á«® b = 2a ¥ ï¢«ï¥âáï ¤¢ã§ çë¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
a = 17 ¨ b = 34. �ãáâì k = 4, â®£¤  b = 4a ¨ ç¨á«® m = 104a ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï  
4a2, ®âªã¤  a | 26. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ a = 13 ¨ b = 52. �ãáâì,  ª®¥æ,
k = 5, â®£¤  b = 5a ¨ ç¨á«® m = 105a ¤®«¦® ¤¥«¨âìáï   5a2, ®âªã¤  a | 21.
�¤¨áâ¢¥ë© ¤¢ã§ çë© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  21, á®¢¯ ¤ îé¨© á á ¬¨¬ íâ¨¬ ç¨á«®¬,
¥ ¯®¤å®¤¨â, â ª ª ª â®£¤  ç¨á«® b = 5a ¥ ¡ã¤¥â ¤¢ã§ çë¬. �â¢¥â: 17 ¨ 34 ¨«¨
13 ¨ 52.

§ 7

7.1. �¢¨¤ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ § ¯¨á¨ ª®¬¯«¥ªá®£® ç¨á«  à ¢¥áâ¢® a + b i =
c(x + y i) ¢ë¯®«¥® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a = cx ¨ b = cy.

7.2. �®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥áâ¢®¬ a + b i = a(1 + i) + (b− a)i, ç¥â®áâìî ç¨á« 
b− a ¨ â¥¬, çâ® 2 = (1 + i)(1− i).

7.3. �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ § ¤ ç¥ 7.2,   ¢â®à®¥ ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢ 
(1 + i)2 = 2 i ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ § ¤ ç¨ 7.1.

7.4. �®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 7.5.
7.5. �á«¨ ç¨á«® z = a + b i ¤¥«¨â ¢ ª®«ìæ¥ � ç¨á«® 3 + i, â® æ¥«®¥ ç¨á«®

a2 + b2 ¤®«¦® ¡ëâì ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  N(3 + i) = 10. � ª ª ª  á ¨â¥à¥áãîâ
«¨èì ¥®¡à â¨¬ë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á«  3 + i, ¨¬¥¥¬ a2 + b2 = 2 ¨«¨ a2 + b2 = 5. �á«¨
a2 + b2 = 2, â® z = ±(1 + i) ¨«¨ z = ±(1 − i). �áâ ¥âáï ¯®ïâì, ï¢«ï¥âáï «¨ ®¤®
¨§ íâ¨å ç¨á¥« ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  3 + i, ¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â,
çâ® 3 + i = (1 + i)(2 − i). �à®áâ®â  á®¬®¦¨â¥«¥© íâ®£® à §«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â ¨§
¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.5. �â¢¥â: 3 + i = (1 + i)(2− i).

7.6. �â¢¥â: −4 + 7 i = (1 + 2 i)(2 + 3 i).
7.7. �â¢¥â: 5− 5 i = (1 + 2 i)(1− 2 i)(1− i).
7.8. �â¢¥â: 3 + 7 i = (1 + i)(5 + 2 i).
7.9. �â¢¥â: 7 + 9 i = (1 + i)(1 + 2 i)(−3− 2 i).
7.10. �â¢¥â: 6 + 12 i = (−8 + 4 i) · (−i) + (2 + 4 i).
7.11. �â¢¥â: 5 + 3 i = (2− i) · (1 + 2 i) + 1.
7.12. �â¢¥â: 1 + 2 i.
7.13. �â¢¥â: 1 + i.
7.14. �®ª § âì ¤«ï ª®«ìæ  �   «®£¨ ¯à¥¤«®¦¥¨© 7.2, 7.3, 7.8, 7.12 7.13, 7.14 ¨

7.15. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à §«®¦¥¨ï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâëå í«¥-
¬¥â®¢ ¯à®¢¥áâ¨ à ááã¦¤¥¨¥,   «®£¨ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã à ááã¦¤¥¨î ¤«ï
ª®«ìæ  �.
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