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О нильпотентной аппроксимируемости групп
с одним определяющим соотношением

Д. И. Молдаванский

Описаны все группы из семейства групп Баумслага–Солитэра, т.е. групп
вида 𝐺(𝑚, 𝑛) = ⟨𝑎, 𝑏; 𝑎−1𝑏𝑚𝑎 = 𝑏𝑛⟩ (где 𝑚 и 𝑛 – ненулевые целые числа), для
которых условие аппроксимируемости нильпотентными группами выполняется
тогда и только тогда, когда для некоторого простого числа 𝑝 выполнено условие
аппроксимируемости конечными 𝑝-группами. Оказалось, в частности, что груп-
па 𝐺(𝑝𝑟,−𝑝𝑟), где 𝑝 – нечетное простое число и 𝑟 > 1, аппроксимируема ниль-
потентными группами и не является аппроксимируемой конечными 𝑞-группами
ни для какого простого числа 𝑞. Тем самым, получен ответ на вопрос о суще-
ствовании обладающих таким свойством нециклических групп с одним опреде-
ляющим соотношением, сформулированный Мак-Кароном в работе 1996 года.
Приведено также простое доказательство анонсированного там же утверждения
об аппроксимируемости конечными 𝑝-группами для некоторого простого числа
𝑝 произвольной аппроксимируемой нильпотентными группами нециклической
группы с одним определяющим соотношением, имеющей элементы конечного
порядка.
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1. Введение. Формулировка результатов. Пусть 𝒦 – некоторый класс групп.
Напомним, что группа 𝐺 называется аппроксимируемой группами из этого класса
(короче, 𝒦-аппроксимируемой), если для любого неединичного элемента 𝑔 ∈ 𝐺 суще-
ствует гомоморфизм группы 𝐺 на группу из класса 𝒦, образ элемента 𝑔 при кото-
ром отличен от единицы. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется отделимой в классе
𝒦 (короче, 𝒦-отделимой), если для произвольного элемента 𝑔 ∈ 𝐺, не принадлежа-
щего подгруппе 𝐻, существует гомоморфизм группы 𝐺 на группу из класса 𝒦, при
котором образ элемента 𝑔 не входит в образ подгруппы 𝐻.

Как обычно, через ℱ обозначается класс всех конечных групп, через ℱ𝑝 – класс
всех конечных 𝑝-групп и через 𝒩 – класс всех нильпотентных групп.

Поскольку каждая конечная 𝑝-группа нильпотентна, произвольная ℱ𝑝-аппрок-
симируемая группа является 𝒩 -аппроксимируемой. Простые примеры показыва-
ют, что обратное утверждение, вообще говоря, не выполняется, но, тем не менее,
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в ряде случаев оно оказывается справедливым. Например, из результатов работы
А. И. Мальцева [1] следует, что (обычное) свободное произведение двух неединичных
конечно порожденных нильпотентных групп является 𝒩 -аппроксимируемой груп-
пой тогда и только тогда, когда она ℱ𝑝-аппроксимируема для некоторого простого 𝑝.
Для конструкции обобщенного свободного произведения аналог этого утверждения
не имеет места: в статье Е. А. Ивановой [2] построен пример свободного произведе-
ния с объединенной подгруппой двух неединичных конечных абелевых групп, явля-
ющегося 𝒩 -аппроксимируемой группой и не являющегося ℱ𝑝-аппроксимируемой ни
для какого простого 𝑝. С другой стороны, в той же работе доказано, что для сво-
бодного произведения с объединенной конечной подгруппой двух конечно порож-
денных нильпотентных групп, периодические части которых являются 𝑝-группами
для некоторого простого 𝑝, свойства 𝒩 -аппроксимируемости и ℱ𝑝-аппроксимиру-
емости равносильны. Д. Н. Азаров [3] доказал, что равносильность условий 𝒩 -ап-
проксимируемости и ℱ𝑝-аппроксимируемости для некоторого простого 𝑝 справед-
лива для любой группы, являющейся свободным произведением двух свободных
групп с объединенной циклической подгруппой. В статье Е.Д. Логиновой [4], где
были установлены критерии ℱ-аппроксимируемости и ℱ𝑝-аппроксимируемости для
свободного произведения 𝐺 = (𝐴 * 𝐵; [𝐻,𝐾] = 1) групп 𝐴 и 𝐵 с коммутирующими
подгруппами 𝐻 6 𝐴 и 𝐾 6 𝐵 (т.е. фактор-группы свободного произведения 𝐴 * 𝐵
групп 𝐴 и 𝐵 по нормальному замыканию взаимного коммутанта подгрупп 𝐻 и 𝐾),
показано, что если 𝐴 и 𝐵 – неединичные конечно порожденные нильпотентные груп-
пы без кручения, то для группы 𝐺 равносильность рассматриваемых условий имеет
место. Там же приведен пример двух неединичных конечных абелевых групп 𝐴 и 𝐵
(и их подгрупп 𝐻 и 𝐾) таких, что соответствующая группа 𝐺 = (𝐴 *𝐵; [𝐻,𝐾] = 1)
является 𝒩 -аппроксимируемой и не является ℱ𝑝-аппроксимируемой ни для какого
простого 𝑝.

Здесь вопрос о равносильности условий 𝒩 -аппроксимируемости и ℱ𝑝-аппрокси-
мируемости для некоторого простого 𝑝 рассматривается для групп с одним опреде-
ляющим соотношением. Одно семейство групп с одним определяющим соотношени-
ем, для которых эта равносильность имеет место, доставляется приведенным выше
результатом Д. Н. Азарова. Два других семейства групп, определяемых единствен-
ным соотношением, рассматривал Мак-Карон [5], доказавший, что если нецикли-
ческая группа, определяемая одним соотношением и обладающая нетривиальным
центром, 𝒩 -аппроксимируема, то она ℱ𝑝-аппроксимируема для некоторого просто-
го числа 𝑝, и анонсировавший справедливость аналогичного утверждения для всех
нециклических групп с одним определяющим соотношением, обладающих элемен-
тами конечного порядка. В той же статье сформулирован вопрос, существует ли
𝒩 -аппроксимируемая нециклическая группа с одним определяющим соотношени-
ем, не являющаяся ℱ𝑝-аппроксимируемой ни для какого простого числа 𝑝?

В данной статье будет показано, что такие группы существуют, а именно, будет
показано, что соответствующим свойством обладают некоторые группы из семей-
ства групп Баумслага–Солитэра.

Напомним, что группами Баумслага–Солитэра называются введенные в рассмот-
рение в работе [6] группы вида

𝐺(𝑚, 𝑛) = ⟨𝑎, 𝑏; 𝑎−1𝑏𝑚𝑎 = 𝑏𝑛⟩,
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где 𝑚 и 𝑛 – ненулевые целые числа. Так как группа 𝐺(𝑚, 𝑛) изоморфна, очевидно,
каждой из групп 𝐺(−𝑚,−𝑛) и 𝐺(𝑛, 𝑚), без потери общности можем (и всюду ниже
будем) считать, что определяющие ее числовые параметры 𝑚 и 𝑛 удовлетворяют
условиям |𝑛| > 𝑚 > 0.

Поскольку любая конечно порожденная 𝒩 -аппроксимируемая группа является
ℱ-аппроксимируемой, при выяснении того, для каких групп вида 𝐺(𝑚, 𝑛) равно-
сильность условий 𝒩 -аппроксимируемости и ℱ𝑝-аппроксимируемости для некоторо-
го простого 𝑝 имеет место, а для каких нет, достаточно рассматривать лишь ℱ-ап-
проксимируемые группы. Критерий ℱ-аппроксимируемости групп этого семейства
формулируется следующим образом.

Предложение 1 (см. [7]). Группа 𝐺(𝑚, 𝑛) является ℱ-аппроксимируемой тогда
и только тогда, когда или 𝑚 = 1, или |𝑛| = 𝑚.

Условия ℱ𝑝-аппроксимируемости групп вида 𝐺(𝑚, 𝑛) были установлены в рабо-
те [8] как следствия полученных в ней условий ℱ𝑝-аппроксимируемости некоторых
HNN-расширений групп. Прямое доказательство предложения 2 (как и предложе-
ния 1) приведено в статье [9].

Предложение 2. Для любого простого числа 𝑝 выполнены следующие утвер-
ждения:

1) группа 𝐺(1, 𝑛) является ℱ𝑝-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда
𝑛 ≡ 1 (mod 𝑝);

2) группа 𝐺(𝑚, 𝑚) является ℱ𝑝-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда
𝑚 = 𝑝𝑟 для некоторого 𝑟 > 0;

3) группа 𝐺(𝑚,−𝑚) является ℱ𝑝-аппроксимируемой тогда и только тогда,
когда 𝑝 = 2 и 𝑚 = 2𝑟 для некоторого 𝑟 > 0.

Основным результатом статьи является

Теорема 1. Следующие утверждения об ℱ-аппроксимируемых группах Баум-
слага–Солитэра справедливы:

1) группа 𝐺(1, 𝑛) является 𝒩 -аппроксимируемой тогда и только тогда, когда
она ℱ𝑝-аппроксимируема для некоторого простого числа 𝑝;

2) группа 𝐺(𝑚, 𝑚𝜀), где 𝜀 = ±1, 𝒩 -аппроксимируема, тогда и только тогда,
когда 𝑚 является степенью некоторого простого числа.

Отсюда и из предложения 2 получаем

Следствие. Группа 𝐺(𝑚, 𝑛) 𝒩 -аппроксимируема, но не является ℱ𝑝-аппрокси-
мируемой ни для какого простого числа 𝑝 тогда и только тогда, когда 𝑚 = 𝑞𝑟 и
𝑛 = −𝑞𝑟 , где 𝑞 – нечетное простое число и 𝑟 > 1.

Публикаций с доказательством анонсированного в [5] утверждения о группах
с одним определяющим соотношением, обладающих кручением, найти не удалось.
Поэтому в данной статье приводится и (весьма простое) доказательство этого факта.

Описание групп с одним определяющим соотношением, обладающих кручением,
было получено в статье [10] (см. также [11]), где было доказано, что группа 𝐺 с одним
определяющим соотношением обладает элементами конечного порядка тогда и толь-
ко тогда, когда она задается представлением вида

⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑛 = 1⟩,
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где 𝑛 > 1 и 𝑤 – непустое циклически несократимое слово. Если, к тому же, слово 𝑤
не является истинной степенью в свободной группе 𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚⟩, то порядок
элемента 𝑤 равен 𝑛 и произвольный элемент конечного порядка группы 𝐺 сопряжен
в этой группе с некоторой степенью элемента 𝑤.

Теорема 2. Если нециклическая группа, определяемая единственным соотно-
шением и обладающая элементами конечного порядка, является 𝒩 -аппроксимиру-
емой, то она ℱ𝑝-аппроксимируема для некоторого простого числа 𝑝.

Более подробно, для любой нециклической группы вида

𝐺 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑛 = 1⟩,

где 𝑛 > 1 и 𝑤 – непустое циклически несократимое слово, не являющееся истинной
степенью, следующие утверждения справедливы:

1) если группа 𝐺 𝒩 -аппроксимируема, то число 𝑛 является степенью некото-
рого простого числа;

2) Если 𝑛 = 𝑝𝑟 , где 𝑝 – простое число и 𝑟 > 0, и группа 𝐺 𝒩 -аппроксимируема,
то она является ℱ𝑝-аппроксимируемой;

В связи с утверждением 2 этой теоремы следует отметить существование групп
вида 𝐺 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑝𝑟

= 1⟩ (где 𝑝 простое и 𝑟 > 0), не являющихся 𝒩 -аппрок-
симируемыми. Например, не является 𝒩 -аппроксимируемой группа

𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏; (𝑎−1𝑏𝑎𝑏−2)2 = 1⟩,

так как пересечение
⋂︀∞

𝑖=1 𝛾𝑖(𝐺) всех членов ее нижнего центрального ряда содержит
отличный от единицы элемент 𝑏2.

Действительно, определяющее слово (𝑎−1𝑏𝑎𝑏−2)2 этой группы по модулю ее ком-
мутанта сравнимо с элементом 𝑏−2, так что включение 𝑏2 ∈ 𝛾2(𝐺) выполнено.

Предположив, что для некоторого 𝑛 > 2 выполнено включение 𝑏2 ∈ 𝛾𝑛(𝐺), будем
иметь включения [𝑎, 𝑏2] ∈ 𝛾𝑛+1(𝐺) и [𝑎−1𝑏𝑎, 𝑏2] ∈ 𝛾𝑛+1(𝐺), из которых вытекает
сравнение

(𝑎−1𝑏𝑎𝑏−2)2 ≡ (𝑎−1𝑏2𝑎)𝑏−4 ≡ 𝑏−2 (mod 𝛾𝑛+1(𝐺)),

означающее справедливость включения 𝑏2 ∈ 𝛾𝑛+1(𝐺).
Легко видеть, с другой стороны, что если слово 𝑤 является примитивным элемен-

том свободной группы 𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚⟩, то группа 𝐺 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑝𝑟

= 1⟩
𝒩 -аппроксимируема.

2. Предварительные замечания и вспомогательные утверждения. Нач-
нем с формулировки трех утверждений, справедливость которых, по-видимому, хо-
рошо известна и проверяется непосредственно.

Предложение 3. Для любого класса групп 𝒦 следующие утверждения справед-
ливы:

1) в любой 𝒦-аппроксимируемой группе централизатор произвольного множе-
ства ее элементов является 𝒦-отделимой подгруппой; в частности, центр
𝒦-аппроксимируемой группы является 𝒦-отделимой подгруппой;

2) если класс 𝒦 гомоморфно замкнут, то в любой группе 𝐺 нормальная под-
группа 𝐻 𝒦-отделима тогда и только тогда, когда фактор-группа 𝐺/𝐻
𝒦-аппроксимируема;
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3) если класс 𝒦 наследственен и мультипликативно замкнут, то в любой
группе семейство всех нормальных подгрупп, фактор-группы по которым
принадлежат классу 𝒦, замкнуто относительно операции пересечения лю-
бых конечных семейств подгрупп.

При этом, напомним, класс групп 𝒦 называется наследственным, если вместе
с каждой группой он содержит и все ее подгруппы. Класс 𝒦 называется гомоморф-
но замкнутым, если вместе с каждой группой он содержит и все ее гомоморфные
образы. Класс 𝒦 называется мультипликативно замкнутым, если прямое произ-
ведение произвольного конечного семейства групп из класса 𝒦 принадлежит этому
классу.

Поскольку класс всех нильпотентных групп обладает каждым из перечисленных
свойств, для него выполнены все утверждения предложения 3.

Следующее необходимое нам утверждение вытекает из полученных А. И. Маль-
цевым в статье [1] условий 𝒩 -аппроксимируемости свободного произведения групп.

Предложение 4. Свободное произведение бесконечной циклической группы и
конечной циклической группы порядка 𝑚 является 𝒩 -аппроксимируемой группой
тогда и только тогда, когда 𝑚 = 𝑝𝑟 для некоторого простого 𝑝 и некоторого 𝑟 > 0.

Отметим, далее, что произвольная группа Баумслага–Солитэра 𝐺(𝑚, 𝑛) являет-
ся HNN-расширением с проходной буквой 𝑎 бесконечной циклической группы 𝐵,
порождаемой элементом 𝑏, и связанными (в соответствии с очевидным изоморфиз-
мом) подгруппами 𝐵𝑚 и 𝐵𝑛. Очевидно, что если |𝑛| = 𝑚, то 𝐵𝑚 является нормаль-
ной подгруппой группы 𝐺(𝑚, 𝑛).

Предложение 5. Пусть 𝒦 – произвольный класс групп. Если группа 𝐺 =
𝐺(𝑚, 𝑚𝜀), где 𝑚 > 1 и 𝜀 = ±1, 𝒦-аппроксимируема, то ее подгруппа 𝐵𝑚 является
𝒦-отделимой.

Доказательство. Действительно, так как при 𝜀 = 1 подгруппа 𝐵𝑚 совпадает
с центром группы 𝐺, в этом случае требуемое утверждение является непосредствен-
ным следствием предложения 3. Из того же предложения 3 вытекает справедли-
вость утверждения предложения 5 и в случае 𝜀 = −1, так как в группе 𝐺(𝑚,−𝑚)
подгруппа 𝐵𝑚 совпадает с централизатором 𝐶𝐺(𝑀) множества 𝑀 = {𝑥2 | 𝑥 ∈ 𝐺}
квадратов всех элементов этой группы.

В самом деле, поскольку для любого 𝑔 ∈ 𝐺 имеем

𝑔−2𝑏𝑚𝑔2 = 𝑔−1𝑏±𝑚𝑔 = 𝑏𝑚,

включение 𝐵𝑚 ⊆ 𝐶𝐺(𝑀) выполнено. Для доказательства противоположного вклю-
чения предположим, что элемент 𝑔 ∈ 𝐺 не принадлежит подгруппе 𝐵𝑚, так что
в фактор-группе 𝐺/𝐵𝑚 его образ 𝑔𝐵𝑚 отличен от единицы.

Группа 𝐺/𝐵𝑚 = ⟨𝑎, 𝑏; 𝑏𝑚 = 1⟩ раскладывается в свободное произведение беско-
нечной циклической подгруппы (𝑎𝐵𝑚), порождаемой элементом 𝑎𝐵𝑚, и цикличе-
ской подгруппы 𝐵/𝐵𝑚 порядка 𝑚 > 1. Легко видеть, что в любой группе, разложи-
мой в свободное произведение, элемент, перестановочный с неединичным элементом
некоторого свободного сомножителя, должен принадлежать этому сомножителю.
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Поэтому если элемент 𝑔𝐵𝑚 не принадлежит подгруппе (𝑎𝐵𝑚), то он не перестано-
вочен с ее элементом (𝑎𝐵𝑚)2, а если 𝑔𝐵𝑚 входит в подгруппу

(︀
𝑎𝐵𝑚

)︀
, то он не пере-

становочен с элементом ((𝑎𝑏)𝐵𝑚)2, не принадлежащем этой подгруппе, поскольку
его длина равна 4.

Таким образом, в группе 𝐺 каждый элемент 𝑔, не входящий в подгруппу 𝐵𝑚, не
коммутирует хотя бы с одним из элементов 𝑎2 и (𝑎𝑏)2 и потому не входит в под-
группу 𝐶𝐺(𝑀). Равенство 𝐵𝑚 = 𝐶𝐺(𝑀) доказано, и доказательство предложения 5
закончено.

Для доказательства теоремы 2 в дополнение к приведенной во Введении инфор-
мации о строении групп с одним определяющим соотношением, обладающих эле-
ментами конечного порядка, нам потребуется

Предложение 6 (см. [10; теорема 4]). Пусть группа 𝐺 задана представлением

⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑛 = 1⟩,

где 𝑛 > 1 и 𝑤 – непустое циклически несократимое слово, не являющееся истинной
степенью в свободной группе 𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚⟩, и пусть 𝐻 подгруппа группы
𝐺, порожденная элементом 𝑤 . Тогда для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 из того,что
𝑔−1𝐻𝑔 ∩𝐻 ̸= 1, следует включение 𝑔 ∈ 𝐻 .

Из предложения 6 вытекает

Предложение 7. Пусть группа 𝐺 и ее подгруппа 𝐻 те же, что в предложе-
нии 6. Тогда для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺, не принадлежащего подгруппе 𝐻 , и для
любых целых чисел 𝑟 и 𝑠, не делящихся на 𝑛, коммутатор [𝑔−1𝑤𝑟𝑔, 𝑤𝑠] отличен
от 1.

В самом деле, если, напротив, предположить, что [𝑔−1𝑤𝑟𝑔, 𝑤𝑠] = 1, то пересе-
чению подгрупп (𝑔−1𝑤𝑟𝑔)−1𝐻(𝑔−1𝑤𝑟𝑔) и 𝐻 будет принадлежать неединичный эле-
мент 𝑤𝑠, и потому в силу предложения 6 𝑔−1𝑤𝑟𝑔 = 𝑤𝑞 для некоторого целого чис-
ла 𝑞. Это означает, что в подгруппу 𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐻 входит неединичный элемент 𝑤𝑞,
откуда следует включение 𝑔 ∈ 𝐻, противоречащее условию предложения.

3. Доказательство теоремы 1. Справедливость первого утверждения теоре-
мы 1 устанавливается без труда. Начнем с того, что пересечение

⋂︀∞
𝑖=1 𝛾𝑖(𝐺) всех

членов нижнего центрального ряда группы 𝐺 = 𝐺(1, 2) содержит отличный от еди-
ницы элемент 𝑏, и потому эта группа не является 𝒩 -аппроксимируемой.

Действительно, поскольку определяющее соотношение этой группы равносильно
равенству 𝑏 = [𝑏, 𝑎], при 𝑛 = 2 включение 𝑏 ∈ 𝛾𝑛(𝐺) выполнено. Очевидные индук-
тивные соображения, использующие то же равенство, доказывают справедливость
его для любого 𝑛 > 2.

Таким образом, из предположения о том, что группа 𝐺(1, 𝑛) является 𝒩 -аппрок-
симируемой, вытекает, что 𝑛 ̸= 2 и потому число 𝑛−1 отлично от±1. Следовательно,
𝑛− 1 обладает хотя бы одним простым делителем 𝑝, и в силу пункта 1 предложения 2
группа 𝐺(1, 𝑛) является ℱ𝑝-аппроксимируемой.

Так как свободная абелева группа 𝐺(1, 1) ℱ𝑝-аппроксимируема при любом про-
стом 𝑝, а группа 𝐺(1,−1) является в силу, например, того же утверждения предло-
жения 2 ℱ2-аппроксимируемой, то доказательство справедливости второго утвер-
ждения теоремы для групп вида 𝐺(𝑚, 𝑚𝜀), где 𝜀 = ±1, можно провести, предпола-
гая, что 𝑚 > 1.
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Если группа 𝐺 = 𝐺(𝑚, 𝑚𝜀) является 𝒩 -аппроксимируемой, то в силу предложе-
ния 5 и пункта 2 предложения 3 фактор-группа 𝐺/𝐵𝑚 = ⟨𝑎, 𝑏; 𝑏𝑚 = 1⟩ группы 𝐺
по подгруппе 𝐵𝑚 также 𝒩 -аппроксимируема. Поскольку группа 𝐺/𝐵𝑚 является
свободным произведением бесконечной циклической группы и циклической группы
порядка 𝑚, из предложения 4 следует, что 𝑚 должно быть степенью некоторого
простого числа 𝑝.

Обратно, покажем, что для любого простого числа 𝑝 и любых чисел 𝑘 > 0 и
𝜀 = ±1 группа 𝐺 = 𝐺(𝑝𝑘, 𝑝𝑘𝜀), является 𝒩 -аппроксимируемой.

Если неединичный элемент 𝑔 ∈ 𝐺 не принадлежит подгруппе 𝐵𝑝𝑘

, то его образ
в фактор-группе 𝐺/𝐵𝑝𝑘

= ⟨𝑎, 𝑏; 𝑏𝑝𝑘

= 1⟩ отличен от 1. Так как эта фактор-группа
в силу предложения 4 𝒩 -аппроксимируема, существование гомоморфизма груп-
пы 𝐺 на нильпотентную группу, при котором образ элемента 𝑔 отличен от 1, в этом
случае становится очевидным. Если же 𝑔 ∈ 𝐵𝑝𝑘

, то рассмотрим гомоморфизм
группы 𝐺 на группу 𝐺(1, 𝜀), определяемый тождественным отображением порож-
дающих. Поскольку на подгруппе 𝐵𝑝𝑘

он действует инъективно и группа 𝐺(1, 𝜀),
как отмечено выше, 𝒩 -аппроксимируема, существование требуемого гомоморфизма
группы 𝐺 на нильпотентную группу опять очевидно.

Все утверждения теоремы 1 доказаны.

4. Доказательство теоремы 2. Пусть нециклическая группа

𝐺 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑛 = 1⟩,

где 𝑛 > 1 и 𝑤 – непустое циклически несократимое слово, не являющееся истинной
степенью, 𝒩 -аппроксимируема. Если 𝑛 не является степенью простого числа, то
𝑛 = 𝑟𝑠 для некоторых отличных от 1 взаимно простых натуральных чисел 𝑟 и 𝑠.
Так как группа 𝐺 не является циклической, в ней существует элемент 𝑔, не входя-
щий в подгруппу 𝐻, порождаемую элементом 𝑤, и потому в силу предложения 7
коммутатор [𝑔−1𝑤𝑟𝑔, 𝑤𝑠] отличен от 1.

С другой стороны, поскольку порядки элементов 𝑔−1𝑤𝑟𝑔 и 𝑤𝑠 равны числам 𝑠 и
𝑟 соответственно (и так как в любой нильпотентной группе элементы взаимно про-
стых порядков перестановочны), образ этого коммутатора при любом гомоморфизме
группы 𝐺 на нильпотентную группу равен 1. Так как это противоречит предполо-
жению об 𝒩 -аппроксимируемости группы 𝐺, утверждение о том, что 𝑛 = 𝑝𝑘 для
некоторого простого 𝑝 и некоторого 𝑘 > 0, доказано.

Предположим теперь, что группа вида 𝐺 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; 𝑤𝑝𝑟

= 1⟩ является
𝒩 -аппроксимируемой, и покажем, что тогда для любого неединичного элемента 𝑔
этой группы существует гомоморфизм ее на конечную 𝑝-группу, при котором образ
элемента 𝑔 отличен от 1.

Если этот элемент не входит в подгруппу 𝐻, то в силу предложения 7 коммутатор
[𝑔, 𝑤] отличен от единицы. Из 𝒩 -аппроксимируемости группы 𝐺 следует (с учетом
пункта 3 предложения 3), что в ней существует нормальная подгруппа 𝑁 такая, что
фактор-группа 𝐺/𝑁 является конечной нильпотентной группой, коммутатор [𝑔, 𝑤]
не входит в 𝑁 и 𝐻 ∩𝑁 = 1. Тогда образ 𝑔𝜙 элемента 𝑔 относительно естественного
гомоморфизма 𝜙 : 𝐺 → 𝐺/𝑁 отличен от единицы. Фактор-группа 𝐺/𝑁 является
прямым произведением своих подгрупп 𝑃 и 𝑅 , где 𝑃 – ее силовская 𝑝-подгруппа,
а 𝑅 – произведение остальных силовских подгрупп. Если образ элемента 𝑔𝜙 отно-
сительно проектирования 𝜋 группы 𝐺/𝑁 на подгруппу 𝑃 равен 1, то этот элемент
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принадлежит подгруппе 𝑅 и потому перестановочен с (принадлежащим подгруп-
пе 𝑃 ) элементом 𝑤𝜙, что невозможно в силу выбора подгруппы 𝑁 . Следовательно,
(𝑔𝜙)𝜋 ̸= 1, и произведение 𝜙𝜋 является для элемента 𝑔 искомым гомоморфизмом.

Кроме того, поскольку гомоморфизм 𝜙 на подгруппе 𝐻 действует инъективно,
𝐻𝜙 ⊆ 𝑃 и проектирование 𝜋 на подгруппе 𝐻𝜙 также действует инъективно, образ
любого неединичного элемента из подгруппы 𝐻 при том же гомоморфизме 𝜙𝜋 также
отличен от 1.

Теорема 2 доказана.

Автор благодарен рецензенту, чьи замечания привели к значительному улучше-
нию текста статьи.
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