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§ 1. Введение

Настоящаястатьяслужит первойчастьюработы, посвященнойизучениюот-
делимости корневыми классами групп конечно порожденных абелевых подгрупп
фундаментальных групп графов групп. Непосредственно об отделимости и кор-
невых классах речь пойдет во второй части. Задача данной статьи состоит в опи-
сании внутреннего устройства конечно порожденных абелевых подгрупп фунда-
ментальной группы произвольного графа групп. Кроме того, следует отметить,
что бо́льшаячастьдоказанныхвнейвспомогательныхутвержденийиспользуется
также и во второй части работы.

Насколько известно автору, результатов, из которых можно было бы легко
вывести описание абелевых подгрупп фундаментальной группы произвольного
графа групп, не публиковалось. Полностьювопрос о строении подгрупп (не толь-
ко абелевых)решен лишь для трех свободныхконструкций: обычного свободного
произведения семейства групп [1], обобщенного свободного произведения двух
групп [2] и HNN-расширения с семейством проходных букв [3]. Незадолго до вы-
хода работ [2, 3] Д. И. Молдаванский [4] дал прямое доказательствоутверждений,
описывающих абелевы подгруппы обобщенного свободного произведения двух
групп и HNN-расширения с одной проходной буквой (см. предложение 4 ниже).
Именно это описание используется в настоящей статье для получения основного
результата. Чтобысформулировать последний, приведем ряд определений и обо-
значений, действующих до конца изложения.

Пусть � — непустой неориентированный связный граф с множеством вер-
шин V и множеством ребер E (допускаются петли и кратные ребра). Выбирая
произвольным образом направления для всех ребер графа � , обозначая верши-
ны, являющиеся концами ребра e ∈ E , через e(1), e(−1) и сопоставляя каждой
вершине v ∈ V некоторую группу Gv, а каждому ребру e ∈ E — группу He
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и инъективные гомоморфизмы ϕ+e:He → Ge(1), ϕ−e:He → Ge(−1), получим ори-
ентированный граф групп

G (� ) = (� , Gv (v ∈ V ), He (e ∈ E ), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)).

Будем называть группы Gv (v ∈ V ) и подгруппы Heϕ+e, Heϕ−e (e ∈ E )
соответственно вершинными и реберными. Последние для краткости будем обо-
значать черезH+e иH−e.

Выберем некоторое максимальное дерево T в графе � , обозначим через ET

множество его ребер и рассмотрим представление
〈
Gv (v ∈ V ),

te (e ∈ E \ ET )

∣∣∣∣∣
H+e = H−e (e ∈ ET ),

t−1
e H+ete = H−e (e ∈ E \ ET )

〉
,

образующими в котором являются образующие групп Gv (v ∈ V ) и символы te
(e ∈ E \ET ), а определяющими соотношениями — соотношения группGv (v ∈ V )
и всевозможные соотношения вида

heϕ+e = heϕ−e (e ∈ ET , he ∈ He),

t−1
e (heϕ+e)te = heϕ−e (e ∈ E \ ET , he ∈ He),

где heϕεe (ε = ±1) — слово в образующих группы Ge(ε), задающее образ эле-
мента he относительно гомоморфизма ϕεe. Известно, что все представления опи-
санного вида, соответствующие различным максимальным деревьям в графе � ,
определяют одну и ту же группу, которая называетсяфундаментальной группой

графа группG (� ) и обычно обозначаетсячерезπ1(G (� )) [5, § 5.1]. Далее будемсчи-
тать выбранное дерево T фиксированным и использовать для группы π1(G (� ))
более короткое обозначениеG.

Пусть (X,Y ) — пара подгрупп группы G. Рассмотрим следующий набор
условий:

(λ) X— конечно порожденная абелева подгруппа некоторой группыGv (v ∈
V ), Y = 1;

(µ) X — конечно порожденная абелева подгруппа некоторой группы Hεe

(e ∈ E , ε = ±1), Y — бесконечная циклическая подгруппа и [X,Y ] = 1;
(µ1) справедливо условие (µ) и Y ∩Ge(ε) = 1;
(µ2) справедливо условие (µ) и g−1Y g ∩Gv = 1 для всех g ∈ G, v ∈ V ;
(µ3) справедливо условие (µ) и g−1xyg /∈ Gv для всех g ∈ G, v ∈ V , x ∈ X ,

y ∈ Y \ {1}.
Обозначим через Dk(G) (1 ≤ k ≤ 3) семейство всех пар подгрупп группы G,

удовлетворяющих условию (λ) или (µk), и положим

Ak(G) = {XY | (X,Y ) ∈ Dk(G)}.
Теорема. Для произвольной подгруппы A группы G следующие четыре

утверждения равносильны.

k. Подгруппа A сопряжена с некоторой подгруппой из семейства Ak(G).
(1 ≤ k ≤ 3)

4. A — конечно порожденная абелева подгруппа.

Изусловий(µ1)–(µ3)наиболееестественновыглядитвторое. Появлениеусло-
вия (µ3) объясняетсяжеланием доказать несколько большее теми же средствами.
Условие (µ1) используется во второй части работы для описания конечно порож-
денных абелевых подгрупп, отделимых корневым классом групп. Оставшаяся
часть данной статьи посвящена доказательству сформулированной теоремы.
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§ 2. Об обобщенных свободных
произведениях и HNN-расширениях

Напомним, что если граф � состоит из двух вершин и соединяющего их реб-
ра e, то группаG называется обобщенным свободным произведением групп Ge(1)

и Ge(−1) с объединенными подгруппами H+e и H−e. Если же граф � имеет толь-
ко одну вершину v и петлю e в ней, то группу G называют HNN-расширением

группы Gv с проходной буквой te и связанными подгруппами H+e и H−e, а груп-
пуGv —базовой группойданногоHNN-расширения(используемаявданнойстатье
терминология, касающаяся обобщенных свободных произведений и HNN-расши-
рений, следует монографии [6]). Далее будем считать, что

P = 〈B1 ∗B−1; H1 = H−1〉 и E = 〈B1 = B−1, t; t
−1H1t = H−1〉

— соответственно обобщенное свободное произведение группB1,B−1 и HNN-рас-
ширение группыB1 =B−1 с объединенными/связанными подгруппамиH1 иH−1

(двойное обозначение базовой группы упрощает проведение доказательств одно-
временно для групп P и E). Представление элемента
p) x ∈ P ,
e ) x ∈ E

в виде произведения
p) b1 . . . bn (n ≥ 1),
e ) b0tε1b1 . . . tεnbn (n ≥ 0)

называется приведенной записью этого элемента длины n, если
p) b1, . . . , bn ∈ B1∪B−1 иникакие два соседних сомножителя bi, bi+1 нележат

одновременно в группе B1 или в группе B−1;
e ) b0, b1, . . . , bn ∈ B1 = B−1, ε1, . . . , εn ∈ {1,−1} и для каждого k ∈ {1, . . . ,

n− 1} из равенства εk = −εk+1 следует, что bk /∈ H−εk .
Уточним, что здесь и далее произведение tεibi . . . tεj bj принимается равным 1

при i > j. В частности, b0tε1b1 . . . tεnbn = b0 при n = 0. Легко видеть, что,
каким бы ни был элемент x, он обладает хотя бы одной записью указанного выше
вида. Данную запись называют циклически приведенной, если
p) n четно или равно 1;
e ) либо n = 0, либо n > 0, b0 = 1 и из равенства εn = −ε1 следует, что

bn /∈ H−εn .
Элемент x будем называть
– циклически приведенным, если он обладаетхотябы однойциклически при-

веденной записью;
– примитивным, если x ∈ B1 ∪B−1.
Из теорем о нормальной форме для обобщенных свободных произведений

и HNN-расширений [6, гл. IV, теоремы 2.1, 2.6] вытекает, что все приведенные
записи элемента x имеют одну и ту же длину (называемую далее длиной данного
элемента)ипотомуэлементxнепримитивентогдаитолькотогда, когдаегодлина
больше 1 (если x ∈ P ) или 0 (если x ∈ E). Отсюда легко следует, что в группе P
справедливо равенствоH1 = B1 ∩B−1 = H−1.

Всюду далее если X — некоторая группа, Y1, Y2 — ее подгруппы, то запись
Y1×Y2 означает, чтоподгруппа sgp{Y1, Y2}раскладываетсявпрямоепроизведение
подгрупп Y1 и Y2. Также через ∼X будем обозначать отношение сопряженности
в группеX , через 〈x〉— циклическую подгруппу, порожденную элементом x ∈ X ,
и через ℓ(x) — длину элемента x (еслиX = P илиX = E).
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Предложение 1 [6, гл. IV, теоремы 2.5, 2.8]. Пусть X = P или X = E.

Если x, y ∈ X — сопряженные циклически приведенные элементы, хотя бы один

из которых непримитивен, то ℓ(x) = ℓ(y).

Предложение 2. Справедливы следующие утверждения.

I. Пусть x ∈ P — непримитивный, не являющийся циклически приведен-

ным элемент и b1b2 . . . bn (n ≥ 3) — некоторая его приведенная запись. Тогда

существуют элемент a ∈ B1 ∪B−1 и число m (1 ≤ m ≤ n−1
2 ) такие, что

а) элемент u = bm+1 . . . bn−ma не лежит в подгруппе H1 = H−1;
б) если ℓ(u) = 1, то a ∈ H1 = H−1;
в) если ℓ(u) > 1, то a /∈ H1 = H−1 и произведение bm+1 . . . bn−ma является

циклически приведенной записью элемента u;
г) произведение

b1 . . . bmbm+1 . . . bn−mdb
−1
m−1 . . . b

−1
1 ,

где d = ab−1
m , служит приведенной записью элемента x.

Как следствие:

1) x = vuv−1, где v = b1 . . . bm;
2) если элемент u примитивен, то u = bm+1a и b1 . . . bmub

−1
m . . . b−1

1 — приве-

денная запись элемента x;
3) если элемент u непримитивен, то для любого q > 0

b1 . . . bm
(
bm+1 . . . bn−ma

)q−1
bm+1 . . . bn−mdb

−1
m−1 . . . b

−1
1

— приведенная запись элемента xq = vuqv−1 длины qℓ(u) + 2ℓ(v)− 1.

II. Пусть x ∈ E — непримитивный элемент и b0t
ε1b1 . . . t

εnbn (n ≥ 1) — неко-

торая его приведенная запись. Тогда существуют элемент a ∈ B1 = B−1 и чис-

ло m (0 ≤ m ≤ n
2 ) такие, что произведение [tεm+1bm+1 . . . t

εn−mbn−m]a является

циклически приведенной записью определяемого им элемента u и произведение

b0[t
ε1b1 . . . t

εmbm][tεm+1bm+1 . . . t
εn−mbn−m]a

[
b−1
m t−εm . . . b−1

1 t−ε1
]
b−1
0

служит приведенной записью элемента x (здесь и далее в этом предложении

квадратные скобки напоминают о том, что их содержимое может быть равно 1).
Как следствие:

1) x = vuv−1, где v = b0[tε1b1 . . . tεmbm];
2) если элемент u примитивен, то u = a и

b0t
ε1b1 . . . t

εmbmub
−1
m t−εm . . . b−1

1 t−ε1b−1
0

— приведенная запись элемента x;
3) если элемент u непримитивен, то для любого q > 0

b0[t
ε1b1 . . . t

εmbm]
(
tεm+1bm+1 . . . t

εn−mbn−ma
)q[

b−1
m t−εm . . . b−1

1 t−ε1
]
b−1
0

— приведенная запись элемента xq = vuqv−1 длины qℓ(u) + 2ℓ(v).

Доказательство. I. Воспользуемся индукцией по n. Так как элемент x
непримитивен и не является циклически приведенным, то n — нечетное число,
не меньшее 3, и существует такое ε = ±1, что b1, bn ∈ Bε \ Hε. Если bnb1 /∈ Hε,
то произведение b2 . . . bn−1b

′
n (где b′n = bnb1) — циклически приведенная запись

элемента u = b−1
1 xb1 длины n− 1 ≥ 2. Следовательно, можно положить a = bnb1

иm = 1. Тежеэлементичислоявляютсяискомыми, еслиn = 3и b3b1 ∈ Hε = H−ε.
В этом случае u = b2(b3b1) ∈ B−ε \H−ε.
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Пусть bnb1 ∈ Hε = H−ε и n > 3. Тогда произведение b′1b
′
2 . . . b

′
n−2, где b′i =

bi+1 (1 ≤ i ≤ n − 3) и b′n−2 = bn−1bnb1, служит приведенной записью элемента
x′ = b−1

1 xb1 длины n − 2 ≥ 3 и по индуктивному предположению существуют
элемент a′ ∈ B1 ∪B−1 и числоm′ (1 ≤ m′ ≤ n−3

2 ) такие, что
а′) элемент u′ = b′m′+1 . . . b

′
n−2−m′a

′ не лежит в подгруппеH1 = H−1;
б′) если ℓ(u′) = 1, то a′ ∈ H1 = H−1;
в′) если ℓ(u′) > 1, то a′ /∈ H1 = H−1 и произведение b′m′+1 . . . b

′
n−2−m′a

′

является циклически приведенной записью элемента u′;
г′ ) произведение

b′1 . . . b
′
m′b
′
m′+1 . . . b

′
n−2−m′d

′(b′m′−1)
−1 . . . (b′1)

−1,

где d′ = a′(b′m′)
−1, служит приведенной записью элемента x′.

Положим a = a′ и m = m′ + 1. Тогда указанные в пп. в′, г′ произведения
приобретают вид

bm+1 . . . bn−ma, b2 . . . bmbm+1 . . . bn−mdb
−1
m−1 . . . b

−1
2 ,

где d = ab−1
m . Отсюда и из равенств x = b1x

′b−1
1 , ℓ(x′) = n − 2, ℓ(x) = n следует,

что элемент a и числоm являются искомыми.

II. Вновь воспользуемся индукцией по n. Если либо ε1 + εn 6= 0 (это вер-
но, в частности, при n = 1), либо ε1 + εn = 0 и bnb0 /∈ H−εn , то произведение
tε1b1 . . . t

εnbnb0 являетсяциклическиприведенной записьюопределяемого им эле-
мента u = b−1

0 xb0 и можно положить a = b0,m = 0. Поэтому далее будем считать,
что n ≥ 2, ε1 + εn = 0, bnb0 ∈ H−εn и, следовательно, tεnbnb0tε1 ∈ B1 = B−1.

Если n = 2 и a = tε2b2b0t
ε1b1, то x = b0t

ε1b1ab
−1
1 t−ε1b−1

0 и, так как ℓ(x) = 2,
то b1ab

−1
1 /∈ H−ε1 ; значит, элемент a и числоm = 1 оказываются искомыми. Если

n > 2 и b′n−2 = bn−1t
εnbnb0t

ε1 , то b′n−2 ∈ B1 = B−1 и потому произведение

b′0t
ε′1b′1 . . . t

ε′n−3b′n−3t
ε′n−2b′n−2,

где b′i = bi+1 (0 ≤ i ≤ n − 3), ε′i = εi+1 (1 ≤ i ≤ n − 2), служит приведенной
записью элемента x′ = (b0tε1)−1x(b0tε1) длины n− 2 > 0.

По индуктивному предположению существуют элемент a′ ∈B1 =B−1 и чис-
лоm′ (0 ≤ m′ ≤ n−2

2 ) такие, что произведение

[tε
′
m′+1b′m′+1 . . . t

ε′
n−2−m′ b′n−2−m′ ]a

′

является циклически приведенной записью определяемого им элемента u′ и про-
изведение

b′0[t
ε′
1 b′1 . . . t

ε′
m′ b′m′ ][t

ε′
m′+1b′m′+1 . . . t

ε′
n−2−m′ b′n−2−m′ ]a

′

× [(b′m′)
−1t−ε

′
m′ . . . (b′1)

−1t−ε
′
1 ](b′0)

−1

служит приведенной записью элемента x′. Положим a = a′, если m′ > 0, a =
tεnbnb0t

ε1a′, если m′ = 0, и m = m′ + 1. Тогда указанные выше произведения
приобретают вид

[tεm+1bm+1 . . . t
εn−mbn−m]a,

b1[t
ε2b2 . . . t

εmbm][tεm+1bm+1 . . . t
εn−mbn−m]a

[
b−1
m t−εm . . . b−1

2 t−ε2
]
b−1
1 .

Поскольку x = b0t
ε1x′t−ε1b−1

0 , ℓ(x′) = n − 2 и ℓ(x) = n, отсюда следует, что
элемент a и число m являются искомыми.
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Предложение 3. Пусть X = P или X = E, x, y ∈ X и y = xq для некото-

рого q > 0. Если один из элементов x, y циклически приведен и непримитивен,
то другой элемент также циклически приведен и непримитивен, а числа ℓ(x)
и ℓ(y) связаны соотношением ℓ(y) = qℓ(x).

Доказательство. Если циклически приведенным и непримитивным явля-
ется элемент x, то элемент xq тоже циклически приведен и ввиду соотношений
ℓ(xq) = qℓ(x) ≥ ℓ(x) непримитивен. Поэтому рассмотрим случай, когда указан-
ными свойствами обладает элемент y.

Очевидно, что элемент xне может быть примитивным. Предположим, что он
не является циклически приведенным. Тогда согласно предложению 2 его можно
записать в виде x = vuv−1, где u— циклически приведенный элемент. Поскольку
элемент uq снова циклически приведен и y = vuqv−1, из предложения 1 вытекает,
что ℓ(uq) = ℓ(y) и, в частности, элемент u не является примитивным.

ЕслиX = P , тоэлементыuиy = xq имеютчетнуюдлину. Новсилуутвержде-
ния I.3 предложения 2 длина элемента xq нечетна, и мы получаем противоречие.

Если X = E, то ввиду того же предложения ℓ(y) = qℓ(u) + 2ℓ(v) = ℓ(uq) +
2ℓ(v). С учетом установленного ранее равенства ℓ(uq) = ℓ(y) отсюда следу-
ет, что ℓ(v) = 0. Пусть tε — первый символ циклически приведенной записи
элемента y и tδ1u1 . . . t

δnun — циклически приведенная запись элемента u. То-
гда xq = v(tδ1u1 . . . t

δnun)qv−1 и из равенства y−1xq = 1 вытекает, что ε = δ1
и v ∈ Hδ1 . Следовательно, t−δ1vtδ1 ∈ H−δ1 и x = tδ1u′1t

δ2u2 . . . t
δnunv

−1, где
u′1 = t−δ1vtδ1u1 ∈ B1 = B−1. Ввиду сделанного предположения указанная за-
пись элемента x не является циклически приведенной и потому данный элемент
(а вместе с ним и элемент u) оказывается сопряжен с некоторым элементом x′

длины, меньшей n = ℓ(u). Согласно предложению 2 x′, в свою очередь, сопряжен
с циклически приведенным элементом длины, не большей ℓ(x′), что невозможно
в силу уже упоминавшегося предложения 1.

Таким образом, элемент x циклически приведен и ℓ(y) = qℓ(x).

Предложение 4 [4, § 2, теорема 2, следствие 2]. Пусть X = P или X = E.

Если A — абелева подгруппа группы X , то выполняется хотя бы одно из следу-

ющих утверждений.

1. Подгруппа A сопряжена с подгруппой группы Bε для некоторого ε = ±1.

2. Подгруппа A сопряжена с подгруппой вида 〈x〉 × C, где x — элемент

бесконечного порядка, C ≤ H1 или C ≤ H−1.

3. Подгруппа A является объединением возрастающей цепочки подгрупп,
каждая из которых сопряжена с подгруппой из H1 или H−1.

Предложение 5. Пусть X = P или X = E. Если A — конечно порожден-

ная абелева подгруппа группы X , то она сопряжена либо с подгруппой груп-

пы Bε для некоторого ε = ±1, либо с подгруппой вида 〈x〉 × C, где x — непри-

митивный циклически приведенный элемент, C ≤ H1 или C ≤ H−1.

Доказательство. ТаккакподгруппаAконечно порождена,в силупредло-
жения 4 она сопряжена с подгруппой группыBε для некоторого ε = ±1 или с под-
группой вида 〈x〉×C, где x ∈ X ,C ≤ H1 илиC ≤ H−1. Пусть реализуется вторая
возможность. Если элемент x примитивен, то 〈x〉 × C ≤ B1 или 〈x〉 × C ≤ B−1.
Если x— непримитивный циклически приведенный элемент, то доказывать нече-
го. Поэтому далее будем считать, что элемент x не является ни примитивным,
ни циклически приведенным.
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Согласно предложению 2 x = vuv−1, где u — циклически приведенный эле-
мент и v 6= 1. Поскольку подгруппа A абелева, для любого элемента c ∈ C
справедливо равенство c = x−1cx, означающее, что x−1cx — примитивный эле-
мент. Понятно, что если элемент x задан приведенной записью из предложения 2,
началом которой служит приведенная запись элемента v, то сокращения в про-
изведении x−1cx = vu−1v−1cvuv−1 могут происходить только при сопряжении
элемента c и элементов, последовательно получающихся в результате таких со-
пряжений. Отсюда, в частности, следует, что v−1cv ∈ B1∪B−1 для любого c ∈ C.
Далее рассмотрим два случая.

Случай 1. X = P .

Пусть u1u2 . . . un — циклически приведенная запись элемента u из предложе-
ния 2. Согласно утверждению I.а указанного предложения u /∈ H1 = H−1 даже
еслиn = 1. Поэтомуu1 ∈ Bδ\Hδ длянекоторого δ = ±1иизустановленного выше
включения v−1Cv ⊆ B1 ∪B−1 вытекает, что v−1Cv ≤ Bδ и u−1

1 v−1Cvu1 ≤ Bδ.
Если n = 1, то u = u1 ∈ Bδ \Hδ и

A ∼X u−1v−1(〈x〉 × C)vu = 〈u〉 × (u−1v−1Cvu) ≤ Bδ.

Еслиn > 1, тоu2 ∈ B−δ\H−δ ипотомуu−1
1 v−1Cvu1 ≤ Hδ. Посколькуэлемент

u−1
1 uu1 = u2 . . . unu1 циклически приведен и непримитивен, отсюда следует, что

подгруппаA сопряжена с подгруппой

u−1
1 v−1(〈x〉 × C)vu1 = 〈u−1

1 uu1〉 × (u−1
1 v−1Cvu1),

имеющей требуемый вид.

Случай 2. X = E.

Если ℓ(u) = 0, то из установленного выше включения v−1Cv ≤ B1 = B−1

следует, что

A ∼X v−1(〈x〉 × C)v = 〈u〉 × v−1Cv ≤ B1 = B−1.

Еслиже ℓ(u) > 0и tδ —первыйсимволциклическиприведеннойзаписиэлементаu,
то v−1Cv ≤ Hδ и подгруппа v−1(〈x〉×C)v = 〈u〉×(v−1Cv) вновь имеет требуемый
вид.

Если P — произвольное множество простых чисел, X — некоторая группа
и Y — подгруппа группы X , то через P-Rt(X,Y ) будем обозначать множество
элементов группы X , определенное следующим образом: x ∈ P-Rt(X,Y ) тогда
и только тогда, когда xq ∈ Y для некоторогоцелого числа q, все простые делители
которого принадлежат множествуP.

Предложение 6. Пусть X = P или X = E, δ ∈ {1,−1} и A — абе-

лева подгруппа группы Bδ. Если P — некоторое множество простых чисел

и P-Rt(Bε, Hε) = Hε для каждого ε = ±1, то P-Rt(X,A) ≤ Bδ.

Доказательство. Пусть x ∈ P-Rt(X,A) — произвольный элемент. Тогда
xq ∈ A для некоторого целого положительного числа q, все простые делители
которого принадлежат множествуP. Если x— непримитивный циклически при-
веденный элемент, то согласно предложению 3 элемент xq также непримитивен,
что невозможно ввиду включения A ≤ Bδ. Предположим, что элемент x непри-
митивен и не является циклически приведенным. Тогда в силу предложения 2
x = vuv−1, где u— циклически приведенный элемент, и выполняются следующие
утверждения:
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1) если элемент u непримитивен, то элемент xq также непримитивен;
2) если элемент u примитивен,X = P (X = E) и

b1 . . . bm (b0tε1b1 . . . tεmbm)

— приведенная запись элемента v, то

b1 . . . bmub
−1
m . . . b−1

1

(
b0t

ε1b1 . . . t
εmbmub

−1
m t−εm . . . b−1

1 t−ε1b−1
0

)

— приведенная запись элемента x.
Таккак элементxq примитивен, а элементx—нет, то согласно утверждению1

элемент u примитивен и из утверждения 2 вытекают соотношения:
p) u ∈ Bγ \ Hγ , bm ∈ B−γ \ H−γ и uq ∈ Hγ для некоторого γ = ±1, если

X = P ;
e ) bmub

−1
m /∈ H−εm и (bmub

−1
m )q ∈ H−εm , еслиX = E.

Но по условию P-Rt(Bε, Hε) = Hε для каждого ε = ±1. Следовательно,
u ∈ Hγ , если X = P , и bmub

−1
m ∈ H−εm , если X = E. Полученное противоречие

доказывает, что элемент x примитивен. Остается заметить, что если X = P
и x ∈ B−δ, то xq ∈ Bδ ∩ B−δ = H−δ и ввиду равенства P-Rt(B−δ, H−δ) = H−δ
справедливы соотношения x ∈ H−δ = Hδ ≤ Bδ.

§ 3. Доказательство теоремы

Если�—непустойсвязныйподграфграфа� , точерезG(�) будемобозначать
граф групп, вершинам и ребрам которого сопоставлены те же группы, направле-
ния и гомоморфизмы, что и в графе G (� ). Указанный подграф � назовем допу-

стимым, если граф�∩T служит максимальным поддеревом в графе�. Всюду
далее, говоря о допустимом подграфе�, будем предполагать, что представление
группы π1(G (�)) соответствует дереву� ∩ T .

Предложение 7 [7, предложение 1]. Если � — допустимый подграф гра-

фа � , то тождественное отображение образующих группы π1(G (�)) в группу G

определяет инъективный гомоморфизм и потому группу π1(G (�)) можно счи-

тать подгруппой группы G.

Предложение 8. Для любых конечных подмножеств V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E ,
S ⊆ G существует допустимый конечный подграф� графа � , удовлетворяющий

условию S ⊆ π1(G (�)) и содержащий все вершины из V ′ и все ребра из E ′.

Доказательство. Пусть ω — множество всех образующих группы G, вхо-
дящих в некоторые фиксированные слова, задающие элементы из S. Определим
подмножества Vω ⊆ V и Eω ⊆ E следующим образом: v ∈ Vω тогда и только
тогда, когда множество ω содержит некоторый образующий группы Gv; e ∈ Eω

тогда и только тогда, когда в множество ω входит символ te. Пусть Q — конечное
поддерево дерева T , содержащее все вершины множества

Vω ∪ V
′ ∪ {e(ε) | e ∈ Eω ∪ E

′, ε = ±1}.

Тогда искомым является подграф� графа � , получающийся в результате добав-
ления к дереву Q всех еще не содержащихся в нем ребер из множества Eω ∪ E ′.

Предложение 9. Пусть � — допустимый конечный подграф графа � ,
V� — множество его вершин, H = π1(G (�)) и x ∈ H — произвольный элемент.

Если h−1xh /∈ Gu для всех h ∈ H, u ∈ V�, то g−1xg /∈ Gv для всех g ∈ G, v ∈ V .

Доказательство. Сначала рассмотрим два частных случая.
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Случай 1. Граф � получается из � добавлением вершины w и ребра f ,
соединяющего ее с некоторой вершиной графа�.

Пусть для определенности w = f(−1). Тогда группа G представляет собой
обобщенное свободное произведение групп H и Gw с объединенными подгруппа-
миH+f иH−f . Пусть g ∈ G— произвольный элемент и g1 . . . gn — его приведенная
запись в указанном обобщенном свободном произведении. Так как h−1xh ∈ H
и h−1xh /∈ Gf(1) ≥ H+f для любого h ∈ H, то x ∈ H \H+f , ℓ(g−1xg) = 2n+ 1, если
g1 ∈ Gw \H−f , и ℓ(g−1xg) = 2n− 1, если g1 ∈ H. Стало быть, если g1 ∈ Gw \H−f
или n > 1, то g−1xg /∈ H ∪ Gw ⊇

⋃
v∈V

Gv. Если же g = g1 ∈ H, то по условию
предложения g−1xg /∈ ⋃v∈V�

Gv, откуда g−1xg ∈ H \ H+f и g−1xg /∈ Gw ввиду
равенстваGw ∩ H = H+f .

Случай 2. Граф � получаетсяиз�добавлениемребра f ,оба конца которого
принадлежат графу�.

В этом случае группа G является HNN-расширением группы H с проходной
буквой tf и связанными подгруппами H+f и H−f . Пусть g ∈ G — произвольный
элемент и g0t

ε1
f g1 . . . t

εn
f gn — его приведенная запись в рассматриваемомHNN-рас-

ширении. Согласно условию предложения g−1
0 xg0 /∈ Gv для всех v ∈ V , поэтому

g−1
0 xg0 /∈ H+f ∪ H−f и n далее можно считать большим 0. Отсюда следует, что
ℓ(g−1xg) = 2n > 0 и g−1xg /∈ H ⊇

⋃
v∈V

Gv.

Рассмотримтеперь случайпроизвольного графа � ипредположим, что g−1xg
∈ Gv для некоторых g ∈ G, v ∈ V . Согласно предложению 8 существует допусти-
мый конечный подграф� графа � , содержащийграф�∪{v} и удовлетворяющий
условию g ∈ π1(G (�)). Легко видеть,что граф�можнополучить из�, применяя
операции, описанные в случаях 1, 2, и притом так, что в возникающей последо-
вательности графов каждый элемент служит допустимым подграфом графа � .
Ввиду доказанного выше отсюда следует, что вопреки предположению в груп-
пе π1(G (�)) не должно выполняться включение g−1xg ∈ Gv.

Предложение 10. Пусть � — конечный граф и A — конечно порожден-

ная абелева подгруппа группы G. Тогда подгруппа A сопряжена с некоторой

подгруппой из семейства A3(G).

Доказательство. Предположим сначала, что � является деревом, и вос-
пользуемся индукцией по числу вершин в нем. Если � содержит только одну
вершину v, то G = Gv и доказываемое утверждение тривиально. Поэтому будем
считать, что в дереве � имеется по крайней мере две вершины и, следовательно,
E 6= ∅.

Зафиксируем некоторое ребро f ∈ E . При его удалении граф � распадается
на две компоненты связности. Обозначим через �ε (ε = ±1) ту из них, которая
содержит вершину f(ε), и положим Bε = π1(G (�ε)). Тогда группа G представ-
ляет собой свободное произведение групп B1 и B−1 с объединенной подгруппой
H+f = H−f и в силу предложения 5, заменяя при необходимости подгруппу A
на сопряженную, достаточно рассмотреть следующие два случая.

Случай 1. A ≤ Bε для некоторого ε = ±1.

Обозначим через Vε и Eε множества вершин и ребер графа �ε. Применяя
индуктивное предположение к группе Bε и заменяя, если нужно, подгруппу A
сопряженной, можно считать, что либо A ≤ Gv для некоторой вершины v ∈ Vε,
либо A = XY , где X ≤ Hδe для некоторых e ∈ Eε, δ = ±1, Y — бесконечная
циклическая подгруппа группы Bε и b−1xyb /∈ Gu для всех b ∈ Bε, x ∈ X , y ∈
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Y \ {1}, u ∈ Vε. Остается заметить, что �ε является допустимым конечным
подграфом графа � и потому, если реализуется вторая возможность, то ввиду
предложения 9 соотношение g−1xyg /∈ Gv имеет место для всех g ∈ G, x ∈ X ,
y ∈ Y \ {1}, v ∈ V .

Случай 2. A = X × 〈y〉, где y — непримитивный циклически приведенный
элемент,X ≤ H+f = H−f .

Пусть x ∈ X , q > 0. Так как x ∈ H+f = H−f , то по предложению 3
xyq — непримитивный циклически приведенный элемент и в силу предложения 1
g−1xyqg /∈ B1 ∪ B−1 для любого g ∈ G. Отсюда легко следует, что g−1xyrg /∈
B1 ∪B−1 ⊇

⋃
v∈V

Gv для всех g ∈ G, r 6= 0, как и требуется.

Теперь обратимся к общей ситуации и воспользуемся индукцией по числу
ребер, не входящих в максимальное дерево графа � . База индукции доказана
выше, поэтому будем предполагать, что имеется по крайней мере одно такое реб-
ро f и граф� получается из � путем его удаления. Тогда группаG представляет
собой HNN-расширение группы B = π1(G (�)) с проходной буквой tf и связан-
ными подгруппами H+f , H−f , и ввиду предложения 5 вновь можно считать, что
либоA ≤ B, либоA = X ×〈y〉, где y — непримитивный циклически приведенный
элемент, X ≤ H+f или X ≤ H−f . Если A ≤ B, то достаточно обозначить груп-
пу B и граф � через Bε и �ε соответственно, а затем слово в слово повторить
рассуждения, использованные выше при рассмотрении случая 1. Поэтому будем
предполагать, что реализуется вторая возможность.

Пусть tε1f y1 . . . t
εn
f yn (n > 0) — циклически приведенная запись элемента y

в рассматриваемом HNN-расширении и x ∈ X — произвольный элемент. Тогда,
если ε1 + εn = 0, то yn /∈ H−εnf . Так как [x, y] = 1, то yxy−1 = x ∈ B и потому
произведение

tε1f y1 . . . t
εn
f ynxy

−1
n t−εnf . . . y−1

1 t−ε1f

не может быть приведено. Значит, ynxy
−1
n ∈ H−εnf и, если ε1 + εn = 0, то ynx /∈

H−εnf . Отсюда легко следует, что для любого q > 0 yqx— непримитивный цик-
лически приведенный элемент и в силу предложения 1 g−1yqxg /∈ B для каждого
g ∈ G. Как и выше, последнее означает, что g−1xyrg /∈ B ⊇

⋃
v∈V

Gv для всех
g ∈ G, r 6= 0.

Доказательство теоремы. Импликации 3⇒ 2, 2⇒ 1 и 1⇒ 4 очевидны.
Покажем, что имеет место импликация 4⇒ 3.

Так как подгруппа A конечно порождена, то согласно предложению 8 су-
ществует допустимый конечный подграф� графа � , удовлетворяющий условию
A ≤ H, где H = π1(G (�)). Применяя к нему предложение 10, получаем, что под-
группа A сопряжена (в H) с некоторой подгруппой видаXY , где (X,Y ) ∈ D3(H).
Если Y = 1, то (X,Y ) ∈ D3(G). Если Y 6= 1 и h−1xyh /∈ Gu для всех h ∈ H,
x ∈ X , y ∈ Y \ {1}, u ∈ V� (где V� — множество вершин графа �), то ввиду
предложения 9 g−1xyg /∈ Gv для всех g ∈ G, x ∈ X , y ∈ Y \ {1}, v ∈ V и потому
снова (X,Y ) ∈ D3(G).
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