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ОБ ОТДЕЛИМОСТИ АБЕЛЕВЫХ ПОДГРУПП

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ГРУПП ГРАФОВ ГРУПП. II

Е. В. Соколов

Аннотация. Пусть G — фундаментальная группа произвольного графа групп и
C — корневой класс групп (т. е. класс, содержащий неединичные группы и замкну-
тый относительно взятия подгрупп, расширений и декартовых произведений вида∏

y∈Y Xy , где X,Y ∈ C и Xy — изоморфная копия группы X для каждого эле-

мента y ∈ Y ). Доказан критерий отделимости классом C конечно порожденной
абелевой подгруппы группы G, имеющий место в случае, когда указанная груп-
па удовлетворяет аналогу фильтрационного условия Баумслага. С помощью этого
результата для фундаментальных групп некоторых графов групп с центральными
реберными подгруппами получено описание C -отделимых конечно порожденных
абелевых подгрупп.
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§ 1. Введение

Настоящая статья служит второй частью работы, посвященной изучению

отделимости корневыми классами групп конечно порожденных абелевых под-

групп фундаментальных групп графов групп. В первой части [1] были доказаны

теорема о структуре указанных подгрупп и ряд вспомогательных утверждений.

Здесь с их помощью будут получены два достаточно общих критерия отдели-

мости подгрупп рассматриваемого типа.

Понятие отделимой подалгебры и, в частности, подгруппы было введено

А. И. Мальцевым [2]. Согласно данному им определению подгруппа Y группыX
называется отделимой в этой группе классом групп C (или, короче, C -отде-

лимой в X), если для любого элемента x ∈ X \ Y найдется гомоморфизм σ
группы X на группу из класса C , удовлетворяющий условию xσ /∈ Y σ. Отме-

тим, что понятие аппроксимируемости является частным случаем отделимости,

поскольку аппроксимируемость группы X классом C равносильна C -отделимо-

сти ее единичной подгруппы. Напомним также, что отделимость классом всех

конечных групп называется, как и аппроксимируемость, финитной.

Хорошо известно, что в конечной определенной группе финитная отдели-

мость подгруппы означает разрешимость алгоритмической проблемы вхожде-

ния элемента в данную подгруппу. Помимо этого отделимость тех или иных
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подгрупп нередко оказывается одним из необходимых и (или) достаточных усло-

вий аппроксимируемости. Особенно часто такая взаимосвязь обнаруживается

при изучении аппроксимируемости различных теоретико-групповых конструк-

ций (см., например, [3–12]).

Корневые классы групп были введены в рассмотрение Грюнбергом [13],

и использование этого понятия оказалось весьма продуктивным при исследова-

нии аппроксимируемости свободных конструкций групп (см. [6, 8, 11, 12, 14–17]).

Поэтому изучение отделимости подгрупп таких конструкций корневыми клас-

сами представляется вполне оправданным, особенно ввиду отмеченной выше

взаимосвязи с условиями аппроксимируемости.

Напомним, что согласно одному из равносильных определений содержащий

неединичные группы класс групп C называется корневым, если он замкнут

относительно взятия подгрупп, расширений и декартовых произведений вида∏
y∈Y Xy, где X,Y ∈ C и Xy — изоморфная копия группы X для каждого

элемента y ∈ Y [18]. Примерами корневых классов могут служить классы

всех конечных групп, конечных p-групп (где p — простое число), периодиче-

ских P-групп конечного периода (где P — непустое множество простых чисел),

всех разрешимых групп и всех групп без кручения. Нетрудно показать также,

что если пересечение семейства корневых классов групп содержит неединичную

группу, то оно снова является корневым классом.

Всюду далее, если P — некоторое множество простых чисел, то через P′

будем обозначать множество всех простых чисел, не принадлежащих P. Целое

число будем называтьP-числом, если все его простые делители содержатся в P.

Напомним, что подгруппа Y группы X называется P′-изолированной в этой

группе, если для каждого элемента x ∈ X и для каждого числа q ∈ P′ из вклю-

чения xq ∈ Y следует, что x ∈ Y . Если P′-изолированной является единичная

подгруппа группы X , то говорят, что указанная группа не имеет P′-круче-

ния. Отметим также, что если P совпадает с множеством всех простых чисел,

то любая подгруппа оказывается P′-изолированной.

Если класс C состоит из периодических групп, то через P(C ) будем обо-

значать множество всех простых делителей порядков элементов групп из клас-

са C . Для упрощения формулировок утверждений будем считать, что если

класс C содержит хотя бы одну непериодическую группу, то P(C ) — это множе-

ство всех простых чисел. Известно (см. предложение 4.1 ниже), что, каким бы

ни был класс групп C , из отделимости подгруппы этим классом следует ее

P(C )′-изолированность. Поэтому свойство C -отделимости имеет смысл изучать

лишь в отношении P(C )′-изолированных подгрупп и обобщением утверждения

о финитной отделимости всех подгрупп некоторого типа T (например, цикли-

ческих) оказывается утверждение о C -отделимости всех P(C )′-изолированных

подгрупп типа T .

Основным методом исследования аппроксимируемости корневыми класса-

ми свободных конструкций групп служит так называемый «фильтрационный

подход» Баумслага, первоначально предложенный в [19] для изучения финит-

ной аппроксимируемости обобщенных свободных произведений двух групп и за-

тем распространенный на другие конструкции и аппроксимирующие классы.

Ким показал, как аналогичные рассуждения могут быть применены для до-

казательства финитной отделимости всех циклических подгрупп обобщенного

свободного произведения двух групп [20] и HNN-расширения с одной проходной

буквой [21]. В [22–24] эти идеи были адаптированы для изучения отделимости
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классом конечных p-групп, где p — некоторое простое число, и распространены

на случай, когда не обязательно все подгруппы свободных множителей или базо-

вой группы являются отделимыми. Сравнительно недавно Чжоу и Ким [25, 26]

показали, как применить фильтрационный подход для доказательства финит-

ной отделимости всех конечно порожденных абелевых подгрупп двух указан-

ных выше конструкций. Наконец, в [17] метод изучения аппроксимируемости

Баумслага был распространен на случай произвольного корневого аппроксими-

рующего класса групп и фундаментальной группы произвольного графа групп.

В настоящей работе все перечисленные идеи объединяются для получения опи-

сания конечно порожденных абелевых подгрупп фундаментальной группы гра-

фа групп, отделимых наперед заданным корневым классом групп.

Когда речь идет о некоторой теоретико-групповой конструкции, наиболее

естественным оказывается вопрос о том, при каких условиях данная конструк-

ция наследует то или иное свойство от групп, из которых она составлена. За-

дача, решаемая в настоящей работе, выглядит следующим образом: требуется

получить критерий отделимости корневым классом групп C P(C )′-изолирован-

ной конечно порожденной абелевой подгруппы фундаментальной группы графа

групп при условии, что аналогичные критерии известны для всех вершинных

групп данного графа. Полученные в этом направлении результаты сформули-

рованы в § 2, 3, а их доказательства приводятся в § 4–8.

§ 2. Основные результаты

Будем использовать те же обозначения, что и в [1]. А именно, до конца

статьи будем считать, что

а) � — непустой неориентированный связный граф с множеством вершин V
и множеством ребер E (допустимы петли и кратные ребра);

б) T — некоторое фиксированное максимальное дерево в графе � с мно-

жеством ребер ET ;

в) G (� ) — ориентированный граф групп над � , в котором каждой вершине

v ∈ V сопоставлена некоторая группа Gv, а каждому ребру e ∈ E — направле-

ние, группа He и инъективные гомоморфизмы

ϕ+e:He → Ge(1), ϕ−e:He → Ge(−1),

где e(1) и e(−1) — вершины графа G (� ), являющиеся концами ребра e;
г) G — фундаментальная группа графа групп G (� ) с соответствующим

дереву T представлением
〈
Gv (v ∈ V ),

te (e ∈ E \ ET )

∣∣∣∣∣
heϕ+e = heϕ−e (e ∈ ET , he ∈ He),

t−1
e heϕ+ete = heϕ−e (e ∈ E \ ET , he ∈ He)

〉
.

Группы Gv (v ∈ V ) будем называть вершинными, подгруппы H+e = Heϕ+e

и H−e = Heϕ−e — реберными. Если C — произвольный класс групп и X —

некоторая группа, то через C ∗(X) будем обозначать семейство всех нормальных

подгрупп группы X , фактор-группы по которым принадлежат классу C .

Первым из результатов настоящей статьи является

Теорема 2.1. Пусть C — корневой класс групп и существует гомомор-
физм группы G на группу из данного класса, действующий инъективно на всех
вершинных группах. Тогда каждая P(C )′-изолированная подгруппа группы G,

удовлетворяющая некоторому нетривиальному тождеству,C-отделима и, в част-
ности, группа G C -аппроксимируема.
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Отметим, что достаточные условия существования гомоморфизма из фор-

мулировки теоремы 2.1 найдены в [6, 8, 11, 12, 16, 27]. В [28, 29] обсуждается во-

прос о равносильности наличия такого гомоморфизма и C -аппроксимируемости

группы G. Прежде, чем перейти к описанию результатов об отделимости под-

групп группы G, полученных в случае, когда указанного гомоморфизма не су-

ществует, приведем одно утверждение, вытекающее из теорем 1, 3 и предложе-

ния 2 статьи [17].

Теорема 2.2. Пусть C — корневой класс групп.
I. Группа G C -аппроксимируема, если выполняются следующие условия:

(i1) ∀v ∈ V
⋂

N∈C∗(G)(N ∩Gv) = 1;

(ii1) ∀e ∈ E , ε = ±1
⋂

N∈C∗(G)Hεe(N ∩Ge(ε)) = Hεe.

II. Пусть справедливо утверждение (∗): для любых v ∈ V , M ∈ C ∗(Gv)

существует подгруппа N ∈ C ∗(G) такая, что N ∩ Gv ≤ M . Тогда группа G
C -аппроксимируема, если выполняются следующие условия:

(i2) все группы Gv (v ∈ V ) C -аппроксимируемы;

(ii2) для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe C -отделима в группе Ge(ε).

Отметим, что условия (i1) и (ii1) являются слабейшими из тех, при которых

упоминавшийся выше фильтрационный метод Баумслага может быть применен,

и потому имеют место всякий раз, когда аппроксимируемость группы G дока-

зывается с помощью данного метода. Однако они зависят не только от свойств

вершинных групп и содержащихся в них реберных подгрупп, но и от того, как

устроена группа G в целом. Если выполняется утверждение (∗), то указанные

условия превращаются в более понятные и не связанные с группой G требова-

ния (i2) и (ii2). При этом ввиду приводимого ниже предложения 6.1 утвержде-

нию (∗) можно дать и другую, более простую с точки зрения его доказательства

формулировку. Вместе с тем указанное утверждение, по-видимому, не следу-

ет из ограничений (i1), (ii1) и потому полностью отказаться от использования

последних, вообще говоря, нельзя. Более подробное обсуждение условий теоре-

мы 2.2 приводится в [17].

Пусть C — некоторый класс групп и (X,Y ) — пара подгрупп группы G.

Рассмотрим следующий набор условий:

(λ0
C

) X — конечно порожденная абелева подгруппа некоторой группы Gv

(v ∈ V ), Y = 1;

(µ0
C

) X — конечно порожденная абелева подгруппа некоторой группы Hεe

(e ∈ E , ε = ±1), Y — бесконечная циклическая подгруппа, Y ∩ Ge(ε) = 1 и

[X,Y ] = 1;

(λ1
C

) справедливо условие (λ0
C

), подгруппа X P(C )′-изолирована в груп-

пе Gv, но
⋂

N∈C∗(G)X(N ∩Gv) 6= X ;

(µ1
C

) справедливо условие (µ0
C

), подгруппа X P(C )′-изолирована в груп-

пе Ge(ε), но
⋂

N∈C∗(G)X(N ∩Ge(ε)) 6= X ;

(λ2
C

) справедливо условие (λ0
C

), подгруппа X P(C )′-изолирована в груп-

пе Gv, но не является C -отделимой в этой группе;

(µ2
C

) справедливо условие (µ0
C

), подгруппа X P(C )′-изолирована в груп-

пе Ge(ε), но не является C -отделимой в этой группе.

Обозначим черезDk
C

(G) (0 ≤ k ≤ 2) семейство всех пар подгрупп группы G,

удовлетворяющих условию (λk
C

) или (µk
C

), и положим

Ak
C (G) =

{
XY | (X,Y ) ∈ Dk

C (G)
}
.
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Согласно [1] подгруппа A группы G конечно порожденная абелева тогда

и только тогда, когда она сопряжена с некоторой подгруппой из семействаA0
C

(G).

Основным результатом настоящей работы является

Теорема 2.3. Пусть C — корневой класс групп.
I. Если выполняются условия (i1), (ii1) из формулировки теоремы 2.2,

то P(C )′-изолированная конечно порожденная абелева подгруппа группы G
C -отделима в этой группе тогда и только тогда, когда она не сопряжена ни с ка-
кой подгруппой из семейства A1

C
(G).

II. Пусть справедливо утверждение (∗) и выполняются условия (i2), (ii2)

из формулировки теоремы 2.2. Тогда P(C )′-изолированная конечно порожден-
ная абелева подгруппа группы G C -отделима в этой группе тогда и только
тогда, когда она не сопряжена ни с какой подгруппой из семейства A2

C
(G).

В частности, если каждая вершинная группа обладает свойством C -отделимо-
сти всех своихP(C )′-изолированных конечно порожденных абелевых подгрупп,

то данное свойство имеет место и для группы G.

Приведенная теорема утверждает, что если аппроксимируемость группы G

корневым классом C установлена путем проверки условий теоремы 2.2 (а в очень

многих случаях именно так и происходит), то «бесплатным» дополнением к ней

оказывается то или иное описание C -отделимых конечно порожденных абеле-

вых подгрупп данной группы.В некоторых случаях условия (i1), (ii1) или (i2), (ii2)

равносильны C -аппроксимируемости группы G (см., например, [17, 28, 30]),

и тогда критерий C -отделимости конечно порожденной абелевой подгруппы

этой группы вытекает из ее C -аппроксимируемости вне зависимости от того,

каким способом последняя была доказана.

Отметим, что семейство A1
C

(G), как и условия (i1), (ii1), зависит от устрой-

ства группы G в целом. Что же касается семейства A2
C

(G), для его описания

требуется знать лишь критерии C -отделимости P(C )′-изолированных конечно

порожденных абелевых подгрупп в вершинных группах. Таким образом, утвер-

ждение II теоремы 2.3 дает частичное решение задачи, поставленной в конце

предыдущего параграфа.

Понятно, что теорема 2.3 предоставляет и описание C -отделимых цикли-

ческих подгрупп группы G. Сформулируем его явным образом.

Пусть B1
C

(G) и B2
C

(G) — семейства циклических подгрупп, определенные

следующим образом:

1) Z ∈ B1
C

(G) тогда и только тогда, когда Z — P(C )′-изолированная под-

группа некоторой группы Gv (v ∈ V ) такая, что
⋂

N∈C∗(G) Z(N ∩Gv) 6= Z;

2) Z ∈ B2
C

(G) тогда и только тогда, когда Z — P(C )′-изолированная под-

группа некоторой группыGv (v∈V ), не являющаяся C-отделимой в этой группе.

Следствие 2.4. Пусть C — корневой класс групп.
I. Если выполняются условия (i1), (ii1) из формулировки теоремы 2.2,

то P(C )′-изолированная циклическая подгруппа группы G C -отделима в этой
группе тогда и только тогда, когда она не сопряжена ни с какой подгруппой
из семейства B1

C
(G).

II. Пусть справедливо утверждение (∗) и выполняются условия (i2), (ii2)

из формулировки теоремы 2.2. Тогда P(C )′-изолированная циклическая под-
группа группы G C -отделима в этой группе тогда и только тогда, когда она
не сопряжена ни с какой подгруппой из семейства B2

C
(G). В частности, ес-

ли каждая вершинная группа обладает свойством C -отделимости всех своих
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P(C )′-изолированных циклических подгрупп, то данное свойство имеет место
и для группы G.

Отметим, что утверждение II теоремы 2.3 обобщает теорему 2.10 из [25]

и теорему 3.6 из [26], а следствие 2.4 — теорему 2.2 из [21], теорему 1.1 из [20],

теоремы 1, 2 из [24] и теоремы 2.2.2, 2.3.2 из [23]. Из перечисленных обобщаемых

утверждений в первых шести речь идет о финитной отделимости, в последних

двух — об отделимости классом конечных P-групп, где P — произвольное мно-

жество простых чисел.

§ 3. Некоторые приложения

Приведем несколько примеров применения теоремы 2.3 к фундаменталь-

ным группам графов групп с центральными реберными подгруппами. Имеет

место

Теорема 3.1. Пусть для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe лежит в цен-
тре группы Ge(ε) и Ge(ε) 6= Hεe. Если группа G аппроксимируется корневым
классом C , то P(C )′-изолированная конечно порожденная абелева подгруппа
этой группы C -отделима в ней тогда и только тогда, когда она не сопряжена
ни с какой подгруппой из семейства A1

C
(G).

Отметим, что данная теорема не накладывает на граф групп практически

никаких ограничений, кроме центральности реберных подгрупп. Однако в ее

формулировке фигурирует весьма сложно устроенное семейство A1
C

(G). При-

водимые далее теорема 3.2 и следствия 3.3, 3.4 предъявляют к графу групп

больше требований, но дают более простые в применении критерии отделимо-

сти, основанные на использовании семейства A2
C

(G).

Будем говорить, что граф групп G (� ) имеет тип (t) (t = 1, 2), если для лю-

бой вершины v ∈ V подгруппа

Hv = sgp{Hεe | e ∈ E , ε = ±1, v = e(ε)}
лежит в центре группы Gv и выполняется свойство (t) из следующего набора:

(1) каждая подгруппа Hv (v ∈ V ) представляет собой прямое произведение

порождающих ее подгрупп;

(2) граф � является деревом.

Пусть C — произвольный класс групп, X — некоторая группа и Y — ее

подгруппа. Будем говорить, что группа X C -регулярна по подгруппе Y , ес-

ли для любой подгруппы M ∈ C ∗(Y ) существует подгруппа N ∈ C ∗(X), удо-

влетворяющая условию N ∩ Y = M . Отметим, что свойство C -регулярности

тесно связано с C -отделимостью и обобщает понятие мощного элемента, вве-

денное в [31].

Теорема 3.2. Пусть C — корневой класс групп, замкнутый относительно
взятия фактор-групп,Hεe 6= Ge(ε) для всех e ∈ E , ε = ±1 и выполняется хотя бы
одно из следующих условий:

1) G (� ) — конечный граф групп типа (1) и для любой вершины v ∈ V
группа Gv C -регулярна по подгруппе Hv;

2) G (� ) — конечный граф групп типа (2) и для любых e ∈ E , ε = ±1

группа Ge(ε) C -регулярна по подгруппе Hεe.
Если группа G C -аппроксимируема, то P(C )′-изолированная конечно по-

рожденная абелева подгруппа группы G C -отделима в этой группе тогда и толь-
ко тогда, когда она не сопряжена ни с какой подгруппой из семейства A2

C
(G).
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Пусть C — произвольный класс групп и A — некоторая абелева группа.

Примарной P(C )-компонентой периодической части группы A будем называть

примарную компоненту, соответствующую числу из множества P(C ). Будем

говорить, что группа A C -ограничена, если в произвольной ее фактор-группе

каждая примарная P(C )-компонента периодической части имеет конечный пе-

риод и мощность, не превосходящую мощности некоторой C -группы. Нильпо-

тентную группу назовем C -ограниченной, если она обладает хотя бы одним ко-

нечным центральным рядом с C -ограниченными абелевыми факторами. Класс

C -ограниченных нильпотентных групп будем обозначать через C -BN . Отме-

тим, что если класс C является корневым, то ввиду его замкнутости относитель-

но взятия расширений порядки C -групп не ограничены никаким целым числом

и потому любая конечно порожденная нильпотентная группа C -ограничена.

Следствие 3.3. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из периоди-
ческих групп, G (� ) — конечный граф групп типа (1) или (2), каждая группа Gv

(v ∈ V ) принадлежит классу C -BN и Hεe 6= Ge(ε) для любых e ∈ E , ε = ±1.
Если группа G C -аппроксимируема, то все ее P(C )′-изолированные конечно
порожденные абелевы подгруппы C -отделимы.

Отметим, что, в отличие от теоремы 3.2, в следствии 3.3 на класс C не на-

кладывается требование замкнутости относительно взятия фактор-групп. Кри-

терии C -аппроксимируемости группы G из теоремы 3.2 и следствия 3.3 содер-

жат приводимые ниже предложения 8.2 и 8.4.

Напомним, что

– абелева группа называется ограниченной (в смысле А. И. Мальцева [2]),

если в каждой ее фактор-группе все примарные компоненты периодической ча-

сти конечны;

– разрешимая группа называется ограниченной, если она обладает конеч-

ным субнормальным рядом с ограниченными абелевыми факторами.

Очевидно, что всякая полициклическая группа является конечно порож-

денной ограниченной разрешимой. В действительности верно и обратное [32].

Следствие 3.4. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из перио-
дических групп, и множество P(C ) включает все простые числа. Пусть также
G (� ) — конечный граф групп типа (1) или (2) и Hεe 6= Ge(ε) для любых e ∈ E ,

ε = ±1. Если каждая группа Gv (v ∈ V ) является ограниченной разрешимой,

то в группе G все конечно порожденные абелевы подгруппы C -отделимы.

Отметим, что последнее утверждение служит частичным обобщением след-

ствия 3 из [11].

§ 4. Об изоляторах подгрупп

Предложение 4.1. Пусть C — произвольный класс групп, X — некоторая
группа, Y — ее подгруппа. Если подгруппа Y C -отделима в группе X , то она
P(C )′-изолирована в этой группе.

Доказательство. Предложение 5 из [33] утверждает, что сформулиро-

ванное утверждение имеет место, если класс C состоит из периодических групп.

Если же класс C содержит хотя бы одну непериодическую группу, то множе-

ство P(C ) включает все простые числа и потому любая подгруппа оказывается

P(C )′-изолированной.
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Пусть C — произвольный класс групп, P — некоторое множество простых

чисел, X — группа и Y — ее подгруппа. Легко видеть, что пересечение любо-

го числа C -отделимых (P′-изолированных) подгрупп группы X снова является

C -отделимой (соответственно P′-изолированной) подгруппой. Поэтому опре-

делены наименьшие C -отделимая и P′-изолированная подгруппы, содержащие

подгруппу Y . Мы будем называть их C -замыканием и P′-изолятором подгруп-

пы Y в группе X и обозначать соответственно через C -Cl(X,Y ) и P′-Is(X,Y ).

Легко видеть, что P′-изолятор подгруппы Y содержит множество P′-Rt(X,Y )

элементов группы X такое, что x ∈ P′-Rt(X,Y ) тогда и только тогда, когда

xq ∈ Y для некоторого P′-числа q. Из предложения 4.1 следует также, что

P(C )′-Is(X,Y ) ≤ C -Cl(X,Y ).

Предложение 4.2 [34, предложение 4]. Пусть C — произвольный класс
групп, X — C -аппроксимируемая группа, Y — нильпотентная подгруппа груп-
пы X ступени c. Тогда подгруппа C -Cl(X,Y ) также является нильпотентной
группой ступени c.

Предложение 4.3 [35, теорема 4.5]. Пусть P — произвольное множество
простых чисел, X — локально нильпотентная группа, Y — подгруппа группы X .
Тогда P′-Is(X,Y ) = P′-Rt(X,Y ).

Предложение 4.4. Пусть C — произвольный класс групп, X — C -ап-
проксимируемая группа, Y — абелева подгруппа группы X . Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Подгруппа P(C )′-Is(X,Y ) является абелевой и совпадает с множеством
P(C )′-Rt(X,Y ).

2. Если Y — локально циклическая подгруппа, то P(C )′-Is(X,Y ) также
локально циклическая подгруппа.

Доказательство. Как уже было отмечено выше, имеет место включение

P(C )′-Is(X,Y ) ≤ C -Cl(X,Y ). Поэтому утверждение 1 вытекает из предложе-

ний 4.2 и 4.3. Проверим утверждение 2.

Лемма. Если x, y ∈ X , 〈x〉 — циклическая подгруппа, порожденная эле-
ментом x, и yq ∈ 〈x〉 для некоторого P(C )′-числа q, то подгруппа sgp{x, y}
циклическая.

Доказательство. Без потери общности можно считать, что q — наимень-

шее положительное P(C )′-число, удовлетворяющее условию yq ∈ 〈x〉. Так

как y ∈ P(C )′-Is(X, 〈x〉), то согласно утверждению 1 справедливо равенство

[x, y] = 1. Пусть числа k, d, q1, k1 таковы, что yq = xk, d — наибольший общий

делитель чисел k и q, q = dq1 и k = dk1. Тогда d — P(C )′-число и (y−q1xk1)d = 1.

Группа X C -аппроксимируема и в силу предложения 4.1 не имеет P(C )′-кру-

чения. Следовательно, y−q1xk1 = 1 и yq1 ∈ 〈x〉. Ввиду выбора числа q это

означает, что q = q1 и 1 = d = ku+ qv для некоторых целых чисел u, v. Тогда

x = xku+qv = yquxqv = (yuxv)q, y = yku+qv = ykuxkv = (yuxv)k

и, стало быть, подгруппа sgp{x, y} порождается элементом yuxv.

Пусть x, y ∈ P(C )′-Is(X,Y ). Тогда согласно утверждению 1 существуют

такие P(C )′-числа q и r, что xq, yr ∈ Y . Обозначая через z порождающий

подгруппы sgp{xq, yr} и применяя лемму к элементам y и z, видим, что под-

группа sgp{z, y} циклическая и порождается некоторым элементом z1. Снова
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применяя лемму, теперь уже к элементам z1 и x, получаем, что элементы x и y
принадлежат циклической подгруппе sgp{z1, x}.

Предложение 4.5. Пусть C — произвольный класс групп, X — C -ап-
проксимируемая группа, Y и Z — ее абелевы подгруппы и [Y, Z] = 1. Если
подгруппа Y периодическая, то P(C )′-Is(X,Y Z) = Y ·P(C )′-Is(X,Z).

Доказательство. Если класс C содержит непериодические группы, то

P(C )′-Is(X,Y Z) = Y Z, P(C )′-Is(X,Z) = Z и требуемое равенство имеет ме-

сто. Поэтому будем считать, что класс C состоит из периодических групп

и x ∈ P(C )′-Is(X,Y Z) — произвольный элемент. Поскольку группа X C -ап-

проксимируема и подгруппа Y Z абелева, из предложения 4.4 вытекает, что

P(C )′-Is(X,Y Z) = P(C )′-Rt(X,Y Z). Следовательно, xq = yz для некото-

рых элементов y ∈ Y , z ∈ Z и P(C )′-числа q. Так как Y — периодиче-

ская группа и группа X C -аппроксимируема, то порядок r элемента y конечен

и по предложению 4.1 является P(C )-числом. Ввиду перестановочности эле-

ментов y, z справедливы соотношения (xr)q = yrzr = zr ∈ Z и, стало быть,

xr ∈ P(C )′-Is(X,Z). Таким образом, xq, xr ∈ Y · P(C )′-Is(X,Z) и, поскольку

числа q и r взаимно просты, x ∈ Y ·P(C )′-Is(X,Z). Тем самым доказано соот-

ношение P(C )′-Is(X,Y Z) ≤ Y · P(C )′-Is(X,Z). Противоположное включение

очевидно.

§ 5. Доказательство теоремы 2.1

Предложение 5.1 [34, предложение 5]. Пусть C — класс групп, замкну-
тый относительно взятия подгрупп и прямых произведений с конечным числом
сомножителей, X — C -аппроксимируемая группа, Y — подгруппа группы X .
Если подгруппа Y тривиально пересекается с некоторой подгруппой из семей-
ства C ∗(X), то она C -отделима в группе X .

Следующее утверждение служит частным случаем теоремы 2.4 из [36].

Предложение 5.2. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из перио-
дических групп, и C -BN P(C ) — класс всех C -BN -групп без P(C )′-кручения.
Пусть также X — C -BN P(C )-аппроксимируемая группа, Y — P(C )′-изоли-
рованная подгруппа группы X . Если подгруппа Y тривиально пересекается
с некоторой подгруппой из семейства C -BN ∗

P(C )(X), то она C -отделима в груп-
пе X .

Предложение 5.3. Пусть C — корневой класс групп. Если X — свобод-
ная группа, то каждая ее P(C )′-изолированная циклическая подгруппа C -от-
делима.

Доказательство. Пусть Y —P(C )′-изолированная циклическая подгруп-

па группы X с порождающим y и FGN 0 — класс всех конечно порожденных

нильпотентных групп без кручения. Поскольку группа X FGN 0-аппроксими-

руема [37], найдется подгруппаM ∈ FGN ∗
0(X), не содержащая элемента y. Так

как фактор-группа X/M не имеет кручения, то в действительности Y ∩M = 1

и по предложению 5.1 подгруппа Y FGN 0-отделима в группе X . Если класс C
содержит хотя бы одну непериодическую группу, то в силу своей замкнутости

относительно взятия подгрупп и расширений он включает все полициклические

группы, обладающие субнормальными рядами с бесконечными циклическими

факторами. В частности, FGN 0 ⊆ C и потому подгруппа Y оказывается C -от-

делимой. Если же класс C состоит из периодических групп и C -BN 0 — класс
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всех C -BN -групп без кручения, то ввиду отмеченного в § 3 FGN 0 ⊆ C -BN 0

и C -отделимость подгруппы Y в группе X обеспечивается предложением 5.2.

Предложение 5.4. Пусть C — корневой класс групп и D — класс групп,

замкнутый относительно взятия подгрупп. Если в некоторой группе X все
P(C )′-изолированные D-подгруппы C -отделимы, то и в любом расширении
группы X при помощи C -группы все P(C )′-изолированные D-подгруппы яв-
ляются C -отделимыми.

Доказательство. Пусть Y — некоторое расширение группы X при помо-

щи C -группы, Z — P(C )′-изолированная D-подгруппа группы Y и y ∈ Y \Z —

произвольный элемент. Нам достаточно указать подгруппу N ∈ C ∗(Y ), удовле-

творяющую условию y /∈ ZN . Если y /∈ ZX , то искомой является подгруппа X .

Поэтому далее будем считать, что y ∈ ZX и y = zx для некоторых z ∈ Z, x ∈ X .

Если элемент g ∈ X и простое число q ∈ P(C )′ таковы, что gq ∈ Z ∩ X ,

то g ∈ Z в силу P(C )′-изолированности подгруппы Z в группе Y и потому

g ∈ Z∩X . Стало быть, подгруппа Z∩X P(C )′-изолирована в группеX , принад-

лежит классу D ввиду замкнутости последнего относительно взятия подгрупп

и C -отделима в X согласно условию предложения. Так как y /∈ Z, то x /∈ Z ∩X
и ввиду доказанного существует подгруппа M ∈ C ∗(X), удовлетворяющая со-

отношению x /∈ (Z ∩X)M .

Зафиксируем произвольную систему S представителей смежных классов

группы Y по подгруппе X и положим N =
⋂

s∈S s
−1Ms. Тогда подгруппа N

нормальна в группе Y , а фактор-группа X/N по теореме Ремака [38, теоре-

ма 4.3.9] вкладывается в декартово произведение P =
∏

s∈S X/s
−1Ms. Так как

все сомножители этого произведения изоморфны C -группе X/M и индексиру-

ются элементами C -группы Y/X , то по определению корневого класса P ∈ C .

Ввиду замкнутости класса C относительно взятия подгрупп и расширений от-

сюда следует, что X/N ∈ C и Y/N ∈ C . Таким образом, N ∈ C ∗(Y ) и N ≤M .

Предполагая, что y ∈ ZN и y = z1u для некоторых z1 ∈ Z, u ∈ N , получаем,

что zx = z1u, u ∈ M ≤ X , z−1z1 = xu−1 ∈ Z ∩ X и x = (z−1z1)u ∈ (Z ∩ X)M
вопреки выбору подгруппы M . Стало быть, y /∈ ZN и подгруппа N искомая.

Предложение 5.5 [29, предложение 3.4]. Пусть C — корневой класс групп,

N ∈ C ∗(G) и N ∩Hεe = 1 для всех e ∈ E , ε = ±1. Тогда существует подгруппа
M ∈ C ∗(G), представляющая собой свободное произведение некоторой свобод-
ной группы и групп, вкладывающихся в подгруппы вида N ∩Gv (v ∈ V ).

Доказательство теоремы 2.1. Пусть N — ядро гомоморфизма груп-

пы G на группу из класса C , действующего инъективно на всех вершинных

группах, I D — класс групп, каждая из которых удовлетворяет некоторому

нетривиальному тождеству (не обязательно одному и тому же для всех групп).

Применяя к классу C и подгруппе N предложение 5.5, получаем, что группа G

представляет собой расширение некоторой свободной группы M при помощи

C -группы. Так как любая I D-подгруппа свободной группы циклическая, со-

гласно предложению 5.3 в группе M все P(C )′-изолированные I D-подгруппы

C -отделимы. Поскольку класс I D замкнут относительно взятия подгрупп, от-

сюда и из предложения 5.4 следует, что и в группе G все P(C )′-изолированные

I D-подгруппы C -отделимы. Остается заметить, что в любом расширении сво-

бодной группы при помощи C -группы единичная подгруппа P(C )′-изолирована

и принадлежит классу I D . Поэтому из C -отделимости всехP(C )′-изолирован-

ных I D-подгрупп вытекает C -аппроксимируемость группы G.
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§ 6. О фундаментальных группах графов групп

Пусть для каждой вершины v ∈ V в группеGv выбрана некоторая нормаль-

ная подгруппа Rv. Как и в [17], семейство R = {Rv | v ∈ V } будем называть

системой совместимых нормальных подгрупп группы G, если для любого реб-

ра e ∈ E справедливо равенство (Re(1) ∩H+e)ϕ
−1
+e = (Re(−1) ∩H−e)ϕ

−1
−e. Пусть

Gv = Gv/Rv (v ∈ V ), Re = (Re(±1) ∩H±e)ϕ
−1
±e (e ∈ E ),

He = He/Re (e ∈ E ), Hεe = HεeRe(ε)/Re(ε) (e ∈ E , ε = ±1).

Легко видеть, что отображение ϕεe:He → Ge(ε) (e ∈ E , ε = ±1), переводя-

щее смежный класс hRe (h ∈ He) в элемент (hϕεe)Re(ε), корректно определено

и является изоморфизмом группы He на подгруппу Hεe. Поэтому наряду с ис-

ходным графом

G (� ) = (� , Gv (v ∈ V ), He (e ∈ E ), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1))

можно рассмотреть граф групп

GR(� ) = (� , Gv (v ∈ V ), He (e ∈ E ), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)),

в котором ребрам сопоставлены те же направления, что и в графе G (� ).

Если представление фундаментальной группы π1(GR(� )) соответствует де-

реву T (а мы всегда будем предполагать, что это именно так), то тождественное

отображение образующих группы G в группу π1(GR(� )) определяет сюръектив-

ный гомоморфизм, который далее обозначается через ρR. Нетрудно показать,

что ядро данного гомоморфизма совпадает с нормальным замыканием в груп-

пе G множества
⋃

v∈V
Rv и ker ρR ∩Gv = Rv для всех v ∈ V .

Пусть C — произвольный класс групп. Назовем систему R C -допусти-

мой, если существует гомоморфизм группы π1(GR(� )) на группу из класса C ,

действующий инъективно на всех вершинных группах Gv (v ∈ V ).

Предложение 6.1 [17, предложение 2]. Пусть C — произвольный класс
групп.

1. Если N — нормальная подгруппа группы G, то семейство {N ∩ Gv |
v ∈ V } является системой совместимых нормальных подгрупп группы G. Если
N ∈ C ∗(G), то данная система C -допустима.

2. Пусть R = {Rv | v ∈ V } — C -допустимая система совместимых нор-
мальных подгрупп группы G. Тогда найдется подгруппа N ∈ C ∗(G) такая, что
Rv = N ∩Gv для всех v ∈ V .

Всюду далее, если N — нормальная подгруппа группы G, то соответству-

ющие системе совместимых нормальных подгрупп R = {N ∩Gv | v ∈ V } граф

групп GR(� ) и гомоморфизм ρR будем обозначать через GN (� ) и ρN . Из пред-

ложения 6.1 и теоремы 2.1 вытекает

Предложение 6.2. Если C — корневой класс групп и N ∈ C ∗(G), то груп-
па π1(GN (� )) C -аппроксимируема и каждая ее P(C )′-изолированная подгруппа,

удовлетворяющая нетривиальному тождеству, C -отделима.

Как и в [1], если � — непустой связный подграф графа � , то через G (�)

будем обозначать граф групп, вершинам и ребрам которого сопоставлены те же

группы, направления и гомоморфизмы, что и в графе G (� ). Указанный под-

граф � будем называть допустимым, если граф �∩T служит максимальным
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поддеревом в графе �. Всюду далее, говоря о допустимом подграфе �, будем

предполагать, что представление группы π1(G (�)) соответствует дереву �∩T .

Нетрудно показать (см., например, [17, предложение 1]), что при таком предпо-

ложении тождественное отображение образующих группы π1(G (�)) в группу G

определяет инъективный гомоморфизм и потому группу π1(G (�)) можно счи-

тать подгруппой группы G.

Предложение 6.3 [17, предложение 3]. Пусть � — допустимый подграф
графа � и представление группы H = π1(G (�)) соответствует дереву � ∩ T .
Если N — нормальная подгруппа группы G и M = N ∩ H, то гомоморфизм ρN
продолжает гомоморфизм ρM :H→ π1(GM (�)).

Предложение 6.4 [1, предложение 8]. Для любых конечных подмножеств
V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E , S ⊆ G существует допустимый конечный подграф � графа � ,

удовлетворяющий условию S ⊆ π1(G (�)) и содержащий все вершины из V ′

и все ребра из E ′.

§ 7. Доказательства теоремы 2.3 и следствия 2.4

Предложение 7.1 [17, предложение 4]. Пусть � — непустое семейство
нормальных подгрупп группы G и выполняются следующие условия:

(α) ∀L,M ∈ � ∃N ∈ � N ≤ L ∩M ;

(β) ∀v ∈ V
⋂

N∈�(N ∩Gv) = 1;

(γ ) ∀e ∈ E , ε = ±1
⋂

N∈�Hεe(N ∩Ge(ε)) = Hεe.
Пусть также граф � конечен. Если вершина v ∈ V и подгруппа X ≤ Gv

таковы, что
⋂

N∈�X(N ∩Gv) = X , то для каждого элемента g ∈ G\X найдется
подгруппа N ∈ �, удовлетворяющая соотношению gρN /∈ XρN . В частности,

если g ∈ G \ {1}, то gρN 6= 1 для некоторой подгруппы N ∈ �.

Всюду далее, если � — непустое семейство подгрупп группы G, то че-

рез D�(G) будем обозначать семейство пар подгрупп той же группы, опре-

деленное следующим образом: (X,Y ) ∈ D�(G) тогда и только тогда, когда

выполняется одно из следующих двух утверждений:

(λ�) X — конечно порожденная абелева подгруппа некоторой группы Gv

(v ∈ V ), Y = 1 и
⋂

N∈�X(N ∩Gv) 6= X ;

(µ�) X — конечно порожденная абелева подгруппа некоторой группы Hεe

(e∈ E , ε=±1), Y — бесконечная циклическая подгруппа, [X,Y ] = 1, Y ∩Ge(ε) = 1

и
⋂

N∈�X(N ∩Ge(ε)) 6= X .

Положим также A�(G) = {XY | (X,Y ) ∈ D�(G)}.

Предложение 7.2. Пусть C — корневой класс групп, � — непустое под-
множество семейства C ∗(G) и выполняются условия (α)–(γ) из формулиров-
ки предложения 7.1. Пусть также � — допустимый подграф графа � , H =

π1(G (�)) и � = {N ∩H | N ∈ �}. Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Семейство � непусто и содержится в C ∗(H); граф �, группа H и семей-

ство � удовлетворяют условиям (α)–(γ).
2. Если A — P(C )′-изолированная подгруппа группы G, не сопряженная

ни с какой подгруппой из семейства A�(G), и A ≤ H, то подгруппа A P(C )′-изо-
лирована в группе H и не сопряжена ни с какой подгруппой из семейства A�(H).

3. Если A — абелева подгруппа группы H, g ∈ H \ A, N ∈ � и M =

N ∩ H, то из соотношения gρM /∈ P(C )′-Is(HρM , AρM ) следует, что gρN /∈
P(C )′-Is(GρN , AρN ).
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Доказательство. 1. Очевидно, что семейство � непусто и удовлетворяет

условию (α). Из его определения легко следует, что для любой подгруппы X
группы G и для любой вершины v графа � имеет место равенство

⋂

N∈�
X(N ∩Gv) =

⋂

M∈�
X(M ∩Gv).

Поэтому для графа �, группы H и семейства � выполняются условия (β), (γ)

и, кроме того, D�(H) ⊆ D�(G) и A�(H) ⊆ A�(G). Остается заметить, что если

N ∈ � и M = N∩H, то N ∈ C ∗(G), H/(N∩H) ∼= HN/N ≤ G/N ∈ C и, поскольку

класс C замкнут относительно взятия подгрупп, H/(N∩H) ∈ C . Следовательно,

� ⊆ C ∗(H).

2. Из установленного выше соотношения A�(H) ⊆ A�(G) вытекает, что

подгруппа A не сопряжена ни с какой подгруппой из семейства A�(H). Ее

P(C )′-изолированность в группе H очевидна.

3. В силу предложения 6.3 гомоморфизм ρN продолжает гомоморфизм ρM ,

откуда gρN /∈ P(C )′-Is(HρN , AρN ). Из предложения 4.4 и C -аппроксимируе-

мости группы GρN , имеющей место согласно предложению 6.2, следует, что

подгруппа IN = P(C )′-Is(GρN , AρN ) абелева и совпадает с множеством RN =

P(C )′-Rt(GρN , AρN ). Предполагая, что gρN ∈ RN , из соотношений gρN ∈ HρN
и AρN ≤ HρN получаем, что

gρN ∈ P(C )′-Rt(HρN , AρN ) ≤ P(C )′-Is(HρN , AρN )

в противоречие с установленным ранее. Значит, gρN /∈ IN .

При доказательстве следующего предложения без дополнительных поясне-

ний будем использовать понятия и обозначения, введенные в § 2 статьи [1]. Для

ссылок на предложения 3, 5 и 6 этой работы будем применять выражения I.3,

I.5 и I.6 соответственно.

Предложение 7.3. Пусть C — корневой класс групп, � — конечный граф,

� — непустое подмножество семейства C ∗(G) и выполняются условия (α)–(γ)

из формулировки предложения 7.1. Если A — P(C )′-изолированная конечно
порожденная абелева подгруппа группы G, не сопряженная ни с какой подгруп-
пой из семейства A�(G), то для любого элемента g ∈ G \A найдется подгруппа
N ∈ � такая, что gρN /∈ P(C )′-Is(GρN , AρN ).

Доказательство. Заметим прежде всего, что для любых подгруппыN ∈�
и элемента u ∈ G справедливо равенство

P(C )′-Is(GρN , (u
−1Au)ρN ) = (uρN )−1P(C )′-Is(GρN , AρN )(uρN )

и потому из соотношения (u−1gu)ρN /∈ P(C )′-Is(GρN , (u−1Au)ρN ) следует, что

gρN /∈ P(C )′-Is(GρN , AρN ). Таким образом, элемент g и подгруппу A при необ-

ходимости можно заменить их образами относительно некоторого внутреннего

автоморфизма группы G.

Доказательство будем вести индукцией по числу ребер, не принадлежащих

дереву T , причем сначала выполним индуктивный шаг, а уже затем проверим

базу индукции. Предположим, что имеется по крайней мере одно не входящее

в T ребро f , и обозначим через � граф, получающийся из � путем удаления

данного ребра. Тогда группа G представляет собой HNN-расширение группы

B = π1(G (�)) с проходной буквой tf и связанными подгруппами H+f и H−f .
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Лемма 1. Пусть x— произвольный элемент указанного выше HNN-расши-
рения и x0t

ε1
f x1 . . . t

εn
f xn — некоторая его приведенная запись. Тогда найдется

такая подгруппа M ∈ �, что для любой подгруппы N ∈ �, лежащей в M ,

справедливы следующие утверждения:
а) в группеGρN (рассматриваемой как HNN-расширение группыBρN с про-

ходной буквой tf и связанными подгруппами H±fρN ) произведение

x0ρN t
ε1
f x1ρN . . . tεnf xnρN

служит приведенной записью элемента xρN ; в частности, если элемент x непри-
митивен, то элемент xρN также непримитивен;

б) если x0 = 1 и tε1f x1 . . . t
εn
f xn — циклически приведенная запись элемен-

та x, то tε1f x1ρN . . . tεnf xnρN — циклически приведенная запись элемента xρN .

Доказательство. Для каждого i∈ {0, . . . , n} определим подгруппу Li ∈�
следующим образом. Если 1 ≤ i ≤ n−1, εi = −εi+1 и, следовательно, xi /∈ H−εif ,

воспользуемся предложением 7.1 и найдем подгруппу Li ∈ �, удовлетворяющую

условию xiρLi /∈ H−εifρLi . Если x0 = 1, εn = −ε1 и xn /∈ H−εnf , аналогичным

образом выберем подгруппу Ln ∈ � такую, что xnρLn /∈ H−εnfρLn . В остальных

случаях в качестве Li возьмем произвольную подгруппу (непустого по условию)

семейства �.

Пусть L =
⋂

0≤i≤n Li, N ∈ � и N ≤ L. Тогда kerρN ≤ ker ρLi для любого

i ∈ {0, . . . , n}. Отсюда в силу выбора подгруппы Li (0 ≤ i ≤ n) следует, что если

1 ≤ i ≤ n − 1 и εi = −εi+1, то xiρN /∈ H−εifρN , а если x0 = 1, εn = −ε1 и xn /∈
H−εnf , то xnρN /∈ H−εnfρN . Значит, искомой является любая подгруппа M ∈ �,

лежащая в L (существование таких подгрупп гарантируется условием (α)).

Ввиду сделанного в начале доказательства замечания и предложения I.5

без потери общности можно считать, что подгруппа A либо содержится в груп-

пе B, либо раскладывается в прямое произведение X × 〈y〉, где y — неприми-

тивный циклически приведенный элемент, X ≤ H+f или X ≤ H−f . Положим

� = {N ∩B | N ∈ �} и рассмотрим три случая.

Случай 1. A ≤ B, g ∈ B.

Так как � является, очевидно, допустимым подграфом графа � , ввиду

утверждений 1 и 2 предложения 7.2 граф �, группа B, семейство � и подгруп-

па A удовлетворяют условиям настоящего предложения. Поскольку g ∈ B \A,

отсюда и из индуктивного предположения вытекает существование подгруппы

M ∈ �, удовлетворяющей условию gρM /∈ P(C )′-Is(BρM , AρM ). Если подгруп-

па N ∈ � такова, что M = N ∩B, то согласно утверждению 3 предложения 7.2

gρN /∈ P(C )′-Is(GρN , AρN ). Следовательно, подгруппа N искомая.

Случай 2. A ≤ B, g /∈ B.

Так как g /∈ B, согласно лемме 1 найдется подгруппа N ∈ �, удовлетворя-

ющая условию gρN /∈ BρN . Покажем, что P(C )′-Is(GρN , AρN ) ≤ BρN и, стало

быть, подгруппа N искомая.

В самом деле, если класс C содержит непериодические группы, то

P(C )′-Is(GρN , AρN ) = AρN ≤ BρN .

Поэтому будем считать, что класс C состоит из периодических групп. Так как

N ∈ � ⊆ C ∗(G) и

GvρN ∼= Gv/Gv ∩N ∼= GvN/N ≤ G/N
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для всех v ∈ V , то H+fρN и H−fρN — периодические P(C )-группы. В силу

предложения 6.2 группа GρN C -аппроксимируема и, следовательно, не име-

ет P(C )′-кручения. Значит, подгруппы H+fρN и H−fρN P(C )′-изолированы

в группе GρN и, в частности,

P(C )′-Rt(GρN , H+fρN ) = H+fρN , P(C )′-Rt(GρN , H−fρN ) = H−fρN .

Ввиду предложения I.6 отсюда следует, что P(C )′-Rt(GρN , AρN ) ≤ BρN . Оста-

ется заметить, что подгруппа AρN абелева и по предложению 4.4

P(C )′-Is(GρN , AρN ) = P(C )′-Rt(GρN , AρN ).

Случай 3. A = X ×〈y〉, где y — непримитивный циклически приведенный

элемент, X ≤ H+f или X ≤ H−f .

Пусть δ = ±1 — такое число, что X ≤ Hδf , и r — наибольший P(C )′-дели-

тель числа ℓ(y). Так как подгруппа A P(C )′-изолирована в группе G и g /∈ A,

то g /∈ X и gr /∈ A. В частности, если ℓ(g)r = ℓ(y)s для некоторого цело-

го s > 0, то y−sgr, y−sg−r /∈ X . Поскольку элемент y циклически приведен

и непримитивен, элемент yn согласно предложению I.3 также является непри-

митивным для любого n > 0. Значит, 〈y〉 ∩ Gf(δ) = 1 и, если подгруппа

X =
⋂

N∈�X(N ∩ Gf(δ)) отлична от X , то для пары подгрупп (X, 〈y〉) спра-

ведливо утверждение (µ�). Но тогда A ∈ A�(G) в противоречие с предполо-

жением. Значит, X = X и в силу предложения 7.1 существуют подгруппы

L0, L1, L−1 ∈ � такие, что gρL0 /∈ XρL0 и, если ℓ(g)r = ℓ(y)s для некоторого

целого s > 0, то (y−sgθr)ρLθ
/∈ XρLθ

(θ = ±1).

Пользуясь леммой 1 и условием (α), выберем подгруппу N ∈ � так, чтобы

выполнялись соотношения N ≤ L−1 ∩ L0 ∩ L1, ℓ(gρN) = ℓ(g), ℓ(yρN ) = ℓ(y)
и элемент yρN по-прежнему являлся циклически приведенным. Отметим, что

тогда ker ρN ≤ ker ρLi , i ∈ {−1, 0, 1}. Поэтому gρN /∈ XρN и, если ℓ(g)r = ℓ(y)s
для некоторого целого s > 0, то (y−sgθr)ρN /∈ XρN (θ = ±1).

Так как yρN — непримитивный циклически приведенный элемент, то в силу

предложения I.3 из него не могут извлекаться корни сколь угодно высокой сте-

пени. Поскольку группа GρN согласно предложению 6.2 C -аппроксимируема,

из предложения 4.4 теперь следует, что подгруппа Y N = P(C )′-Is(GρN , 〈yρN 〉)
циклическая.Обозначим через zN такой ее порождающий,что zqN = yρN для неко-

торого q > 0. Тогда согласно предложению I.3 zN — непримитивный цикличе-

ски приведенный элемент и q | ℓ(yρN) = ℓ(y). Поскольку q является, очевидно,

P(C )′-числом, отсюда следует, что q | r.
Обозначим для краткости подгруппуP(C )′-Is(GρN , AρN ) через AN и пред-

положим, что gρN ∈ AN . Если класс C содержит непериодические группы, то

AN = AρN = XρN · 〈yρN 〉 = XρN · Y N .

В противном случае подгруппа XρN содержится в периодической P(C )-груп-

пе HδfρN и из предложения 4.5 вытекает, что снова AN = XρN · Y N . Таким

образом, для некоторых ξ = ±1, x ∈ X , n ≥ 0 имеет место равенство (gρN )ξ =

(xρN )znN .

Если n = 0, то gρN ∈ XρN вопреки установленному ранее. Следовательно,

n > 0 и в силу предложения I.3 элемент (xρN )−1(gρN )ξ = znN циклически при-

веден и имеет длину ℓ(zN)n. В то же время очевидно, что ℓ((xρN )−1(gρN )ξ) =

ℓ(gρN) = ℓ(g) и потому ℓ(g) = ℓ(zN)n. Так как zqN = yρN и r = qk для некоторого

целого k > 0, то zrN = (yρN)k и снова ввиду предложения I.3 ℓ(zN )r = ℓ(yρN)k.
Следовательно, ℓ(g)r = ℓ(zN)rn = ℓ(yρN )kn = ℓ(y)kn и согласно выбору под-
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группы N имеют место соотношения (y−kngθr)ρN /∈ XρN (θ = ±1). Но по-

скольку подгруппа AN ввиду предложения 4.4 абелева, из равенства (gρN )ξ =

(xρN )znN вытекает, что (gρN )ξr = zrnN (xρN )r = (yρN )kn(xρN )r и (yρN )−kn(gρN)ξr ∈
XρN . Полученное противоречие доказывает, что gρN /∈ AN и подгруппа N яв-

ляется искомой.

Таким образом, индуктивный шаг выполнен. Предположим теперь, что

граф � является деревом, и для доказательства предложения в этом случае

воспользуемся индукцией по числу вершин. Если � содержит только одну вер-

шину v, то A — P(C )′-изолированная конечно порожденная абелева подгруппа

группы Gv и, так как A /∈ A�(G), то
⋂

N∈�AN = A. Следовательно, g /∈ AN
для некоторой подгруппы N ∈ �, и эта подгруппа оказывается искомой, по-

скольку отображение ρN в данном случае представляет собой естественный го-

моморфизм G → G/N , а любая подгруппа C -группы G/N P(C )′-изолирована

в силу предложения 4.1.

Далее будем считать, что в дереве � имеется по крайней мере одно ребро

f ∈ E . При его удалении � распадается на две компоненты связности; обозна-

чим через �ε (ε = ±1) ту из них, которая содержит вершину f(ε), и через Bε —

группу π1(G (�ε)). Тогда группа G представляет собой свободное произведение

групп B1 и B−1 с объединенными подгруппами H+f и H−f .

Лемма 2. Пусть x — произвольный элемент указанного свободного про-
изведения и x1x2 . . . xn — некоторая его приведенная запись. Тогда найдется
такая подгруппа M ∈ �, что для любой подгруппы N ∈ �, лежащей в M ,

справедливы следующие утверждения:
а) в группеGρN (рассматриваемой как свободное произведение группB1ρN

иB−1ρN с объединенными подгруппамиH±fρN)произведение x1ρNx2ρN . . . xnρN
служит приведенной записью элемента xρN ; в частности, если элемент x непри-
митивен (циклически приведен), то и элемент xρN непримитивен (соответствен-
но циклически приведен);

б) если x ∈ Bε \Hεf для некоторого ε = ±1, то xρN ∈ BερN \HεfρN .

Доказательство. Если x ∈ H+f = H−f , утверждение очевидно. По-

этому далее можно считать, что для каждого i ∈ {1, . . . , n} существует число

εi = ±1 такое, что xi ∈ Bεi \ Hεif и, если i < n, то εi 6= εi+1. Пользуясь

предложением 7.1, для любого i ∈ {1, . . . , n} можно выбрать подгруппу Li ∈ �,

удовлетворяющую условию xiρLi ∈ BεiρLi \ HεifρLi . Если N ∈ � и N ≤ Li,

то kerρN ≤ ker ρLi и, следовательно, xiρN ∈ BεiρN \ HεifρN . Поэтому иско-

мой является подгруппа M ∈ �, лежащая в
⋂

1≤i≤n Li, существование которой

обеспечивается условием (α).

Как и выше, ввиду сделанного в начале доказательства замечания и пред-

ложения I.5 без потери общности можно считать, что подгруппа A либо со-

держится в группе Bε для некоторого ε = ±1, либо раскладывается в прямое

произведение X × 〈y〉, где y — непримитивный циклически приведенный эле-

мент и X ≤ H+f = H−f . Поэтому достаточно рассмотреть три случая: A ≤ Bε

и g ∈ Bε; A ≤ Bε и g /∈ Bε; A = X×〈y〉, где y — непримитивный циклически при-

веденный элемент и X ≤ H+f = H−f . Рассуждения, используемые в каждом

из них, слово в слово повторяют те, которые применялись выше при изучении

случаев 1, 2 и 3. Нужно лишь положить �ε = {N ∩ Bε | N ∈ �}, заменить

символы �, B и � на �ε, Bε и �ε соответственно, а также во втором и третьем

случаях сослаться на лемму 2 вместо леммы 1.
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Доказательство теоремы 2.3. I. Необходимость. Пусть (X,Y ) ∈
D1

C
(G), A = XY и Z — подгруппа группы G, совпадающая с Gv (если вы-

полняется условие (λ1
C

)) или с Ge(ε) (если выполняется условие (µ1
C

)). Тогда

согласно определению семейства D1
C

(G) X ≤ Z, Y ∩ Z = 1 и подгруппа

X =
⋂

N∈C∗(G)X(N∩Z) отлична отX . Пусть g ∈ X\X . Тогда g ∈ ⋂N∈C∗(G)AN

и, значит, элемент g переходит в элемент подгруппы A при каждом гомоморфиз-

ме группы G на группу из класса C . Если предположить, что g ∈ A и g = xy,
где x ∈ X , y ∈ Y , то поскольку g ∈ X ≤ Z, из соотношений X ≤ Z, Y ∩ Z = 1

вытекает, что y = 1 и g ∈ X вопреки выбору элемента g. Следовательно, g /∈ A
и подгруппа A не отделима в группе G классом C .

Таким образом, все подгруппы из семейства A1
C

(G) не являются C -отдели-

мыми в G. Очевидно, что тем же свойством обладают и подгруппы, сопряжен-

ные с ними.

Достаточность. Пусть A — P(C )′-изолированная конечно порожденная

абелева подгруппа группы G, не сопряженная ни с какой подгруппой из семей-

ства A1
C

(G), и g ∈ G \ A — произвольный элемент. Нам достаточно указать

подгруппу L ∈ C ∗(G), удовлетворяющую соотношению g /∈ AL.

Пусть S — конечное порождающее множество группы A. Согласно предло-

жению 6.4, применяемому к множествам V ′ = ∅, E ′ = ∅ и S ∪ {g}, существует

конечный допустимый подграф � графа � такой, что S ∪ {g} ⊆ π1(G (�)). То-

гда A — P(C )′-изолированная подгруппа группы H = π1(G (�)) и g ∈ H \ A.

Положим � = C ∗(G) и покажем, что подгруппа A не сопряжена ни с какой

подгруппой из семейства A�(G).

В самом деле, пусть (X,Y ) ∈ D�(G), Z = Gv (при выполнении усло-

вия (λ�)) или Z = Ge(ε) (при выполнении условия (µ�)). Если подгруппа X

P(C )′-изолирована в группе Z, то XY ∈ A1
C

(G) и соотношение A ≁G XY сле-

дует из условия теоремы. В противном случае существуют элемент z ∈ Z \X
и число q ∈ P(C )′ такие, что zq ∈ X . Из соотношения Y ∩ Z = 1 вытекает, что

z /∈ XY и потому подгруппа XY не является P(C )′-изолированной в группе G.

Следовательно, A ≁G XY .

Если M,N ∈ C ∗(G), то по теореме Ремака [38, теорема 4.3.9] фактор-груп-

па G/M ∩N вкладывается в прямое произведение C -групп G/M , G/N и содер-

жится в классе C в силу замкнутости последнего относительно взятия подгрупп

и расширений. Из указанных свойств и непустоты класса C следует также, что

ему принадлежит единичная группа. Значит, семейство � = C ∗(G) непусто

и удовлетворяет условию (α) предложения 7.1. Поскольку условия (β) и (γ)

данного предложения при � = C ∗(G) совпадают с условиями (i1) и (ii1) тео-

ремы 2.2, к графу � , группе G, семейству C ∗(G), подграфу � и подгруппе A
применимо предложение 7.2.

В силу утверждений 1 и 2 данного предложения граф �, группа H, семей-

ство � = {N ∩H | N ∈ C ∗(G)} и подгруппа A удовлетворяют условиям предло-

жения 7.3. Согласно последнему из включения g ∈ H \A следует, что для неко-

торой подгруппы M ∈ � справедливо соотношение gρM /∈ P(C )′-Is(HρM , AρM ).

Отсюда ввиду определения семейства � и утверждения 3 предложения 7.2 вы-

текает существование подгруппы N ∈ � такой, что M = N ∩ H и gρN /∈
P(C )′-Is(GρN , AρN ).

Из предложения 4.4 и C -аппроксимируемости группы GρN , имеющей место

согласно предложению 6.2, следует, что подгруппа IN = P(C )′-Is(GρN , AρN )

является абелевой. Поэтому в силу того же предложения 6.2 найдется подгруп-
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па LN ∈ C ∗(GρN ), удовлетворяющая соотношению gρN /∈ INLN . Обозначая

через L полный прообраз подгруппы LN относительно гомоморфизма ρN , полу-

чаем, что L ∈ C ∗(G) и, так как AρN ≤ IN , то g /∈ AL. Стало быть, подгруппа L
искомая.

II. Пусть v ∈ V , X ≤ Gv,

X1 =
⋂

N∈C∗(G)

X(N ∩Gv), X2 =
⋂

M∈C∗(Gv)

XM.

Тогда X1 ≤ X2 ввиду утверждения (∗). С другой стороны, если N ∈ C ∗(G),

то Gv/N ∩ Gv
∼= GvN/N ≤ G/N ∈ C и в силу замкнутости класса C отно-

сительно взятия подгрупп N ∩ Gv ∈ C ∗(Gv). Поэтому X1 = X2. Остается

заметить, что равенство X = X2 означает C -отделимость подгруппы X в груп-

пе Gv и, стало быть, условия (i1), (ii1), (λ1
C

) и (µ1
C

) равносильны соответственно

условиям (i2), (ii2), (λ2
C

) и (µ2
C

). Таким образом, доказываемое утверждение

обеспечивается первой частью теоремы.

Следствие 2.4 вытекает из теорем 2.2, 2.3 и следующего утверждения.

Предложение 7.4. Пусть C — корневой класс групп. Если группа G
C -аппроксимируема, то ее циклическая подгруппа сопряжена с некоторой под-
группой из семейства Bk

C
(G) (k = 1, 2) тогда и только тогда, когда она сопря-

жена с подгруппой из семейства Ak
C

(G).

Доказательство. Поскольку Bk
C

(G) ⊆ Ak
C

(G), необходимость утвержде-

ния имеет место. Проверим достаточность. Пусть Z — циклическая подгруппа

группы G, сопряженная с подгруппой вида XY , где (X,Y ) ∈ Dk
C

(G). Предпо-

ложим, что пара (X,Y ) удовлетворяет условию (µk
C

). Тогда Y — бесконечная

циклическая подгруппа, X ≤ Ge(ε) для некоторых e ∈ E , ε = ±1, XY = X × Y
и X 6= Xk, где

X1 =
⋂

N∈C∗(G)

X(N ∩Ge(ε)), X2 =
⋂

M∈C∗(Ge(ε))

XM.

Как уже было отмечено при доказательстве утверждения II теоремы 2.3, из за-

мкнутости класса C относительно взятия подгрупп следует, что X2 ≤ X1 и по-

тому X 6= X1 при любом k. Вместе с тем, будучи сопряженной с Z, подгруппа

XY = X × Y является циклической. Отсюда

1 = X 6= X1 =
⋂

N∈C∗(G)

N ∩Ge(ε) ≤
⋂

N∈C∗(G)

N

в противоречие с C -аппроксимируемостью группыG. Следовательно, пара (X,Y )

удовлетворяет условию (λk
C

) и потому XY ∈ Bk
C

(G).

§ 8. Доказательства теорем 3.1, 3.2 и следствий 3.3, 3.4

Теорема 3.1 вытекает из утверждения I теоремы 2.3 и нижеследующего

предложения 8.1, объединяющего в себе утверждение 2 теоремы 1 из [17] и част-

ный случай теоремы 2 той же работы (чтобы получить последний, необходимо

в указанной теореме положить w(x, y) = [x, y] и Lεe = Ge(ε) для всех e ∈ E ,

ε = ±1).
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Предложение 8.1. Пусть C — корневой класс групп и группа G C -ап-
проксимируема. Тогда имеет место условие (i1) теоремы 2.2. Если для любых
e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe содержится в группе Ge(ε) собственным образом

и лежит в ее центре, то выполняется и условие (ii1) указанной теоремы.

Предложение 8.2 [11, предложение 10, теорема 4]. Пусть C — корневой
класс групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп, и выполняется хо-
тя бы одно из следующих условий:

1) G (� ) — конечный граф групп типа (1) и для каждой вершины v ∈ V
группа Gv C -регулярна по подгруппе Hv;

2) G (� ) — конечный граф групп типа (2) и для любых e ∈ E , ε = ±1

группа Ge(ε) C -регулярна по подгруппе Hεe.
Тогда справедливы следующие утверждения.
I. Для любых u ∈ V , L ∈ C ∗(Gu) существует C -допустимая система сов-

местимых нормальных подгрупп R = {Rv | v ∈ V } такая, что Ru ≤ L.
II. Если Hεe 6= Ge(ε) для всех e ∈ E , ε = ±1, то группа G C -аппроксими-

руема тогда и только тогда, когда все группы Gv (v ∈ V ) C -аппроксимируемы
и для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe C -отделима в группе Ge(ε).

Доказательство теоремы 3.2. Объединяя предложение 6.1 и утвержде-

ние I предложения 8.2, получаем, что для группы G справедливо утвержде-

ние (∗) из формулировки теоремы 2.2. Согласно утверждению II предложе-

ния 8.2 C -аппроксимируемость группы G влечет за собой выполнение усло-

вий (i2) и (ii2) той же теоремы. Поэтому доказываемое утверждение следует

из утверждения II теоремы 2.3.

Приводимые далее предложения 8.3 и 8.4 являются частными случаями

утверждений из [36]: первое вытекает из предложения 6.3 и теоремы 2.2, вто-

рое — из теорем 3.5 и 3.6.

Предложение 8.3. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пери-
одических групп, и X — C -BN -группа. Тогда группа X C -регулярна по лю-
бой своей центральной подгруппе и каждая ее P(C )′-изолированная подгруппа
C -отделима.

Предложение 8.4. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пери-
одических групп, G (� ) — конечный граф групп типа (1) или (2) и Hεe 6= Ge(ε)

для всех e ∈ E , ε = ±1. Если каждая группа Gv (v ∈ V ) принадлежит клас-
су C -BN и не имеет P(C )′-кручения, то группа G C -аппроксимируема тогда
и только тогда, когда для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe P(C )′-изолиро-
вана в группе Ge(ε).

Следующее утверждение объединяет в себе частные случаи предложений 14

и 16 из [11].

Предложение 8.5. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пери-
одических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп. Если мно-
жество P(C ) включает все простые числа, то всякая ограниченная разрешимая
группа C -регулярна по любой своей центральной подгруппе и обладает свой-
ством C -отделимости всех подгрупп.

Предложение 8.6 [11, следствие 3]. Пусть C — корневой класс групп,

состоящий из периодических групп, и множество P(C ) включает все простые
числа. Пусть также G (� ) — произвольный граф групп типа (1) или конечный
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граф групп типа (2). Если все группы Gv (v ∈ V ) являются ограниченными
разрешимыми, то группа G C -аппроксимируема.

Справедливость следующего утверждения установлена в ходе доказатель-

ства предложения 8.7 из [36].

Предложение 8.7. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из перио-
дических групп, и D — подкласс класса периодических разрешимыхP(C )-групп
конечного периода, составленный из всех групп, мощность каждой из которых
не превосходит мощности некоторой C -группы (не обязательно одной и той же
для всех групп из класса D). Тогда D — корневой класс, состоящий из пе-
риодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп, D ⊆ C ,

P(D) = P(C ) и D-BN = C -BN .

Доказательство следствия 3.3. Заметим,что согласно предложению 4.1

отсутствиеP(C )′-кручения в каждой вершинной группе является необходимым

условием C -аппроксимируемости группы G. Поэтому в силу предложения 8.4

в формулировке доказываемого следствия слова «группа G C -аппроксимируе-

ма» можно заменить на «все группы Gv (v ∈ V ) не имеют P(C )′-кручения

и для любых e ∈ E , ε = ±1 подгруппа Hεe P(C )′-изолирована в группе Ge(ε)».

Будем считать далее, что так и сделано.

Пусть A — P(C )′-изолированная конечно порожденная абелева подгруппа

группы G и D — класс групп из предложения 8.7. Тогда при замене класса C
на D все условия из новой формулировки доказываемого следствия остаются

выполненными. При таких условиях группа G D-аппроксимируема в силу пред-

ложения 8.4. Согласно предложению 8.3 A2
D

(G) = ∅ и всякая группа Gv (v ∈ V )

D-регулярна как по подгруппе Hv, так и по каждой подгруппе Hεe (e ∈ E ,

ε = ±1, v = e(ε)). Поскольку класс D замкнут относительно взятия фактор-

групп, из теоремы 3.2 теперь следует, что подгруппа A D-отделима в группе G.

Остается заметить, что в силу предложения 8.7 справедливо включение D ⊆ C
и потому подгруппа A оказывается отделимой и классом C .

Доказательство следствия 3.4. Воспользуемся той же схемой рассуж-

дений, что и выше. Поскольку множество P(C ) включает все простые числа,

каждая подгруппа автоматически оказывается P(C )′-изолированной. Заменяя

при необходимости класс C классом D из формулировки предложения 8.7, бу-

дем считать его далее замкнутым относительно взятия фактор-групп. Это поз-

воляет воспользоваться предложением 8.5, согласно которому A2
C

(G) = ∅ и вся-

кая группа Gv (v ∈ V ) C -регулярна по любой своей центральной подгруппе.

В силу предложения 8.6 группа G C -аппроксимируема. Стало быть, требуемое

утверждение вытекает из теоремы 3.2.
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