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Àííîòàöèÿ. Ïóñòü P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ P-îãðàíè-
÷åííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ P-ìîùíîé è äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
P-îãðàíè÷åííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñ ñîáñòâåííûìè ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèìè ðåáåðíûìè
ïîäãðóïïàìè àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûìè P-ãðóïïàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ
åãî âåðøèííàÿ ãðóïïà íå èìååò P′-êðó÷åíèÿ è êàæäàÿ ðåáåðíàÿ ïîäãðóïïà P′-èçîëèðîâàíà
â ñîäåðæàùåé åå âåðøèííîé ãðóïïå. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ãðóïï ñ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèìè ðåáåðíûìè ïîäãðóïïàìè àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûìè
p-ãðóïïàìè, åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå åãî âåðøèííûå ãðóïïû è ëþáàÿ ðåáåðíàÿ
ïîäãðóïïà îòäåëèìà â ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèííîé ãðóïïå êëàññîì êîíå÷íûõ p-ãðóïï.
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àïïðîêñèìèðóåìîñòü êîíå÷íûìè p-ãðóïïàìè, àïïðîêñèìèðóåìîñòü ðàçðåøèìûìè ãðóïïàìè,
îáîáùåííîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå, äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðà-
ôà ãðóïï.
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1. Ââåäåíèå. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàïîìíèì, ÷òî öåëîå ÷èñëî íàçûâà-
åòñÿ P-÷èñëîì, åñëè âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó P. Ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ P-ãðóïïîé, åñëè ïîðÿäêè âñåõ åå ýëåìåíòîâ � P-÷èñëà. ×åðåç FP áó-
äåì îáîçíà÷àòü êëàññ êîíå÷íûõ P-ãðóïï. Ïðè ýòîì, åñëè ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç îäíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, áóäåì ïèñàòü p- è Fp âìåñòî {p}- è F{p} ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäóÿ [1], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ãðóïïû X ÿâëÿåòñÿ P-ìîùíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî ïîëîæèòåëüíîãî P-÷èñëà n, äåëÿùåãî ïîðÿäîê ýëåìåíòà x, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì
ãðóïïû X íà êîíå÷íóþ ãðóïïó, ïåðåâîäÿùèé x â ýëåìåíò ïîðÿäêà n (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ∞ äåëèòñÿ íà ëþáîå íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî). Ãðóïïó X íàçîâåì P-ìîùíîé, åñëè âñå åå
ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ P-ìîùíûìè. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî P âêëþ÷àåò âñå
ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ äàþò êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ìîùíîãî ýëåìåíòà

è ìîùíîé ãðóïïû, ïðåäëîæåííûå Ä.Ñîëèòýðîì (ñì. [2]).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Q ⊆ P, òî èç P-ìîùíîñòè (ýëåìåíòà èëè ãðóïïû) ñëåäóåò Q-ìîù-

íîñòü. Ïðèìåðîì ãðóïïû,P-ìîùíîé äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 04.03.2024, ïîñëå äîðàáîòêè 04.03.2024. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 18.12.2024.
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âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ ìîùíîé, ìîæåò ñëóæèòü ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Áàóì-
ñëàãà � Ñîëèòýðà, ò. å. ãðóïïà ñ ïðåäñòàâëåíèåì âèäà 〈a, b; a−1ba = bk〉, ãäå k 6= 0. Òàêàÿ
ãðóïïà îêàçûâàåòñÿ P-ìîùíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî P íå ñîäåðæèò ïðî-
ñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà k ([3], òåîðåìà 1).
Õîòÿ ñâîéñòâî ìîùíîñòè èçó÷àåòñÿ óæå äàâíî, ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíî

äîâîëüíî ìàëî. Èçâåñòíî ([4], ëåììà 1), ÷òî äàííûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñâîáîäíûå ãðóï-
ïû è êîíå÷íî ïîðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò
èç áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ìîùíîé, åñëè îíà Fp-àïïðîêñè-
ìèðóåìà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ([5], ëåììà 2.2) (íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà X íàçûâà-
åòñÿ àïïðîêñèìèðóåìîé êëàññîì ãðóïï C, åñëè êàæäûé åå íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäèò
â íååäèíè÷íûé ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû X íà ãðóïïó èç êëàñ-
ñà C). Â [6]�[8] ñâîéñòâî ìîùíîñòè èçó÷àëîñü ïðèìåíèòåëüíî ê êîíå÷íûì è ðàçðåøèìûì
ãðóïïàì. Óñòàíîâëåíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìîùíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, îá-
ëàäàþùàÿ êîíå÷íûì ñóáíîðìàëüíûì ðÿäîì ñ áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ôàêòîðàìè ([8],
ïðåäëîæåíèå 2), è ñâåðõðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðàñøèðåíèå àáåëåâîé
ãðóïïû ïðè ïîìîùè íèëüïîòåíòíîé ([8], òåîðåìà E). Âìåñòå ñ òåì óêàçàííîå ñâîéñòâî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà íè äëÿ êîíå÷íûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï ([6], ïðèìåð íà ñ. 116),
íè äëÿ ïîëèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ([8], ïðèìåð 2). Èçâåñòåí òàêæå ðÿä óòâåðæäå-
íèé î çàìêíóòîñòè êëàññà (P-) ìîùíûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-ãðóïïî-
âûõ êîíñòðóêöèé (ñì. [8]�[10]). Çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíî ïðè èçó÷åíèè
ñâîéñòâ ñëàáîé è ïî÷òè (P-) ìîùíîñòè, îäíàêî èõ îïèñàíèå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî îá-
çîðà. Çà ïîäðîáíîñòÿìè îòîøëåì ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòàì [1], [3], [10], [11].
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçàíà P-ìîùíîñòü P-îãðàíè÷åííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï; ôîð-

ìóëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû ïðåäïîøëåì ðÿä îïðåäåëåíèé è çàìå÷àíèé. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà P-îãðàíè÷åíà, åñëè â êàæäîé åå ôàêòîð-ãðóïïå âñå ïðèìàð-
íûå êîìïîíåíòû ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì èç ìíîæåñòâà P, êîíå÷íû.
Íèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó íàçîâåìP-îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà îáëàäàåò êîíå÷íûì öåíòðàëüíûì
ðÿäîì ñ P-îãðàíè÷åííûìè àáåëåâûìè ôàêòîðàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ P-îãðàíè÷åííîé ïðè ëþáîì âûáîðå ìíîæåñòâà P. Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî åñëè óêàçàííîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå ïðîñòûå ÷èñëà, òî P-îãðàíè÷åííûå
àáåëåâû è íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû îêàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îãðàíè÷åííûìè àáåëåâûìè
è íèëüïîòåíòíûìè îãðàíè÷åííûìè ðàçðåøèìûìè ãðóïïàìè â ñìûñëå À.È.Ìàëüöåâà [12]
(ñì. [13], ïðåäëîæåíèå 5).
Ïîíÿòèÿ P-îãðàíè÷åííûõ àáåëåâîé è íèëüïîòåíòíîé ãðóïï ââåäåíû â [13], ãäå óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî P-îãðàíè÷åííîñòü íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû äîñòàòî÷íà (à â ñëó÷àå ãðóïïû áåç êðó-
÷åíèÿ è íåîáõîäèìà) äëÿ îòäåëèìîñòè êëàññîì êîíå÷íûõ P-ãðóïï âñåõ P′-èçîëèðîâàííûõ
ïîäãðóïï (îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé îòäåëèìîñòè è èçîëèðîâàííîñòè ïðèâîäÿòñÿ íèæå â ýòîì
ðàçäåëå). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî P-îãðàíè÷åííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû âåäóò ñåáÿ õîðîøî
è ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâà P-ìîùíîñòè. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë P ïðîèçâîëüíàÿ P-îãðàíè-
÷åííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ P-ìîùíîé.

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ òåîðåìà íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðèîäè÷åñêóþ
÷àñòü ãðóïïû (è ïîòîìó ïîñëåäíÿÿ íå îáÿçàíà àïïðîêñèìèðîâàòüñÿ êàêèì-ëèáî êëàññîì,
ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íûõ ãðóïï). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèâî-
äèìîé íèæå òåîðåìû 2, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîé òàêæå òðåáóåò íåêîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ
îïðåäåëåíèé è ïîÿñíåíèé.
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Åñëè C � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï è X � íåêîòîðàÿ ãðóïïà, òî ÷åðåç C∗(X) áóäåì
îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû X, ôàêòîð-ãðóïïû ïî êîòîðûì
ïðèíàäëåæàò êëàññó C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà X C-ðåãóëÿðíà ïî ñâîåé ïîäãðóïïå Y ,
åñëè äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû M ∈ C∗(Y ) íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà N ∈ C∗(X), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèþ N ∩ Y = M .
Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè Y � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäàåìàÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì y,

è C � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï, òî C-ðåãóëÿðíîñòü X ïî Y ðàâíîñèëüíà ìîùíîñòè ýëå-
ìåíòà y. Åñëè æå C ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP êîíå÷íûõ P-ãðóïï, ãäå ìíîæåñòâî P ñîäåðæèò
íå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, òî óñëîâèå C-ðåãóëÿðíîñòè X ïî Y îêàçûâàåòñÿ ñèëüíåå P-ìîùíîñòè
ýëåìåíòà y, ïîñêîëüêó òðåáóåò îò ôàêòîð-ãðóïïû X/N íå ïðîñòî êîíå÷íîñòè, à ïðèíàäëåæ-
íîñòè êëàññó FP. Ââèäó äàííîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëóæèò îáîáùåíèåì
òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë è X � P-îãðàíè÷åííàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Q ⊆ P ãðóïïà X
FQ-ðåãóëÿðíà ïî ëþáîé ñâîåé ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Ïðèâîäèìàÿ äàëåå òåîðåìà 3, â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùàåò òåîðåìó 2 â ñëó÷àå, êîãäà ìíî-
æåñòâî P ñîñòîèò èç îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Èç íåå âûòåêàåò òàêæå õîðîøî èçâåñòíîå
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ëþáàÿ Fp-àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ p-ìîùíîé ([5], ñëåä-
ñòâèå 2.3).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî è X � Fp-àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà.

Òîãäà ãðóïïà X Fp-ðåãóëÿðíà ïî ëþáîé ñâîåé ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïîíÿòèå ìîùíîãî ýëåìåíòà áûëî ââåäåíî âî ìíîãîì ðàäè èçó÷åíèÿ ôèíèò-
íîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè (ò. å. àïïðîêñèìèðóåìîñòè êëàññîì âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï) îáîáùåí-
íîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ öèêëè÷åñêîé îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîé (ñì., íàïðèìåð, [2]).
C-ðåãóëÿðíîñòü ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ýòó èäåþ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îáúåäèíåííûõ
ïîäãðóïï è àïïðîêñèìèðóþùèõ êëàññîâ ãðóïï. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ñâîáîäíûõ êîíñòðóêöèé ãðóïï, ñîäåðæàùèå òðåáîâàíèÿ
ðåãóëÿðíîñòè, à òàêæå ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû, â ÷àñòíîñòè, â [14]�
[21]. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ îòíîñÿòñÿ è äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìûõ äàëåå òåîðåì 4, 5, ôîðìó-
ëèðîâêè êîòîðûõ âíîâü íóæäàþòñÿ â ðÿäå ïðåäâàðèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé.
Ïóñòü T � íåïóñòîå äåðåâî ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E . Êàæäîé

âåðøèíå v ∈ V ñîïîñòàâëÿÿ íåêîòîðóþ ãðóïïó Gv, à êàæäîìó ðåáðó e ∈ E � ãðóïïó He

è èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû ϕ+e : He → Ge(1), ϕ−e : He → Ge(−1) (ãäå e(1) è e(−1) �
âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè ðåáðà e), ïîëó÷èì ãðàô ãðóïï

G =
(
T , Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
.

Äðåâåñíûì ïðîèçâåäåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîìó ãðàôó, íàçûâàåòñÿ ãðóïïà π1(G), îáðà-
çóþùèìè êîòîðîé ñëóæàò îáðàçóþùèå ãðóïï Gv (v ∈ V), à îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿ-
ìè � ñîîòíîøåíèÿ òåõ æå ãðóïï è âñåâîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ âèäà heϕ+e = heϕ−e (e ∈ E ,
he ∈ He), ãäå heϕεe (ε = ±1) � ñëîâî â îáðàçóþùèõ ãðóïïû Ge(ε), çàäàþùåå îáðàç ýëåìåí-
òà he îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà ϕεe ([22], � 5.1). Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ïîäãðóïïó Heϕεe
(e ∈ E , ε = ±1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hεe. Ãðàô ãðóïï G íàçîâåì ðåäóöèðîâàííûì, åñëè
Hεe 6= Ge(ε) äëÿ âñåõ e ∈ E , ε = ±1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáðî e è ÷èñëî ε = ±1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Hεe = Ge(ε). Òî-

ãäà â ãðóïïå π1(G) äëÿ êàæäîãî îáðàçóþùåãî g ãðóïïû Ge(ε) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

g = gϕ−1εe ϕ−εe ∈ Ge(−ε), îçíà÷àþùèå, ÷òî óêàçàííûé îáðàçóþùèé ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí
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èç ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû π1(G). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Òèöå
(
â ñî÷åòà-

íèè ñ óäàëåíèåì ñîîòíîøåíèé ãðóïïû Ge(ε)
)
äàåò òîò æå ýôôåêò, ÷òî è ñòÿãèâàíèå ðåá-

ðà e â âåðøèíó e(−ε) ñ îäíîâðåìåííîé êîððåêòèðîâêîé ðåáåðíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ïî ñëå-
äóþùåìó ïðàâèëó: åñëè e(ε) = f(δ) äëÿ íåêîòîðûõ f ∈ E \ {e}, δ = ±1, òî ãîìîìîð-
ôèçì ϕδf : Hf → Gf(δ) çàìåíÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ϕ′δf = ϕδfϕ

−1
εe ϕ−εe, âêëàäûâàþùèì Hf

â Ge(−ε). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè äåðåâî T êîíå÷íî, òî êîíå÷íîå ÷èñëî îïèñàííûõ îïåðàöèé ïðè-
âîäèò ãðàô ãðóïï G ê ðåäóöèðîâàííîìó âèäó è íå èçìåíÿåò ãðóïïó π1(G). Ïîýòîìó äàëåå
ïðè ðàññìîòðåíèè äðåâåñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ãðóïï áåç ïîòåðè îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì ãðàôîì ãðóïï.
Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà Y ãðóï-

ïû X íàçûâàåòñÿ P′-èçîëèðîâàííîé â ýòîé ãðóïïå, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòà x ∈ X è ïðî-
ñòîãî ÷èñëà q /∈ P èç âêëþ÷åíèÿ xq ∈ Y âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå x ∈ Y . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ãðóïïà X íå èìååò P′-êðó÷åíèÿ, åñëè åå åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà P′-èçîëèðîâàíà â X.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, T = (V, E) � êîíå÷íîå

äåðåâî è G =
(
T , Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
� ðåäóöèðîâàííûé ãðàô

ãðóïï. Åñëè âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) ÿâëÿþòñÿ P-îãðàíè÷åííûìè íèëüïîòåíòíûìè, à âñå

ãðóïïû He (e ∈ E) ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèå, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. Äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå π1(G) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì FP.

2. Äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå π1(G) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì FSP êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ

P-ãðóïï.
3. Âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) íå èìåþò P′-êðó÷åíèÿ è êàæäàÿ ïîäãðóïïà Hεe (e ∈ E , ε = ±1)

P′-èçîëèðîâàíà â ãðóïïå Ge(ε).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, åñëè ìíîæåñòâîP ñîäåðæèò âñå ïðîñòûå ÷èñëà, òî êëàññP-îã-
ðàíè÷åííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñîâïàäàåò ñ êëàññîì íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ
îãðàíè÷åííûìè ðàçðåøèìûìè â ñìûñëå À.È.Ìàëüöåâà. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü T è G � êîíå÷íîå äåðåâî è ðåäóöèðîâàííûé ãðàô ãðóïï, îïðåäåëåí-
íûå òàê æå, êàê è â òåîðåìå 4. Åñëè âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) íèëüïîòåíòíû è ÿâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åííûìè ðàçðåøèìûìè â ñìûñëå À.È.Ìàëüöåâà, à âñå ãðóïïû He (e ∈ E) ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêèå, òî äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå π1(G) ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìî.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï. Ñëåäóÿ [12], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà Y
ãðóïïûX C-îòäåëèìà â ýòîé ãðóïïå, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X\Y íàéäåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçì σ ãðóïïûX íà ãðóïïó èç êëàññà C, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ xσ /∈ Y σ. Î÷åâèäíî, ÷òî
C-àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðóïïû X ðàâíîñèëüíà îòäåëèìîñòè êëàññîì C åå åäèíè÷íîé ïîä-
ãðóïïû. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, äëÿ ïîäãðóïï P-îãðàíè÷åííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï
ñâîéñòâà P′-èçîëèðîâàííîñòè è FP-îòäåëèìîñòè âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ FP-àïïðîêñèìè-
ðóåìîñòè èç òåîðåìû 4 â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî P ñîäåðæèò ëèøü îäèí ýëåìåíò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî, T = (V, E) � êîíå÷íîå äåðåâî, G =(
T , Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
� (íå îáÿçàòåëüíî ðåäóöèðîâàííûé) ãðàô

ãðóïï è âñå ãðóïïû He (e ∈ E) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèìè. Åñëè êàæäàÿ ãðóïïà Gv
(v ∈ V) Fp-àïïðîêñèìèðóåìà è äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ïîäãðóïïà Hεe Fp-îòäåëèìà
â ãðóïïå Ge(ε), òî äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå π1(G) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì Fp.

Îòìåòèì, ÷òî Fp-îòäåëèìîñòü ïîäãðóïï Hεe, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì Fp-àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû π1(G) èç òåîðåìû 5; îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò,
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íàïðèìåð, òåîðåìà 1 èç [23]. Âìåñòå ñ òåì êîíå÷íîñòü äåðåâà T â óñëîâèÿõ òåîðåì 4, 5
è ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 4 ñóùåñòâåííà, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìûé

Ïðèìåð. Ïóñòü T � ãðàô-çâåçäà ñ öåíòðàëüíîé âåðøèíîé v1 è ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ {vi |
i = 2, 3, . . .}. Ïóñòü òàêæå p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî è Zi (i > 0) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà ïîðÿäêà pi+1 ñ ïîðîæäàþùèì zi. Ñîïîñòàâèì âåðøèíå vi (i > 1) ãðóïïó Zi, à ðåáðó,
ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû v1 è vi (i > 2) � ãðóïïó Z0 è ãîìîìîðôèçìû, ïåðåâîäÿùèå ïî-

ðîæäàþùèé z0 â zp1 è zp
i

i . Òîãäà, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîñòè äåðåâà T , âûïîëíÿþòñÿ âñå
óñëîâèÿ òåîðåìû 5, à òàêæå (ïðè âûáîðå ìíîæåñòâà P ñîäåðæàùèì ÷èñëî p) óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 4 è óòâåðæäåíèå 3 ïîñëåäíåé. Âìåñòå ñ òåì ïðè ëþáîì ãîìîìîðôèçìå σ äðåâåñíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ π1(G) íà êîíå÷íóþ ãðóïïó íàéäåòñÿ òàêîå i > 1, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà ziσ

ìåíüøå pi+1 è, ñëåäîâàòåëüíî, (ziσ)p
i

= 1. Ñòàëî áûòü, z0σ = 1 è ãðóïïà π1(G) íå ÿâëÿåòñÿ
ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 4 è 5 îáîáùàþò ñëåäñòâèå 5.5 èç [24]
è òåîðåìó 3 èç [25], â êîòîðûõ èäåò ðå÷ü îá Fp-àïïðîêñèìèðóåìîñòè äðåâåñíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ñ öèêëè÷åñêèìè ðåáåðíûìè ïîäãðóïïàìè, ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ íèëü-
ïîòåíòíûõ è ïðîèçâîëüíûõ Fp-àïïðîêñèìèðóåìûõ ãðóïï.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2 è 3

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïóñòü Y � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Çà-
ìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè N ∈ F∗p (Y ) è k = [Y : N ], òî N = Y k. Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî,

Y k 6 N . Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó ïåðèîä ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Y/Y k äåëèò k, óêà-
çàííàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è èìååò ïîðÿäîê íå âûøå k. Ñëåäîâàòåëüíî, Y k = N .
Ïóñòü òåïåðüM � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà èç ñåìåéñòâà F∗p (Y ), yM � íåêîòîðûé ïîðîæ-

äàþùèé êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Y/M , q � ïîðÿäîê ïîñëåäíåé è S = {y, y2, . . . , yq−1}.
Òîãäà 1 /∈ S è, ïîëüçóÿñü Fp-àïïðîêñèìèðóåìîñòüþ ãðóïïû X, ìîæíî íàéòè ïîäãðóïïó
Z ∈ F∗p (X), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ S ∩ Z = ∅. Òàê êàê ëþáûå äâà íåðàâíûõ ýëå-
ìåíòà ìíîæåñòâà S ëåæàò â ðàçíûõ ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ìîäóëþ ïîäãðóïïû Z, òî q 6 r,
ãäå r = |Y Z/Z| = [Y : Z ∩ Y ]. Ïîñêîëüêó q è r ÿâëÿþòñÿ p-÷èñëàìè, M = Y q è Z ∩ Y = Y r,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî q äåëèò r, Z ∩ Y 6 M , (Y Z/Z)/(MZ/Z) ∼= Y/M(Y ∩ Z) = Y/M
è [Y Z/Z : MZ/Z] = q.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ Fp-ãðóïïà îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðÿäîì ñ ôàêòîðàìè ïî-

ðÿäêà p. Ïóñòü

1 = Z0/Z 6 Z1/Z 6 . . . 6 Zn/Z = X/Z

� òàêîé ðÿä ãðóïïû X/Z. Òîãäà ôàêòîðû ðÿäà

1 = Y Z/Z ∩ Z0/Z 6 Y Z/Z ∩ Z1/Z 6 . . . 6 Y Z/Z ∩ Zn/Z = Y Z/Z

èìåþò ïîðÿäêè 1 èëè p è ïîýòîìó{
[Y Z/Z : Y Z/Z ∩ Zi/Z] | 0 6 i 6 n

}
=
{

1, p, p2, . . . , r
}
.

Òàê êàê êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Y Z/Z ñîäåðæèò ëèøü îäíó ïîäãðóïïó èíäåêñà q,
òî Zi/Z∩Y Z/Z = MZ/Z äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, 1, . . . , n}. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è âêëþ-
÷åíèÿ Z ∩ Y 6 M ëåãêî ñëåäóåò Zi ∩ Y = M . Ïîñêîëüêó Zi/Z ∈ F∗p (X/Z), ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå Zi ∈ F∗p (X). Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïîäãðóïïû M îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî ãðóïïà X Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Y . �
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Ïðåäëîæåíèå 1 ([13], ïðåäëîæåíèå 2). Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷è-

ñåë P êëàññ P-îãðàíè÷åííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ôàê-

òîð-ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 2 ([13], òåîðåìà 3). Ïóñòü P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, X �

P-îãðàíè÷åííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, Y � ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Òîãäà FP-îòäåëèìîñòü

ïîäãðóïïû Y â ãðóïïå X ðàâíîñèëüíà åå P′-èçîëèðîâàííîñòè â ýòîé ãðóïïå. Â ÷àñòíîñòè,
ãðóïïà X FP-àïïðîêñèìèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå èìååò P′-êðó÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, X � P-îãðàíè÷åííàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà è p ∈ P. Òîãäà ãðóïïà X Fp-ðåãóëÿðíà ïî ëþáîé ñâîåé ëîêàëüíî

öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû X è M ∈ F∗p (Y ).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïîäãðóïïó N ∈ F∗p (X), óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñîîòíîøåíèþ N ∩ Y = M .
Ïóñòü T � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû X, ïîðÿäêè êîòîðûõ êîíå÷íû è ÿâëÿþòñÿ

p′-÷èñëàìè. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [26], ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4.5), ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû X. Èç ñîîòíîøåíèÿ Y/M ∈ Fp ëåãêî
ñëåäóåò T ∩ Y 6 M . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ôàêòîð-ãðóïïà X/T ÿâëÿåòñÿ P-îãðàíè÷åí-
íîé íèëüïîòåíòíîé. Ïîñêîëüêó p ∈ P, óêàçàííàÿ ãðóïïà îêàçûâàåòñÿ è p-îãðàíè÷åííîé.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî îíà íå èìååò p′-êðó÷åíèÿ. Çíà÷èò, ãðóïïà X/T Fp-àïïðîêñèìèðóåìà
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 è Fp-ðåãóëÿðíà ïî ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå Y T/T ñîãëàñíî
òåîðåìå 3. Èç ðåãóëÿðíîñòè è ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî âêëþ÷åíèÿ MT/T ∈ F∗p (Y T/T ) âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå ïîäãðóïïû N/T ∈ F∗p (X/T ), óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ N/T ∩Y T/T =
MT/T . Òîãäà N ∈ F∗p (X) è, òàê êàê T ∩Y 6M , òî N∩Y = M . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà N
ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. �

Âñþäó äàëåå, åñëè P � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, òî ÷åðåç FNP áóäåì îáî-
çíà÷àòü êëàññ êîíå÷íûõ íèëüïîòåíòíûõ P-ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, X � íåêîòîðàÿ ãðóï-

ïà è Y � ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Åñëè ãðóïïà X Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Y äëÿ êàæäîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ P, òî îíà FNP-ðåãóëÿðíà ïî ýòîé ïîäãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, çàôèêñèðóåì ïîäãðóïïó M ∈ FN ∗P(Y ) è óêàæåì ïîäãðóïïó
N ∈ FN ∗P(X), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ N ∩ Y = M .
Ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà�Âèëàíäòà (ñì., íàïðèìåð [26], òåîðåìà 2.7) ôàêòîð-ãðóïïà Y/M

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï L1/M , . . . , Ln/M . Ïóñòü
pi (1 6 i 6 n) � ïðîñòîå ÷èñëî, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà Li/M , è Mi/M =∏
j 6=i Lj/M . Òîãäà [Y/M : Mi/M ] � pi-÷èñëî (1 6 i 6 n) è

⋂n
i=1Mi/M = 1, îòñþäà

M =
⋂n
i=1Mi. Òàê êàê Y/M ∈ FNP, òî p1, . . . , pn ∈ P. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n}

ââèäó ðàâåíñòâà [Y : Mi] = [Y/M : Mi/M ] è Fpi-ðåãóëÿðíîñòè ãðóïïû X ïî ïîäãðóïïå Y
íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà Ni ∈ F∗pi(X), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ Ni ∩ Y = Mi. Ïîëîæèì

N =
⋂n
i=1Ni. Ïî òåîðåìå Ðåìàêà (ñì., íàïðèìåð, [27], òåîðåìà 4.3.9) ôàêòîð-ãðóïïà X/N

âêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ôàêòîð-ãðóïï X/Ni (1 6 i 6 n), êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó FNP â ñèëó ñîîòíîøåíèé pi ∈ P, Fpi ⊆ FNP. Ñëåäîâàòåëüíî,
X/N ∈ FNP è, ïîñêîëüêó N ∩ Y =

⋂n
i=1Ni ∩ Y =

⋂n
i=1Mi = M , ïîäãðóïïà N îêàçûâàåòñÿ

èñêîìîé. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü Q � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P è Y � ëî-
êàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Òîãäà X � Q-îãðàíè÷åííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 3 è 4 îíà Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Y äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî
÷èñëà p ∈ Q è FNQ-ðåãóëÿðíà ïî ýòîé ïîäãðóïïå. Ïîñêîëüêó ãðóïïà X íèëüïîòåíòíà, ñâîé-
ñòâà FNQ-ðåãóëÿðíîñòè è FQ-ðåãóëÿðíîñòè äëÿ íåå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, óêàçàííàÿ ãðóïïà
FQ-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Y , ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4 è 5

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü çàäàííûìè äåðåâî T = (V, E) è ãðàô ãðóïï
G =

(
T , Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
. Íàïîìíèì (ñì. [28]), ÷òî ñîãëàñ-

íî îäíîìó èç ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèé ñîäåðæàùèé íååäèíè÷íûå ãðóïïû êëàññ ãðóïï C
íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäãðóïï, ðàñøèðåíèé è äå-
êàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà

∏
y∈Y Xy, ãäå X,Y ∈ C è Xy � èçîìîðôíàÿ êîïèÿ ãðóïïû X

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà y ∈ Y .

Ïðåäëîæåíèå 5 ([29], òåîðåìà 1). Ïóñòü C � êîðíåâîé êëàññ ãðóïï.

1. Ãðóïïà π1(G) C-àïïðîêñèìèðóåìà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ,

(i) ∀v ∈ V
⋂
N∈C∗(π1(G))(N ∩Gv) = 1,

(ii) ∀e ∈ E , ε = ±1
⋂
N∈C∗(π1(G))Hεe(N ∩Ge(ε)) = Hεe.

2. Åñëè ãðóïïà π1(G) C-àïïðîêñèìèðóåìà, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî â àëôàâèòå {x, y, x−1, y−1} èìååò ñïåöèàëüíûé âèä, åñëè îíî
íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ âèäà xαxβ è yαyβ , ãäå α, β = ±1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2 èç [29].

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü ãðàô G ðåäóöèðîâàí è äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ñóùåñòâóåò

ñëîâî ω(x, y) ñïåöèàëüíîãî âèäà òàêîå, ÷òî ω(h, g) = 1 äëÿ âñåõ h ∈ Hεe, g ∈ Ge(ε). Òîãäà
èç àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû π1(G) íåêîòîðûì êëàññîì ãðóïï C ñëåäóåò âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ (ii) ïðåäëîæåíèÿ 5.

Ïðèâåäåì ðÿä ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé èç [29]. Ïóñòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V â ãðóï-
ïå Gv âûáðàíà íåêîòîðàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Rv. Ñåìåéñòâî R = {Rv | v ∈ V} áóäåì
íàçûâàòü ñèñòåìîé ñîâìåñòèìûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû π1(G), åñëè äëÿ ëþáîãî

ðåáðà e ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(
Re(1) ∩H+e

)
ϕ−1+e =

(
Re(−1) ∩H−e

)
ϕ−1−e.

Ïóñòü

Gv = Gv/Rv (v ∈ V), Re =
(
Re(±1) ∩H±e

)
ϕ−1±e (e ∈ E),

He = He/Re (e ∈ E ), Hεe = HεeRe(ε)/Re(ε) (e ∈ E , ε = ±1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕεe : He → Ge(ε) (e ∈ E , ε = ±1), ïåðåâîäÿùåå ñìåæíûé
êëàññ hRe (h ∈ He) â ýëåìåíò (hϕεe)Re(ε), êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

ãðóïïû He íà ïîäãðóïïó Hεe. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðàô ãðóïï

GR =
(
T , Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E , ε = ±1)

)
è ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ρR : π1(G) → π1(GR), äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà îáðà-
çóþùèõ ãðóïïû π1(G). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ker ρR ∩Gv = Rv äëÿ âñåõ v ∈ V.
Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï. Íàçîâåì ñèñòåìóR C-äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò

ãîìîìîðôèçì äðåâåñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ π1(GR) íà ãðóïïó èç êëàññà C, èíúåêòèâíûé íà âñåõ
ãðóïïàõ Gv (v ∈ V). Äàëåå ÷åðåç R(C) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ C-äîïóñòèìûõ
ñèñòåì ñîâìåñòèìûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû π1(G).
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Ïðåäëîæåíèå 7 ([29], òåîðåìà 3). Åñëè C � êëàññ ãðóïï, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî âçÿ-

òèÿ ïîäãðóïï, è äëÿ ëþáûõ u ∈ V, M ∈ C∗(Gu) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà R = {Rv | v ∈ V} ∈
R(C) òàêàÿ, ÷òî Ru 6 M , òî óñëîâèÿ (i) è (ii) èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäëîæåíèÿ 5 ðàâíî-

ñèëüíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i)′ âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) C-àïïðîêñèìèðóåìû,
(ii)′ äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ïîäãðóïïà Hεe C-îòäåëèìà â ãðóïïå Ge(ε).

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü C � êîðíåâîé êëàññ ãðóïï è äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V ãðóï-

ïà π1(G) C-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Gv. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)′ è (ii)′ èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäëîæåíèÿ 7, òî ãðóï-

ïà π1(G) C-àïïðîêñèìèðóåìà.
2. Åñëè ãðàô G ðåäóöèðîâàí è âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) íèëüïîòåíòíû, òî âåðíî è îáðàò-

íîå: èç C-àïïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû π1(G) âûòåêàþò óñëîâèÿ (i)′ è (ii)′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå âåðøèíó u ∈ V è ïîäãðóïïóM ∈ C∗(Gu). Ïî-
ñêîëüêó ãðóïïà π1(G) C-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Gu, ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà N ∈ C∗(π1(G)),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþN∩Gu = M . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [29] ñèñòåìà ïîäãðóïï
R = {N ∩ Gv | v ∈ V} ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè R(C). Çíà÷èò, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
ïðåäëîæåíèÿ 7, ñîãëàñíî êîòîðîìó òðåáîâàíèÿ (i) è (ii) èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäëîæåíèÿ 5
ðàâíîñèëüíû òðåáîâàíèÿì (i)′ è (ii)′. Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 5 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ 1.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàô G ðåäóöèðîâàí è âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) ÿâëÿþòñÿ íèëü-

ïîòåíòíûìè. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ ωk(x, y) â àëôàâèòå {x, y, x−1, y−1} ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ω1(x, y) = [x, y] = x−1y−1xy, ωk+1(x, y) = [x, ωk(x, y)], k > 1.

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî k, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k > 1 ñëîâî ωk(x, y) èìååò
äëèíó 2k+1, íà÷èíàåòñÿ íà x−1y−1, çàêàí÷èâàåòñÿ íà xy è íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ âèäà xαxβ

è yαyβ , ãäå α, β = ±1. Åñëè e ∈ E , ε = ±1 è c � ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè ãðóïïû Ge(ε),
òî äëÿ ëþáûõ h ∈ Hεe, g ∈ Ge(ε) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ωc(h, g) = 1. Çíà÷èò, ê ãðàôó G
ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 6, ñîãëàñíî êîòîðîìó óñëîâèå (ii) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ C-àï-
ïðîêñèìèðóåìîñòè ãðóïïû π1(G). Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (i) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðåäëîæåíè-
åì 5. Ââèäó äîêàçàííîé âûøå ðàâíîñèëüíîñòè òðåáîâàíèé (i), (ii) è (i)′, (ii)′ îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî óòâåðæäåíèå 2 äîêàçûâàåìîãî ïðåäëîæåíèÿ òàêæå èìååò ìåñòî. �

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî, äåðåâî T êîíå÷íî, âñå ãðóïïû Gv
(v ∈ V) Fp-àïïðîêñèìèðóåìû è âñå ãðóïïû He (e ∈ E) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè,
òî ãðóïïà π1(G) Fp-àïïðîêñèìèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíûå èíäóêòèâíûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà äåðåâî T ñîäåðæèò ëèøü îäíî ðåáðî. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè äî-
êàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 4.3 èç [5]. �

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü äåðåâî T êîíå÷íî è âñå ãðóïïû He (e ∈ E) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî

öèêëè÷åñêèìè. Åñëè p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî è äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ãðóïïà Ge(ε)
Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Hεe, òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V ãðóïïà π1(G) Fp-ðåãóëÿðíà
ïî ïîäãðóïïå Gu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ V è M ∈ F∗p (Gu). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà N ∈
F∗p (π1(G)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ N ∩Gu = M .
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Âîñïîëüçóÿñü èíäóêöèåé ïî äëèíå (åäèíñòâåííîãî) ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî â äåðåâå T çà-
äàííóþ âåðøèíó ñ âåðøèíîé u, ïîñòðîèì â ãðóïïå π1(G) òàêóþ ñèñòåìó R = {Rv | v ∈ V}
ñîâìåñòèìûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ÷òî Rv ∈ F∗p (Gv) äëÿ âñåõ v ∈ V. Ïîëîæèì Ru = M .
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ îò u íà ðàññòîÿíèè ìåíåå ` > 1,
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîäãðóïïû ñèñòåìû R óæå ïîñòðîåíû, è âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåð-
øèíó w íà ðàññòîÿíèè ` îò u. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî ðåáðî e, ñâÿçûâà-
þùåå w ñ íåêîòîðîé èç óæå ðàññìîòðåííûõ âåðøèí, è ÷òî âòîðîé êîíåö ðåáðà e íàõîäèòñÿ
îò u íà ðàññòîÿíèè `− 1. Ïóñòü ÷èñëî ε = ±1 òàêîâî, ÷òî e(ε) = w. Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ïîäãðóïïà Re(−ε) ∈ F∗p (Ge(−ε)) óæå îïðåäåëåíà. Òàê êàê

H−εe/Re(−ε) ∩H−εe ∼= H−εeRe(−ε)/Re(−ε) 6 Ge(−ε)/Re(−ε)

è Ge(−ε)/Re(−ε) ∈ Fp, òî Re(−ε)∩H−εe ∈ F∗p (H−εe) è
(
Re(−ε)∩H−εe

)
ϕ−1−εeϕεe ∈ F∗p (Hεe). Ââèäó

Fp-ðåãóëÿðíîñòè ãðóïïûGe(ε) ïî ïîäãðóïïåHεe îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà

Rw ∈ F∗p (Gw), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ Rw ∩ Hεe =
(
Re(−ε) ∩ H−εe

)
ϕ−1−εeϕεe. Òîãäà(

Rw ∩ Hεe

)
ϕ−1εe =

(
Re(−ε) ∩ H−εe

)
ϕ−1−εe è, ñòàëî áûòü, îïðåäåëÿåìàÿ îïèñàííûì îáðàçîì

ñèñòåìà R ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî äåðåâî T è ãðàô ãðóïï GR =

(
T , Gv (v ∈ V), He (e ∈ E), ϕεe (e ∈ E ,

ε = ±1)
)
óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 9, ñîãëàñíî êîòîðîìó ãðóïïà π1(GR)

Fp-àïïðîêñèìèðóåìà. Îòñþäà èìååì ñóùåñòâîâàíèå ïîäãðóïïû N ∈ F∗p (π1(GR)), òðèâè-

àëüíî ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé Gu = Gu/Ru. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ïîëíûé
ïðîîáðàç ïîäãðóïïû N îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà ρR. Òîãäà N ∈ F∗p (π1(G)) è, ïîñêîëüêó
ker ρR ∩Gu = Ru = M , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N ∩Gu = M . Çíà÷èò, ïîäãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ
èñêîìîé. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 äëÿ ëþáûõ p ∈ P, e ∈ E , ε = ±1 ãðóï-
ïà Ge(ε) Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Hεe. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèé 10 è 4 äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v ∈ V ãðóïïà π1(G) FNP-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Gv. Ââèäó íèëüïîòåíòíîñòè
ïîñëåäíåé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà F∗P(Gv) = FN ∗P(Gv) = FS∗P(Gv). Çíà÷èò, ãðóïïà π1(G)
FP- è FSP-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Gv. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññû FP è FSP ÿâëÿþò-
ñÿ êîðíåâûìè. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8 ãðóïïà π1(G) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êëàññîì C,
ãäå C = FP èëè C = FSP, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(i)′ âñå ãðóïïû Gv (v ∈ V) C-àïïðîêñèìèðóåìû,
(ii)′ äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ïîäãðóïïà Hεe C-îòäåëèìà â ãðóïïå Ge(ε).
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 FP-îòäåëèìîñòü ïîäãðóïïû Hεe â ãðóïïå Ge(ε) ðàâíîñèëüíà åå

P′-èçîëèðîâàííîñòè â ýòîé ãðóïïå, à FP-àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðóïïû Gv � îòñóòñòâèþ
â íåé P′-êðó÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ãðóïïà Ge(ε) íèëüïîòåíòíà, FP-àï-
ïðîêñèìèðóåìîñòü äàííîé ãðóïïû è FP-îòäåëèìîñòü â íåé ïîäãðóïïû Hεe èìåþò ìåñòî
îäíîâðåìåííî ñ àïïðîêñèìèðóåìîñòüþ è îòäåëèìîñòüþ êëàññîì FNP, à çíà÷èò, è êëàñ-
ñîì FSP. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç óòâåðæäåíèé 1, 2 òåîðåìû 4 ðàâíîñèëüíî óòâåðæäå-
íèþ 3. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Â ñèëó òåîðåìû 3 äëÿ ëþáûõ e ∈ E , ε = ±1 ãðóïïà Ge(ε)
Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Hεe. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 10 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé âåðøèíû v ∈ V ãðóïïà π1(G) Fp-ðåãóëÿðíà ïî ïîäãðóïïå Gv. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êëàññ Fp
ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì. Ñòàëî áûòü, äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 1 ïðåä-
ëîæåíèÿ 8. �
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E.V. Sokolov

Certain residual properties of bounded nilpotent groups and their tree products

Abstract. Let P be a non-empty set of primes. We prove that any P-bounded nilpotent group
is P-potent, and the tree product T of a �nite number of P-bounded nilpotent groups with proper
locally cyclic edge subgroups is residually a �nite P-group if and only if any vertex group of T
has no P′-torsion and any edge subgroup of T is P′-isolated in the vertex group containing it. We
prove also that the tree product of a �nite number of groups with locally cyclic edge subgroups
is residually a �nite p-group if all its vertex groups have this property and any edge subgroup
is separable in the corresponding vertex group by the class of �nite p-groups.
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